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1. Einleitung
1.1 Grundlagen der Materialwissenschaft

1.1.1 Was ist Materialwissenschaft?
Siegfrieds Schwert als Paradigma

’ Siegfried schmiedet sein Schwert — so um 600 n.C. Bei Wagner und in vielen Filmen schmilzt er das Eisen (oder den

Stahl?) und giel3t es dann in eine Form.
& Nach dem Erstarren muR er eigentlich das Ganze nur etwas sauber schleifen, die Schneide schérfen, einen Griff

anbringen — und fertig.
& Macht er aber nicht. Die Klinge wird jetzt erstmal geschmiedet. Das heift, er macht es im Schmiedefeuer heiR,
hammert drauf rum, stéRt die immer noch heiRe Klinge zischend ins kalte Wasser (oder OI? Urin? Drachenblut?),

hammert wieder ein biRchen drauf rum, und macht sonst noch alles mégliche.
’ Warum tut er das? Weil die Eigenschaften eines nur gegossenen Schwerts schlecht wéaren:

Nur gegossen: Weich, verbiegt sich, wird nicht scharf, halt die Scharfe nicht, ... Im Kampf gegen Drachen wird's

peinlich im Wortsinn.
Geschmiedet: Hart aber elastisch, verbiegt sich nicht und bricht nicht. Sehr scharf und bleibt scharf. Drachen

sind ausgestorben.

Wissenschaftliches Problem:
Beide Schwerter sind chemisch identisch.
Aber:

Ihre Eigenschaften sind sehr verschieden!

Warum?

{ Merke zum ersten: Auch der friihe Material"wissenschaftler" konnte schon bei gegebener Chemie die Eigenschaft in
einer gewissen, manchmal recht grof3en Bandbreite, verandern und einstellen. Er hat's aber nicht verstanden.

) Merke zum zweiten: Wissenschatft istimmer die Klarung der Warum-Frage.

Beispiele fir Metallprodukte mit optimierten Eigenschaften.

’ Heutztage hat der Held statt eines Schwerte einen Golf GTI oder so was. Geandert hat sich aber nicht viel. Die
Metallteile kdnnen bei gleicher Chemie sehr verschidene Eigenschaften haben, je nachdem, was man (nach dem

Giel3en) mit ihnen so angestellt hat.
{1 Ganz nebenbeit noch: Siegfried hat sein Schwert gar nicht gegossen. Er hat's "aus dem Vollen" mit dem Hammer

in Form gebracht. Mehr dazu im Link.

Das Notebook als Paradigma
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’ Wir zerlegen mal gedanklich ein Notebook oder Laptop in seine wesentlichen Bestandteile Was wir finden, sind:
Jede Menge Chips auf Platinen. Dann noch einige andere elektronischen Bauteile auf den Platinen (z.B. ...?).
Batterien oder besser Akkus.

Komponenten als "black boxes" wie flacher Bildschirm (LCD), Disk drives, ...

’ Wir zerlegen mal gedanklich diese Komponenten in ihre Bestandteile. Was wir finden, sind:

Jede Menge Chips, Diodenlaser, "magnetische” Scheiben, Lichtquellen, Flissigkristalle, Glasscheiben (?) mit was
Unsichtbarem drauf, ...

Nebenbei finden wir im Plattenspeicher noch einen Lesekopf, dessen Funktionsprinzip wir garantiert nicht verstehen,
selbst dann nicht, wenn wir samtliche Unterlagen Gber den exakten Aufbau mit all den verwendeten Materialien etc.
bekommen (Hinweis: Physik-Nobelpreis 2007).

’ Wir finden eigentlich nur Materialien und Elektrotechnik (es gibt elektrische Verbindungen zwischen "Black boxes™) und
Chips etc. Irgendwie und irgendwo muss aber auch noch Software sein. Aber so wie der Geist wohl nicht ohne Korper
auskommt, gibt's auch keine Software ohne einen materiellen Trager derselben.

Fazit:
Im Laptop findet sich priméar eine
Menge Materialwissenschaft und -
technik

’ Wir definieren damit Materialwissenschaft wie folgt:

Materialwissenschaft
ist die Naturwissenschaft von den

Eigenschaften der Materialien,

den (physikalischen, chemischen,
wirtschaftlichen oder sonstigen)
Ursachen dieser Eigenschaften,

und damit der wissenschaftlich begriindeten
Materialauswahl ,

Materialherstellung und
Materialanalyse

fur technische Anwendungen.
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1.1.2 Fokus auf Kristalle

Kristall = Ordnung

’ Materialien umfassen zunéachst alles auf3er Vakuum. In der Regel konzentrieren wir uns auf halbwegs homogene
Materialien, aber auch fir viele Kombinationen halbwegs homogener Materialien. Die Hauptgruppen sind:

Gase und Plasma (ionisiertes Gas) Ohne Plasmatechnik
keine Mikroelektronik - trotzdem lassen wir das hier weg.
Flussigkeiten. Kénnen im Zentrum der MaWi stehen (z.B.
die "Flissigkristalle "), lassen wir hier aber weitestgehend
weg. Materialwissenschaftler, die bevorzugt mit
Flissigkeiten und Gasen arbeiten, kennt man auch unter
dem Begriff " Chemiker".

Feststoffe oder Festkorper.
’ Festkdrper = priméares Thema dieser Vorlesung

Festkorper gibt's in zwei Extremen:

1. Anordnung der beteiligten Atome / Molekdle ist in perfekter Ordnung = perfekter Kristall. In der Nahe dieses

Spannend sind auch Zwischenformen:

* Schleim = Biologie

* "Flussigkristalle”,
Festkorper“elektrolyte”, ..

e Schmelzen von Metallen und
Halbleitern wie Si

Extrems kommen manche Edelsteine, z. B. der der Diamant, und das fur die Mikrolektronik bendétigte

Silizium.

2. Anordnung der beteiligten Atome / Molekdle in perfekter Unordnung. Diesem Extrem kommen manche

amorphe Glaser und viele Kunststoffe = Polymere nahe.

’ Der typische Festkdrper liegt irgendwo zwischen den Extremen, ist aber eher halbwegs ordentlich aufgebaut als

vollstéandig unordentlich.

Perfekte Ordnung

Mdogliche Anordnung von SiO2-"Molekulen”. Einmal in perfekter
Ordnung = Quarzkristall ("Bergkristall"), einmal in "perfekter”
Unordnung = Glas. Ein bi3chen "Dreck”, hier Na, hilft oft, um die
Dinge unordentlicher zu machen.

’ Die Bilder erlauben eine erste Definition von Ordnung vs. Unordnung:

Wieviel Bits braucht man zur Beschreibung? Perfekte Ordnung = kleinstmogliche Anzahl. Beim perfekten Kristall

reicht es z. B. zu konstatieren: setze Baublock (= SiO2 -Molekil) auf Koordinate (0, 0, 0). Wiederhole auf

Koordinaten a - (h, k, I), a = Abstand, h,k,|I = Integers. Fir perfekte Unordnung: missten wir dagegen einen Satz

von N Vektoren (N = Zahl der Atome) angeben.

’ Das Thema hier in der Vorlesung werden tberwiegend die nicht so ganz perfekten Kristalle sein:
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Zwischengitteratom

Fremdatom

Leerstelle

Korngrenzen Versetzung

Polykristall
Poly -Kristall, aus kristallinen Kérnern mit diversen
Defekten oder Kristallbaufehlern. Halbwegs typisch
fur alle Gebrauchsmetalle etc.

Einkristall
Perfekter Kristall (vorausgesetzt, man extrapoliert
das Bild ins Unendliche). Oberflache = Imperfektion.
Halbwegs typisch fir bestes Si.

’ Wichtig ist jetzt der folgende Merkspruch:

Merke

Die meisten bekannten Materialien aul3erhalb der Welt
der Biologie und der "Kunststoffe" sind Kristalle mit
diversen Defekten, auch Kristallbaufehler genannt.
Kristallbaufehler bestimmen viele Eigenschaften der
Materialien.
- Kiristallbaufehler ermdglichen "Materials Engineering”
und machen deshalb Materialien interessant.

Der 2. Punkt erklart nebenbei das Ratsel aus Modul 1.1.1: Warum kdnnen Eigenschaften bei gleicher Chemie
verschieden sein? Anwort: Die Art und Zahl der Defekte ist verschieden!
’ Besonders spannend (fiir Materialwissenschaftler) sind natirlich die Absonderlichkeiten, die nicht ins Schema passen,
wie z.B. die amorphen Metalle oder Dinge wie "Quasikristalle", die wir hier aber ignorieren.

’ Hier mal einige wichtige Kristalle fur die Elektrotechnik:

Wichtige Kristalle in der Elektrotechnik

Halbleiter Metalle / Leiter Sonstige
— Cu, Al, Ag (Legierungen) fur "Drahte" — Dielektrika
—Au, W, Ta, ... fir spezielle Bauelemente — Ferroelektrika
— Fe, Ni, Co (und Legierungen davon) sowie — Piezomaterialien
Cos Sm, NdoFe14B , ... flr "magnetische" — "Schwingquarze"
- Si, GaAs , InP, GaP, Anwendungen — Materialien fiir
GaN, Ge, ... Widerstande, Heizer (z.B.
—"CIS " (CulnSe»), CdTe, — TaSip, NiSiy, .. fur Chips MoSi2 oder Graphit)
—ITO ("Indium Tin Oxide"), ... — Glimmer (?)
—Sn02, ZnO, ... — Supraleiter, insbesondere
die Abkémmlinge von YBay

Cuz07x (Yttrium-Barium-
Kupfer-Oxid ; ein
paradigmatisches Material')
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Halbleiter

— Amorphes Si
(Solarzellen)

— Organische Halbleiter
("OLED")

Wichtige amorphe Materialien in der Elektrotechnik

Kunststoffe Sonstige
- PVC, Teflon, ... — Photolacke ("Resists") fir
— Isolation und "low €" Chip- und

— Leitende Polymere Platinenherstellung.

— Glas ("Bildrdhre™)
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1.1.3 Grundlagen und Praxis der Materialwissenschaft

Die wissenschaftlichen Grundlagen

’ Festkorper bestehen aus Atomen. Atome bestehen aus dem Atomkern (= Protonen und Neutronen) und Elektronen.
Atome konne ionisiert sein (Elektronenzahl ungleich Protonenzahl); lonen findet man dann in jeder Kaffeetasse (H20 &
H* + OH"; NaCl & Na* + CI, ...). Im taglichen Leben kommen allenfalls noch elektrische und magnetische Felder
inkl.elektromagnetischer Wellen , z.B. in Form von Licht = "Photonen" hinzu (und das Gravitationsfeld, das uns aber
hier so gut wie nicht interessiert). Das war's Mehr gibt es im alltdglichen Leben nicht.

’ Nochmal zum Mitdenken: Um MaWi zu treiben brauchen wir nur

e Atome (und lonen)
* Elektronen
e Photonen

Das war's.

Das Problem (fur ET&IT Studis) ist, dass man einzelne Atome nur mit der Quantentheorie beschreiben kann. Es
gibt dazu nichts anderes, und was rauskommt ist immer perfekt.

Mit bloRem Auge sichtbare Kristalle enthalten um die 1020 Atome. Falls der Kristall iberhaupt was "tut", kann er
nicht am absolutem Temperaturnullpunkt sein. Wass er bei endlichen Temperaturen (gern bei ca. 300 K =
Raumtemperatur) so macht fallt unter die Thermodynamik.

Bei mehr als bestenfalls einigen 1.000 Atome sind nur noch "gemittelte” Aussagen mdglich. Das macht dann die
statistische Thermodynamik , die nebenbei noch die klassiche Thermodynamik "erklart".

Quantentheorie und statistische Thermodynamik, mit noch ein biBchen Elektrodynamik und klassische Mechanik,
ergibt dann die Festkdrperphysik , die sich besonders gerne mit Kristallen beschéftigt - weil's einfacher ist.

’ Materialwissenschaft braucht alle diese Facher (und noch viel mehr) als Grundlage. Aber wir brauchen nicht alles, was
innerhalb der Physik dazu gemacht wird.

Wir interessieren uns zum Beispiel nicht besonders fur die Verfeinerung von Theorien, damit man endlich Dinge mit
guter Genauigkeit ausrechnen kann, die man auch sehr einfach messen kann (z. B. Schmelzpunkte).

Wir interessieren uns auch nicht besonders fir aufregende Entwicklungen mit vielen Nobelpreisen, die aber
voraussichtlich noch lange auf Anwendungen warten mussen (z. B. die Bose-Einstein Kondensation).

Wir akzeptieren im Zweifel einfach so, dass die "Physiker" sich mit zum Teil erheblichem Aufwand durch komplexe
Themen gepfliigt haben, nur um zum Schluss ein ziemlich einfaches allgemeines Ergebnis zu erhalten (z.B. die
Boltzmann- oder Fermiverteilung). Wir nehmen das Ergebnis und verzichten auf die Herleitung.

’ Dafur integrieren wir aber noch ein paar andere Disziplinen, die dem "reinen” Physiker ziemlich gleichgiltig sind:

Okonomie. Es geht in der Ingenieurswissenschaft MaWi friiher oder spater immer um Geld. Bei der Solarenergie
ist die Richtschnur ausschlief3lich der Preis fur die mittels Solarzellen erzeugten kWh; ob dafur die neuesten und
tollsten "Nano"strukturen verwendet werden, oder die gute alte Si Standardsolarzelle ist fur den "Kunden" vollstandig
irrellevant.

Okologie. Versteht sich von selbst.

Ingenieurkultur und Technik. Man braucht nicht nur das Prinzip, man muss es wirklich machen. Dabei ist erlaubt
was funktioniert, auch wenn man nicht weif3 warum. Man nennt das dann Empirie.

Chemie, Elektrotechnik, (praktische) Informatik, und selbst eine Prise Jura (Patentrecht), gehéren selbstredend
auch noch dazu.

’ Alle Ingenieurswissenschaften waren mal mehr oder weniger Physik. Die Chemie ist nach 1920 im Prinzip Physik
geworden, bei der Biologie wird man sehen.

Falls der Abnabelungsprozess schon 100 Jahre her ist, wie bei der Elektrotechnik, ist das nicht mehr so stark im
Bewusstsein.

Der Abnabelungsprozess von "Materials Science and Engineering" (kann man nicht griffig Gibersetzen) liegt in
England und den USA ca. 30 Jahre zuriick; in Deutschland hat er viel spater begonnen (wenn man die klassische
Metallkunde mal auRen vor laft). Dies erklart sowohl die noch relativ grol3e Nahe der MaWi zur Physik / Chemie
als auch die vielen Physiker / Chemiker in Deutschland, die eigentlich MaWi betreiben.

Merke

* An ihren Produkten sollt ihr sie erkennen.
* Spatestens wenn jede oder jeder es kaufen kann, wurde es von
MaWis (und anderen Ing.) gemacht.
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1.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 1.1 "Grundlagen der Materialwissenschaft"

’ Materialwissenschaft ist: ) .
Materialwissenschaft
ist die Wissenschaft von den
Eigenschaften
der Materialien, den (physikalischen,

Eine Querschnittswissenschaft. Sie beruht vor allem auf Physik,
Chemie und Mathematik, hat aber auch starke 6konomische
und dkologische Komponenten.

chemischen,
Sie ist eine Ingenieurwissenschaft und ist anwendungs- und wirtschaftlichen oder sonstigen)
praxisorientiert Ursachen
Sie ist in ihrer Vorform Materialkunde so alt wie die Menschheit, dlesgr E|genscha}ﬁen, unfi damit der
. . . : wissenschaftlich begriindeten
denn die Beher_rschung von Materialien differenzierte den Materialauswahl.
Mensch vom Tier. Materialherstellung

und Materialanalyse

Sie ist eine Wissenschaft, seit es Quantentheorie und
fur technische Anwendungen.

statistische Thermodynamik (kurz: die moderne Physik) gibt.

’ Paradigmen der Materialwissenschatft sind:
Siegfrieds Schwert: Mechanische Eigenschaften und Geflige.

Moderne Energietechnik: Solarzellen, Brennstoffzelle,
Windmuhlenflugel.
Mikrochip: Halbleiterbeherrschung und Integrationstechnik.

Notebook: au3er Mikrochips noch "Liquid Crystal Display"
(LCD), Li-lonen-Akku, DVD-Datentrager, Laserdiode,

Schwingquarze, ...
?7?7?: Setzen Sie lhr Lieblingsprodukt ein.

Wir konzentrieren uns auf Festkorper, davon auf die Untermenge . .

. . . L . .. Zwischengitteratom
Kristalle (mit Defekten); damit decken wir einen grofR3en Teil der fir
die ET&IT wichtigen Materialien ab.

Halbleiter:

Si, GaAs, InP, GaP, GaN, Ge, ...
"CIS" (CulnSey), CdTe, ...

SnO, Zn0, ...

Metalle / Leiter

Cu, Al, Ag (Legierungen) fir "Drahte"

Au, W, Ta, ... fUr spezielle Bauelemente

Fe, Ni, Co (Legierungen); CosSm, Nd2 Fe14B , ... fur
"magnetische” Anwendungen. i ]
TaSi2 , NISIZ . fir ChIpS Korngrenzen Versetzung

Frem datom

Leerstelle

ITO ("Indium Tin Oxide") fuir durchsichtige Leiter (LCD,
Solarzelle, ..))

Keramiken :
Dielektrika, Ferroelektrika, Piezomaterialien, "Schwingquarze

etc.

’ Links zum Thema: Grundlagen der Materialwissenschaft

MaWwi |, Kapitel 1

Was heif3t und zu welchem Ende studiert man Materialwissenschaft?
Powerpoint-Prasentation zu MaWi allgemein

Magische Schwerter

Semiconductor Technology; Kapitel 1

Kristalle im Detail; Kapitel 3 MaWi |

Edelsteine und Kristalle
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1.2. Materialwissenschaft und ET&IT
1.2.1 MaWi und ET&IT-Produkte

’ Dieser Modul ist im wesentlichen direkt vom Hyperskript "Semiconductor Technology" fiir die MaWi-Bachelor
ubernommen

Diesen Modul kann man ignorieren; er ergénzt, was in Kapitel 1.1 bereits ausgefuhrt wurde.

General Remarks

’ Here we look at products containing semiconductor technology, i.e. small but essential part of eletrical engineering.
Analyzing this products leaves us with components and finally with materials and processes for semiconductor
technology - we run into materials science at its finest.

Products we define simply as something you and | do buy or at least could buy. We also include services in this
category.

Components are whatever one finds inside a product; e.g. "Chips", light emitting diodes (LED's), or liquid crystal
displays (LCD's)

At least some components of our products of interest are made from semiconductors . What we want to learn in
this course then is simply

* Which Semiconductors do we use?
* How do we make the component we want?

’ These questions go deeper then it may appear on first sight. Let's look at two examples:
’ So we use Si for our component “chip”. But just saying Silicon is not good enough.

Do we use single-crystalline Si, poly-crystalline Si or amorphous Si? Or perhaps nano-crystalline Si with some
amorphous regions?

If we use single crystalline Si, do we go for Czochralski-grown (CZ) single-crystals or for float zone (FZ) single-
crystals, or possibly just for an epitaxial layer?

OK - we take the CZ wafer. What doping type would you like? p - or n-type? All right, we take the n-type, well done
- thank you very much.

Sorry, we're not done yet. Would you prefer P-doping or As-doping? Or may we recommend today's special: Sb-
doping? And what kind of interstitial oxygen concentration may | offer to you? We have a large selection for every
taste.

You get the drift. And as in any good restaurant, you will "taste” the difference. What you get as a component
depends on your detailed specification.

’ Now let's make a solar cell. From Si or from something else?

In fact, we make (and you and | can buy it) solar cells from all kinds of Si mentioned above, but also from GaAs,
from CulnSey, from CdTe, from TiO2 and from a growing number of other semiconductors and combinations of
different semiconductors.

’ Why, oh why are we doing this? It seems to make life so complicated. Can't we decide on the best material and
process for solar cells and be done with it?
Well, being the boss of a large solar cell company, you actually must make this decision - you can not possible run
a multitude of factories, each with its own materials and processes; you must make a choice for one, or maybe just
two basic product lines.
The same is true for your competitor. If his choice is different from yours, the market will tel in good time, which one
of you guys made the better choice.
’ In other words: if we look at products, we do not just look at technical topics, we actually look at economical issues!
Money, not Nobel prizes is the decisive factor in the end!
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Products, Components and Materials

’ As a human being, you encounter all kinds of products and services all the time - and you rarely think about what is
hidden behind the obvious. You pick up your (cell)phone, dial a number or press a button, and expect that within
seconds you will be able to talk to the person of your choice - whoever and wherever that person might be.

If a regular human being gives the "behind the obvious" any thoughts, he or she will probably conclude, in the words
of Dave Barry, "that cell phones are operated by magic ".

As a (budding) Materials Scientist and Engineer, you know better. Behind the obvious is semiconductor technology.
Not exclusively, and not always, but "immer &fter" (ever more often).

’ Note that not all that long ago (for elderly professors) - in the 1950 ties - the number of semiconductor products was
exactly zero.

Now we have such a large diversity of products, components and semiconductors all around us that we can hardly
do more than scratch the surface in this course.

Markets and Growth

’ The very first semiconductor products intentionally made (i.e. based on understanding what is going on) hit the market in

the late fifties / early sixties of the 20th century - in the form of "transistors", a word not used for a transistor per se, but
for a transistor radio.

This was an unbelievable big product achievement, because, for the first time in human history it enabled everybody

to make a lot of noise in public - without any skills and exertion. Of course, the transistor radio was an instant
success.

A portable, battery-run "transistor" contained about 20 (Ge) transistors, already some progress in comparison to
your big and heavy home radio, that may have contained about 10 vacuum tubes as active elements.

’ Putting several transistors on one piece of Si, i.e. making an integrated circuit (IC), was the next big (double) step in
technological development; it consisted of switching to Si as base material and in finding ways for integration.
Since then semiconductor technology is an unprecedented success story - it is now (2007) arguably the world-wide
biggest industry with respect to product penetration.

’ The key word in this respect is "Moore's law", simply stating that any quantitative measure of progress in IC
technology grows exponentially “forever" with growth rates in the 30 % range.

Typical measures are, for example, the number of transistors on one chip, almost the same as the number of bits
one can store in one memory chip. What that looks like is shown in the figure below - note the logarithmic scale

" 1965 Actusl Data o G
10°{ WMOS Arrays AMOS Logic 1975 Actual Data
T2ing
10t 1975 Projection
& Memory
Microprogessor

T T T T T T T T T T T T T
1960 1985 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 200

Memories and micro processors

transistors
10,000,000,000
Dual-Core Intel* ltanium" 2 Processor

MOORE'S LAW Intel" Itanium* 2 Processar

Intel® ita nlum® Processor,

1,000,000,000

Inte Pentlum* 4 Processor, 100,000,000

Intef* Pentium® B Processor,
Intel* Pentiun®* 1 Processor, 10,000,000
Intei® Pentium” Processor
Intel486™ chessne‘/
1,000,000
Inte1366™ Processor
286,

100,000
8086

8080 10,000
8005,
4004 &

1,000
1970 1975 1980 1985 1990 1985 2000 2005 2010

Intel processors
Courtesy of Intel Corp.

’ The implications of exponential growth for by now more than 40 years are staggering - use the link if you want to have
just a flavor of this. We will just look at two points in this context:
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The world has changed in a major way in the last 20 years or so because of semiconductor technology. Think about

this yourself. Hint: Consider what hides behind catch words like "Internet”, "electronic warfare", "Resonance

tomography"”, "globalization", "energy crisis", ...., in technical, social and political terms.

Exponential growth never continues forever.In fact, since about 1985 serious people believed (or actually tried to
prove) that it will be over soon. When it will be over, meaning that growth rates come down to "normal” values of a
few perscent, all kinds of problems might occur - witness the bursting of the (stock market) "Internet bubble" in 2000
or the bursting of the USA real estate bubble right now (Aug. 2007) - all caused by the sudden end of exponential
growth. If we are lucky, we will have a "soft landing" in the IC business; if we are even luckier, the foreseeable slack
in the IC business will be compensated for by growth in other areas of semiconductor technology, e.g. solar cells.

’ Where does this leave you? If the 30% per year growth rate peters off, will there be jobs? Is it sensible to learn about

semiconductor technology now when it soon will be "over"?

For an answer, look at the German car industry. Seen with semiconductor industry eyes, technical progress in
making cars in the last 40 years or so was close to zero - compared to semiconductor products. A factor of two in
total performance progress (top speed, gas consumption, ..) in these 40 years is already seen as enormous
progress. Compare with memory chips: 1978: 16 kbit, 2007: 16 Gbit; improvement factor 106 .

Yes - but: The car industry is still the largest industrial branch in Germany with lots of jobs....
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1.2.2 Was wir lernen wollen

Das Umfeld

’ Was miissen Bachelor der Elektrotechnik und Informationstechnik iber Materialwissenschaft wissen? Das weil}
niemand so genau - Erfahrungswerte liegen noch nicht vor. Beim alten Diplomstudiengang gab es eine klare Vorgabe:
Alles was in den folgenden Hyerskripten steht:

e Einfuhrung in die Materialwissenschaft | (MaWi I)
e Einfuhrung in die Materialwissenschaft Il (MaWwi II)
» Electronic Materials (Elmat)

Das sind 8 SWS Vorlesungen und 3 SWS Ubungen. Dazu kam - je nach Vertiefungsrichtung - noch um die 6 SWS
"Halbleitertechnologie" und méglicherweise noch 3 SWS "Sensorik".

Fur Bachelor sind es jetzt 3 SWS Vorlesung und 2 SWS Ubungen. Einschrankungen gegeniiber dem alten Umfang
sind unvermeidlich

’ Um einen ersten Eindruck Uber den prinzipiellen Lernstoff zu geben, sind hier die Inhaltsverzeichnisse der obigen
Hyperskripte aufgefuhrt.

MaWwi | Mawi 1 Elmat
1. Einleitung 1. Einleitung 1. Introduction
2. Vom Atom zum Festkorper 2. Elektronen in Festkérpern 2. Conductors
3. Perfekte Kristalle 3. Struktur von Kristallen 3. Dielectrics
4. Reale Kristalle éa‘;g{;‘fdlsmes Potential und 4. Magnetic Materials

5. Thermodynamisches

Gleichgewicht 5. Halbleiter 5. General Silicon Technology
L 6. Halbleiterkontakte und 6. Materials and Processes for
6. Kinetik .
Bauelemente Silicon Technology

7. Mechanische Eigenschaften |

8. Plastische Verformung von
Kristallen

9. Amorphe Materialien

10. Materialalterung

’ Was davon ist nicht wirklich wichtig fir einen ET&IT Studierenden?

OK - wir streichen "Mechanische Eigenschaften" weitgehend. Dann noch "Materialalterung"”, obwohl das eigentlich
ein heiBes Thema der ET ist (Wie lange "leben" die derzeit nagelneuen OLED Fernseher?)

Wir werden Quantentheorie, Thermodynamik und Kinetik nur streifen, aber nicht ganz weglassen, und uns bei
"perfekten und realen Kristallen " stark einschréanken, &hnlich bei Elektronen in Festkorpern, Struktur von Kristallen
und periodisches Potential und Bander.

Wir werden diese Themen aber nicht ganz weglassen, denn ein gewisses Verstandnis der fundamentalen Prinzipien
ist uns wichtiger als eine reine Rezeptesammlung.

Beispiele zum Nachdenken

’ Wir betrachten ein beliebiges Produkt der Elektrotechnik und fragen uns was passiert wenn wir es nicht bei
Raumtemperatur betreiben, sondern bei sehr tiefen oder sehr hohen Temperaturen T.

Wir Ubergehen die trivialen Dinge, wie das Schmelzen von L6tzinn und stellen fest, dass ein gutes altes Rohrenradio
eigentlich auch bei Temperaturen T = 0 ©C #+ 200 °C noch laufen wiirde, wahren alle Produkte mit Halbleitern schon
langst vor Erreichen der Extremtemperaturen ihren Geist aufgegeben hatten. Warum? Weil Halbleiter in ihren
Eigenschaften im Grof3en und Ganzen exponentiell auf T reagieren, die altmodischen Materialien in der Regel aber
nur linear.

Warum ist das so? Weil wir hier das Wirken der Thermodynamik (zusammen mit einem wichtigen Prinzip der
Quantentheorie ) erleben. Wir kénnen moderne Produkte und Komponenten der ET nicht mal ansatzweise
verstehen, wenn wir diese beiden Fundamente der Materialwissenschaft komuplett weglassen.
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’ Ist ein flacher Bildschirm ein Produkt der ET? Wenn man diese Frage bejaht, hat man zumindest Teile der Optik in die
ET integriert.

Ist eine LED, eine "light emitting diode" ein Produkt der ET? Wenn man diese Frage bejaht...

Gehoren "Lichtleitfasern " oder optische Kommunikation ganz allgemein, zur ET&IT? Wenn man diese Frage
bejaht...

’ Was verknlpft Optik (gekennzeichnet durch Materialien mit einem Brechungsindex n) mit Mawi und ET?

Ganz schlicht die Beziehung n(w) = [€r(w) ]”2 mit € = "Dielektrizitats"konstante" des Materials. Wir haben schon
bertcksichtigt, dass €y nicht wirklich konstant ist, sondern eine Funktion der (Kreis) Frequenz w des elektrischen
Feldes, das auf's Material einwirkt.

Nehmen wir noch dazu, dass €r (w) = €'r(w ) + i€"(w) eine komplexe Funktion ist, die dann " dielektrische
Funktion " heif3t, enthalt € y (w) alles was man tber das Verhalten des Materials in elektrischen Feldern jeder
Frequenz (also auch fiir Licht; w im 101° Hz Bereich) wissen muss.

Die Frage ist natirlich: Kénnen wir die dielektrische Funktion fiir ein gegebenes Material ausrechnen oder
zumindest Grundsatzliches dazu aussagen? Die Antwort ist: Wir kbnnen - aber nur wenn wir erstmal sehr
grundsatzlich den atomaren Aufbau der Materie anschauen.

’ Ist die Solarik, die Erzeugung elektrischer Energie, Teil der ET?

Wenn man diese Frage bejaht, hat man nicht nur (wie bei Chips und LED's) die Halbleiterphysik, -technologie und -
produktion (also die Halbleiter MaWi) in die ET intergriert, sondern auch die Thematik "Wie produziere ich > 1 m?2/
min Solarzellen zu geringen Kosten?

Neuartige Prozesse und Materialien ("CIS", CdTe, ...) tauchen auf. Warum? Wieso ist man nicht mit Si und den
bekannte Technologien zufrieden?

Die Antwort flihrt uns zurtick auf den allerersten Modul. Wir brauchen sehr spezielle Eigenschaften der
Solarhalbleiter, die das Grundmaterial zwar haben kdnnte, aber nicht unbedingt hat. Es geht darum, die
notwendigen Eigenschaften billig herzustellen.
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1.2.3 Wie wir lernen wollen

Wie wird der Stoff gelernt? Das ist dem Professor eigentlich egal. Jede und jeder kann das nach ihrer oder seiner Weise
tun. Man kann sich aber auch helfen lassen.
Denn das Sprichwort weil3: Steter Tropfen hohlt den Stein, und: Einmal ist keinmal. Jeder der schon mal gelehrt
oder gelernt hat kann das nachvollziehen. Neue und vor allem abstrakte Dinge versteht man friihestens beim 2. Mal
(und die Quantentheorie eher noch spéter).

Es gibt aber kein offizielles 2. Mal fur ET&IT Studierende.

Deshalb werden in dieser Vorlesung die
wesentlichen Punkte
mehrfach auftauchen.

Erstmal vielleicht mla nur so nebenbei. In einem spaterern Kapitel dann griindlich, und noch spater moglicherweise
noch ein drittes Mal in einem etwas anderen Zusammenhang.

Das mag dem eher linear denkenden ET&IT Studie etwas chaotisch erscheinen, aber der Wahnsinn hat System:
Man nennt es Entropie = MalR fir Unordnung; und etwas Unordnung macht das Leben leichter - sagt der 2.
Haupsatz der Thermodynamik, den wir jetzt schon mal ganz beilaufig angesprochen haben.

’ Konkrete Lernhilfen sind:
Besuch der Vorlesung und aktive Mitarbeit (z. B. Fragen stellen / Fragen beantworten). Insbesondere aber irgendwie

mitschreiben und aus den Notizen spéater selbst ein ordentliches "Skript" machen. Wer erwartet, dass reines
Abschreiben dessen was auf der Tafel steht ein koharentes Skript ergibt, ist an einer Universitat fehl am Platz.

Besuch der Ubungen und aktive Mitarbeit. Im Zweifel wichtiger als Besuch der Vorlesung; bringt aber nur was, wenn
man halbwegs vorbereitet ist.

Eigenstandiges Erarbeiten des Stoffes. Muss man selbst dann tun, wenn man Vorlesungen und Ubungen
"abgesessen" hat. Dazu gibt es dieses Hyperskript und die vielen Querverweise dazu. Man kann sich aber auch
eines oder mehrere der empfohlenen Biicher besorgen.

’ Wer Hyperskripte benutzen will tut gut daran, sich die Regeln anzuschauen:

Hervorhebungen im Text haben alle eine bestimmte Bedeutung

Schwarz und fett: Worter die "Index" = Stichwortverzeichnis auftauchen.

Rot, kursiv und fett : Wéorter, die im "Dictionary” oder im Englisch - Deutsch
Worterbuch auftauchen; i.d.R. nur bei englische Hyperskripten aktiviert.
Ubersetzung wird eingeblendet falls der Kursor auf das Wort zeigt.

Rot und fett: Namen die im Namensverzeichnis auftauchen

Rot und kursiv: Betonung, Heraushebung eines Schlusselwortes.

Blau (und oft kursiv): Redaktionelle Hinweise (z. B. zur Schreibweise von Formeln).

Inhaltsmatrix : das komplette Verzeichnis aller Module in allen 5 Strangen. Hier findet mans alles, ohne ggf. die
Links suchen zu mussen.

Ebenen und Strange : Es gibt drei Hauptebenen: Basics - was man eigentlich schon wissen sollte; Riickgrat - der
Stoff der zu lernen ist, und "Advanced" - weiterfiihrende Themen. Die Riickgratebene hat vier getrennter Strénge:
Riickgrat 1 = Kernstoff, Riickgrat 2 = Zustatzstoff, "lllustrations" = zusétzliche Bilder, Graphiken etc., und Ubungen.

Automatisch erstellte Listen mit Zugriff Uber Menu:

* Indexliste = Stichwortverzeicnis

* Namen = Namensverzeichnis

* Abklrzungen = Abkirzungsverzeichnis

* (Dictionary = Englisch - Deutsch Worterbuch fir schwierigere Begriffe)

’ Wichtig ist noch "Laufendes Semester" im Menu

Hier finden sich Termine. Raume, Modalititen (z.B. zu Ubungen / Priifungen), Neuigkeiten, etc.
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1.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 1.2 "Materialwissenschaft und ET&IT "

’ Fur dieses Unterkapitel gentigt ein . . .
Merkpunkt: Ohne Materialwissenschaft gabe es

nicht viel Elektrotechnik und
gar keine Elektronik / Informationstechnik
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1.3 Zusammenfassungen zu Kapitel 1

1.3.1 Merkpunkte zu Kapitel 1 "Einleitung"

’ Im Grunde geniigt ein Merkpunkt:
Ohne Materialwissenschaft gabe es

Ein paar weitere kdnnen aber nicht schaden:

¥ Materialwissenschaft ist

Eine Querschnittswissenschaft. Sie beruht vor allem auf Physik,
Chemie und Mathematik, hat aber auch starke 6konomische
und 6kologische Komponenten.

Sie ist eine Ingenieurwissenschaft und ist anwendungs- und
praxisorientiert

Sie ist in ihrer Vorform Materialkunde so alt wie die Menschheit,
denn die Beherrschung von Materialien differenzierte den
Mensch vom Tier.

nicht viel Elektrotechnik und
gar keine Elektronik /
Informationstechnik

Materialwissenschaft
ist die Wissenschaft von den
Eigenschaften
der Materialien, den (physikalischen,
chemischen,
wirtschaftlichen oder sonstigen)
Ursachen
dieser Eigenschaften, und damit der
wissenschaftlich begriindeten
Materialauswabhl,
Materialherstellung

und Materialanalyse

Sie ist eine Wissenschaft seit es Quantentheorie und
fur technische Anwendungen.

statistische Thermodynamik, kurz die moderne Physik gibt.

’ Paradigmen der Materielwissenschaft sind
Siegfrieds Schwert - mechanische Eigenschaften und Geflige.

ModerneEnergietechnik: Solarzellen, Brennstoffzelle,
Windmihlenfligel
Mikrochip - Halbleiterbeherrschung und Integration

Notebook - AulRer Mikrochips noch "Liquid Crystal Display"
(LCD ) Li-lonen Akku, DVD Datentrager, Laserdiode,

Schwingquarze, ...
??? |hr Lieblingsprodukt.

Wir konzentrieren uns auf Festkorper; Untermenge Kristalle (mit
Defekten), und decken damit einen groRen Teil der fiir die ET&IT
wichtigen Materialien ab.

Halbleiter:

Si, GaAs, InP, GaP, GaN, Ge, ...
"CIS" (CulnSey), CdTe, ...

Sn0O, ZnoO, ...

Metalle / Leiter

Cu, Al, Ag (Legierungen) fur "Dréhte"

Au, W, Ta, ... fur spezielle Bauelemente

Fe, Ni, Co (Legierungen); CosSm, Nd2 Fe14B , ... fur
"magnetische"” Anwendungen.

TaSiy , NiSip, .. fur Chips

Zwischengitteratom

Fremdatom

Leerstelle

Korngrenzen Versetzung

ITO (Indium -Tin-Oxide") fur durchsichtige Leiter (LCD,
Solarzelle, ...)

Keramiken :
Dielektrika, Ferroelektrika, Piezomaterialien, "Schwingquarze"

etc.

’ Links zum Thema: Grundlagen der Materialwissenschaft

MaWi |, Kapitel 1
Was heif3t und zu welchem Ende studiert man Materialwissenschaft?

Powerpoint-Prasentation zu MaWi allgemein
MaWi fuer ET&IT - Script - Page 16



https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_1/backbone/r1.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/artikel/vorwort/text/text1.html

Magische Schwerter

Semiconductor Technology; Kapitel 1
Kristalle im Detail; Kapitel 3 MaWi |
Edelsteine und Kristalle
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1.3.2 Was man wissen muss

’ Fur die Prifung muss man eigentlich fast gar nichts aus diesem Kapitel wissen.

Wer sich aber als ET&IT-Ingenieur selbst ernst nimmt, sollte aber am Ende der Vorlesung im Bereich des
Allgemeinwissens die folgenden Stichworte schon irgendwie einordnen kénnen; auch so ungefahr historisch und in
Bezug auf ihre Bedeutung (gemessen in Umsatz).

¥ Halbleiter

* Chips: Hauptmaterial; seit wann? Wieviel Transistoren pro Chip heute/vor 20 Jahren? Was kam vor Chips? (Seit
wann gibt es Radio, Fernsehen?)

* Halbleiterprodukte: Was macht man noch aus Halbleitern? Seit wann? Wo geht's hin?

* Wichtige Halbleitermaterialien? Hauptverwendungszweck?

’ Produkte

* Flache Bildschirme: Arten und Funktionsprinzip? Warum sind es relativ junge Produkte? Was war vorher?
Schlusselmaterialien / Technologien?

* Solarzellen: Materialien, Prinzipien, Grenzen und Probleme, Potential?

* Speicher: Prinzipien und Materialien, Entwicklung, Besonderheiten? (Hinweis: Nobelpreis 2008).

* usw.

’ Hier noch ein paar "einfache" Fragen. Antworten finden sich ggf im Laufe der Vorlesungen

Fragebogen
Einfache Fragen zu 1
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2. Bindungen und einige Eigenschaften der Festkorper

2.1 Bindungspotentiale und erste Eigenschaften

2.1.1 Das Bindungspotential

2.1.2 Bindungspotentiale, Federn und Elastizitatsmodul

2.1.3 Bindungspotentiale und weitere Eigenschaften

2.1.4 Vom Bindungspotential zum Kristall

2.1.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.1 "Bindungspotentiale und erste Eigenschaften"

2.2 Bindungstypen und Eigenschaften

2.2.1 Die lonenbindung

2.2.2 Die kovalente Bindung

2.2.3 Die Metallbindung

2.2.4 Sekundare Bindung und Verallgemeinerung

2.2.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.2 "Bindungstypen und Eigenschaften"

2.3 Essenz der Quantentheorie

2.3.1 Bindungszusténde fir Elektronen und Folgerungen

2.3.2 Wellenfunktion und Schrédingergleichung

2.3.3 Zustande, Wellen, Energie und Impuls

2.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 2.3 "Essenz der Quantentheorie"

2.4.1 Das Atom und seine Elektronenhille

2.5 Zusammenfassungen zu Kapitel 2

2.5.1 Merkpunkte zu Kapitel 2 "Bindungen und einige Eigenschaften der Festkdrper"

2.5.2 Was man wissen muss
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2. Bindungen und einige Eigenschaften der Festkorper

2.1 Bindungspotentiale und erste Eigenschaften
2.1.1 Das Bindungspotential

Bindungspotentiale verstehen

’ Wir steigen eine Hohe h die Treppe hoch und haben die potentielle Energie U=m - g - h gewonnen (g =
Erdbeschleuningung, m = Masse).

Genauer gesagt war es mechanische potentielle Energie; aul3ererdem haben wir ohne nachzudenken den
Nullpunkt der Hohenskala auf die Ausgangshéhe gelegt. Wir befinden uns jetzt auf dem Potentialniveau oder kurz
auf dem Potential U(h); man sagt auch, wir "haben" dieses Potential.

Der Zuwachs an Potential oder potentieller Energie kommt von einer Arbeitsleistung = Kraft (F) mal Weg (r), oder
genauer gesagt Integral Fdr (wobei hier die Kraft gemeint ist, die wir auf den Probekérper ausiiben, um ihn zu
bewegen). Nur wenn der Wert des Integrals vom Anfang zum Endpunkt vom Weg unabhangig ist, kbnnen wir von
einem Potential reden. Fir U=m - g - h gilt das — die potentielle Energie, die wir nach Bewaltigung des
Hohenunterschieds h gewonnen haben, hangt nicht davon ab, ob die Treppe steil oder flach ist, Kurven hat oder
gerade ist.

Unterliegt der Probekdrper einem gegebenen Kraftfeld F(r), ergibt sich die potentielle Energie als Integral tber —Fdr.
Warum das Minuszeichen? Weil die potentielle Energie zunimmt, wenn der betrachtete Probekérper entgegen der
auf ihn vom Kraftfeld ausgetbten Kraft verschoben wird! Damit ergibt sich fur eine Verschiebung in einem
radialsymmetrischen Zentralkraftfeld (wo also der Betrag der Kraft nur vom Abstand zum Koordinatenursprung
abhangt und die Kraft zum/vom Koordinatenursprung radial hin/weg gerichtet ist), die bei rg beginnt und bei rn endet
(wobei rp = rg + h), die zugehdrige potentielle Energie aus dem Integral

h
uch) = — J F(r) - dr.

Dieser Link erklart das préazise und mathematisch (und dreidimensional). Man kann sich das anschauen, muf3 aber
nicht.

Jeder und jedem ist hoffentlich klar, dal? die Formel U = m - g - h sich nicht direkt aus obigem Integral ergibt (die
Gravitationskraft ist ja proportional zu (m 1-m2)/r2), sondern nur eine N&herung fiir kleine h darstellt. Wem das nicht
klar ist, der sollte unbedingt die erste Aufgabe der einfachen Fragen machen.

’ Wenn wir ein bi3chen verallgemeinern, haben wir gegen die von der Gravitation stammenden Bindungskrafte zwischen
der Erde und einem Menschen, uns ein biBchen weiter vom Bindungspartner "Erde" entfernt. Der "Bindungsabstand" hat
sich vergrofert.

Die von der Gravitation herriihrende Bindungskraft mdchte uns eigentlich zum Erdmittelpunkt ziehen. Wir kdmen
erst zur Ruhe wenn die Schwerpunkte der beiden Kérper den Abstand Null haben. Das klappt aber nicht, denn
sobald wir auf dem "Boden" stehen verhindert eine sehr starke abstoRende Kraft, die bei einem bestimmten
Abstand rg zwischen Erdmittelpunkt und Massenschwerpunkt exakt gleich groR3 ist wie die anziehende
Gravitationskraft, dafd wir weiter Richtung Erdmittelpunkt fallen

Zwischen den beiden Korpern Erde—Studierender stellt sich der Gleichgewichtsabstand rg = rgrde + r'studi = rErde
ein; die Summe aus den "Radien" der beiden Partner.

Wollen wir den Abstand um ein — Ar verringern, missen wir, wie unten gezeigt, erheblich mehr Arbeit investieren im
Vergleich zu einem + A r = h im obigen Beispiel.
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Um dem Geheimnis des Bindungs-
potentials auf den Grund zu Nichts! Hau
kommen, machen die normannischen

; , 2
Gelehrten wiederholte Experimente ... wetter:2ul DerSchmerz, \

nimmt zwar zu, aber [
8, die Erkenntnis bleibt 44

Aus "Asterix und die Normannen", Copyright Dargaud S.A. und EHAPA Verlag

’ Wir betrachten jetzt ein NaCl-Molekul; die Bindungspartner sind jetzt die Atome oder besser lonen. Das Na-Atom hat
sein Uberschissiges Elektron dem Cl-Atom libergeben, das gerne eins mehr hatte; beide liegen jetzt als Na*- und CI--
lonen vor.

Zwischen den lonen wirkt jetzt nicht nur die (vollstéandig vernachlassigbare) Gravitation, sondern die anziehende
Coulombkraft als die Bindungskraft, die das Molekil zusammenhalt.

Aber auch hier fallen die Zentren oder Ladungsschwerpunkte der lonen nicht aufeinander, sondern arrangieren
sich ebenfalls in einem Gleichgewichtsabstand rg = r1 + rp; die rj sind die jeweiligen lonenradien, die jetzt aber
ungefahr gleich grof3 sind.

st

EY=1E

Elektrostat

Anziehung
Na* Ton CI Ton

o

NaCl Molel:il

Wollen wir die beiden lonen auseinanderbringen, d.h. den Abstand r = « einstellen, missen wir dazu die Arbeit Uy
leisten; es gilt (mit gj = Ladung des lons i, e = Elementarladung = 1,602 - 10-1° C, €q = dielektrische
Suszeptibilitat des Vakuums = 8,854 - 1012 As/Vm):

* lg1-q2 e?
Up= | ———— -dr =

b AT €0-r? 41T €010

Wir haben damit die gesamte Arbeit ausgerechnet, die man braucht, um die beiden lonen gegen die Coulombkraft
vollstandig zu trennen.

’ Wer auch nur das geringste Problem mit dieser Gleichung hat, tut gut daran, die Fragen und Ubungen zu diesem Modul
sehr sorgféltig durchzuarbeiten. Wir konzentrieren uns in dieser Vorlesung auf das grundsatzliche Verstandnis und nicht
aufs "Rechnen".

Zur potentiellen Energie bzw. zum Bindungspotential kommen wir, wenn wir das Integral fur einen beliebigen
Abstand r > rg ausrechnen (das ist dann die zu leistende Arbeit, um den Abstand von rg auf r zu erhdhen).
Allerdings ist die Wahl des Nullpunktes der Energieskala frei, und gewonlich wird bei den anziehenden
Coulombkréaften die Null ins Unendliche gelegt. Im Gleichgewichtsabstand rg betragt damit die potentielle Energie
—Uw . Zeichnen wir einen schematischen Graphen, sieht das so aus wie im Bild unten links gezeigt.
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n Abstand »

Anziehendes
Anziehendes Coulombpotential

Anziehendes
Coulombpotential

und zugehorige Kraft und abstol3endes

Potential

Coulombpotential

’ Jetzt betrachten wir mal das inverse Problem: Der Potentialverlauf zwischen zwei wechselwirkenden Kérpern sei von
Gott oder seinem Stellvertreter auf Erden (fir Studis ist das der Professor oder die Professorin) gegeben, wie in der
Kurve im obigen Bild links. Wir interessieren uns jetzt fir die zugehérige Kraft F zwischen den Kérpern.

Wie das geht, sollte klar sein; wir haben

eindimensional: dreidimensional
' (Unterstrich = Vektorsymbol):
du(r)
F=— FE =— gradlUu®n] = - VYuQ@
dr
in Komponenten also
ou ou ou
FX:—_, Fy:—_, FZ:__
0 x oy 0z

Im rechten und unteren Teil der Gleichung sind wir dreidimensional geworden, dazu haben wir F und r als Vektoren
geschrieben (das geht in simplem HTML nur mit Unterstrich).

Die geschweift geschriebenen Buchstaben "0" bezeichnen partielle Ableitungen, sind aber ganz analog zu den
gewohnten Ableitungen zu verstehen, die mit "d" notiert werden. Partielle Ableitungen werden bei Funktionen
mehrerer Variabler benétigt, weil man solche Funktionen nach jeder Variable einzeln ableiten kann. Bei der
Berechnung einer partiellen Ableitung sind alle Gbrigen Variablen (alle auRer der, nach der abgeleitet werden soll)
als Parameter mit festen Werten zu behandeln. Alles, was man tber gewohnliche Ableitungen gelernt hat, gilt somit
auch fur partielle Ableitungen — blof3 gibt es "die Ableitung" einer Funktion mehrerer Variabler nicht (logisch!).

Weil die partiellen Ableitungen bei Ortskoordinaten haufig im "Dreierpack” auftreten (wie z. B. oben fir die drei
Komponenten der Kraft E als partielle Ableitungen des Potentials hingeschrieben), wird so ein Dreierpack in

Vektorform haufig mit dem Symbol V (genannt "Nabla-Operator") abgekirzt.

Sehr salopp und sehr pragmatisch formuliert, ist der Nabla-Operator einfach der (Spalten-)Vektor der partiellen
Ableitungsoperatoren nach den drei Ortskoordinaten. Mathematisch gesehen, ist diese Aussage Unfug, denn als
Operator kann er kein normaler Vektor sein (logisch; vielmehr ist er ein Element des sog. Tangentialraumes — aber
halt, das ist Differentialgeometrie und damit hier nicht dran). Sie trifft aber den Kern, wenn es um den
rechentechnischen Alltag geht: Wenn man Nabla auf eine skalare Funktion der drei Variablen x, y und z
losgelassen hat, kommt ein normaler Vektor dabei heraus. Dieser Vektor ist dann der Gradient der betreffenden
skalaren Funktion.

Ausblick: Man kann den Nabla-Operator auch auf eine vektorielle Funktion der drei Variablen x, y und z loslassen (=
Vektorfeld), und zwar im Skalarprodukt (dann erhalt man die Divergenz des Vektorfeldes) oder im Kreuzprodukt
(dann erhalt man die Rotation des Vektorfeldes); aber das bendétigen wir erst spater. AuBerdem kann man das
Skalarprodukt zwischen zwei Nabla-Operatoren bilden, auf diese Weise erhalt man den (skalaren) Operator der
Summe der zweiten partiellen Ableitungen nach den drei Ortskoordinaten, auch als Laplace-Operator bekannt;
das wird uns in Kirze begegnen. (Der Laplace-Operator liefert sozusagen die Divergenz des Gradienten einer
Funktion.)

’ Wenn man also eine Potentialkurve hat wie im Bild oben links gegeben, kann man durch (graphisches) Differenzieren
sofort eine Kraftkurve (schematisch) einzeichnen; das ist im mittleren Bild gezeigt.
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’ Wir betrachten jetzt den Fall, daR die beiden lonen sich wieder liebhaben und méglichst dicht aufeinander hangen
wollen.

Das geht aber nicht so einfach. Kommen sie sich zu nahe, beginnt eine sehr stark abstol3ende Kraft zu wirken, die
mit betragsméanig gréRer werdendem Ar zu kleineren Abstanden hin erfahrungsgemaf sehr schnell (= mit hoher
Potenz von Ar) goRer wird. Man kann zwei Koérper = 2 Atome nicht ineinanderschieben!

Diese abstoRende Kraft ist Ubrigens dieselbe, die die Gravitation daran hindert, uns zum Erdmittelpunkt zu ziehen.

’ Wie lautet die Formel fur die abstoRende Kraft, mit der wir dann das Abstol3ungspotential berechnen kénnen? Die
Antwort auf diese Frage ist symptomatisch fiir die Materialwissenschatft:

Es gibt oft keine einfachen Formeln fir einfache Tatbestande.
Aber:
Es gibt manchmal sehr einfache Formeln oder Graphiken fir sehr
komplexe Situationen.

Zur Berechnung der abstoRenden Kraft zwischen Atomen bzw. lonen braucht man die Quantentheorie. Es gibt
dann i.d.R. keine einfachen Formeln mehr, oft gibt es Uberhaupt keine "hinschreibbaren” (= analytischen) Formeln
mehr. Das heif3t aber nicht, daf’ die zugrundeliegenden Phanomene an sich schwierig sind!

’ Wir behelfen uns hier schlicht damit, daf3 wir das abstoRende Potential so hinzeichnen, wie es ungefahr aussehen
muf3. Das ist im rechten Teil des obigen Bildes getan.

Die Kraftkurve dazu denken wir uns (bzw. machen das in der Ubung); damit werden auch die Vorzeichen klar.
’ Jetzt kommt der entscheidende Schritt: Potentiale darf man einfach (vorzeichenrichtig) addieren, da sie vom Weg

unabhangig sind. Wir tun das mal (und zwar graphisch) und bekommen fiir das gesamte Bindungspotential von Na*-Cl—
(und qualitativ auch fur jedes andere lonenpaar) die unten gezeigte Kurve.

U

AbstoBendes
Potential

u
1o Abstand »

=ty +— Gesamtpotential

Bindungspotentialkurve fur lonen

’ Wir haben eine Potentialkurve mit einem Minimum der betragsmafigen Tiefe Ug bei rp. In einem solchen Fall reden wir
immer von einem Potentialtopf!

Im Gleichgewichtsabstand rg ist das Potential negativ: U(rg) = —Up. Wie bereits oben besprochen, ist folglich die
Arbeit Ug aufzubringen, um die lonen voneinander zu trennen (Abstand auf "unendlich" erhéhen).

Wir kdnnen daher U g, den betragsméafRigen Wert des Bindungspotentials im Minimum, mit Fug und Recht auch die
Bindungsenergie der lonen nennen. (Nochmal: U(rg) ist negativ; Bindungsenergien gibt man aber als positive Zahl
an.)

Up ist allerdings noch nicht die Bindungsenergie des NaCl-Molekuls. Warum? Darilber sollte man erst mal selbst
nachdenken.

Bindungspotentiale verallgemeinert
’ Wir machen jetzt eine leicht zu verstehende Verallgemeinerung mit weitreichenden Folgen.

’ 1. Wir nehmen viele lonen in einer Flache und nicht nur zwei wie oben. Falls NaCl eine atomare Schicht bilden wiirde,
sahe das z.B. (halbwegs mafistabsgetreu) wie folgt aus:
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Mafstabsrichtige NaCl-Schicht

Wenn wir jetzt fir das zentrale Na*-lon die Arbeit ausrechnen, um es (nach "oben") zu entfernen, addieren wir
"einfach" alle Coulombkrafte auf, und zwar als Funktion des jeweiligen Abstandes (durch die Kreise markiert).

Wir haben eine Folge von anziehenden und abstoRenden Kréften. Falls wir den zweidimensionalen Kristall gleich
ins Unendliche ausdehnen (schwierig zu zeichnen), bekommen wir eine unendliche Reihe, die aufzusummieren
ware. Das ist mathematisch sehr anspruchsvoll, aber es geht.

’ Wir erhalten ein Potential, das graphisch genauso aussieht wie das im entsprechenden Bild fiir zwei lonen gezeigte. Nur
die Zahlen an den Achsen wiirden sich etwas andern. Da wir schlauerweise keine eingezeichnet haben, andert sich erst
mal gar nichts.

’ 2. Wir gehen einen Schritt weiter: Wir nehmen viele lonen, aber jetzt sogar dreidimensional angeordnet — halt den realen
NaCl-Kristall.

Es ist jetzt nicht so klar, wie wir ein lon entfernen. Darliber brauchen wir uns aber keine Sorgen zu machen, denn
das zugehdrige Potential ist vom Weg unabhangig.

Die Berechnung ware &hnlich wie oben, nur wird die unendliche Folge von abstoRenden und anziehenden Kréaften,
Uber die zu integrieren ist, noch komplizierter; mehr dazu im Link .

Wir brauchen das aber gar nicht selber zu tun — Herr Madelung (und viele nach ihm) haben es schon fiir uns getan.
Das Ergebnis ist trotz sehr trickreicher Mathematik verbliffend einfach:

Coulombpotential fur ein () = o
lon des Na*-Cl—-Molekiils -

Coulombpotential fur ein

lon des Na*-Cl--Kristalls Vo= - am—

Ir|

’ Die Konstante A' ist uns von der Ubung her bekannt (??), der Faktor & \ heiRt Madelungkonstante.

Der exakte Wert der Madelungkonstanten hangt natirlich von den lonensorten und den damit verknlpften
Bindungslangen sowie der dreidimensionalen Anordnung ab. Fur Na* -Cl~ haben wir zum Beispiel oy = 1,748. Im
allgemeinen Fall liegt die Madelungkonstante zwischen ca. 1,5 und 4,5; genaue Werte gibt's im Link.

Das bedeutet erst mal, dal3 ein lon im Kristall o\p-mal fester gebunden ist als im Molekdl.

’ 3. Wir gehen noch einen Schritt weiter: Was uns fur das anziehende Potential recht war, gilt auch fir das abstoRende
Potential. Versuchen wir, ein lon in einem NaCl-Kristall dichter auf einen Nachbarn zu driicken, wird die abstof3ene Kraft
mit abnehmendem Abstand sehr schnell anwachsen; das zugehdrige "abstoRende" Potential Uap sieht schematisch
aber nicht anders aus als oben gezeigt.

Um eine halbwegs passende Formel zu haben, beschreiben wir es als Ugp = B/r™. Wir haben damit zwei weitere
Konstanten B und m eingefiihrt, Gber die wir noch nichts wissen, auler daf3 m >> 1 sein sollte.

Damit haben wir fur das Bindungspotential von Na* -Cl~ und damit auch fur alle anderen lonenbindungen die
(ungeféhre) Formel

B A’
Uoon(t) = — — am—
rm r

In dieser Allgemeinheit gilt das auRerdem nicht nur fiir Na*Cl—, sondern fur alle lonen in allen lonenkristallen.

’ Bevor wir weiter verallgemeinern, bleibt noch schnell die Frage zu klaren, warum wir betont haben, daf3 wir iber das
Bindungspotential von Na*-ClI~ reden und nicht tiber das von Kochsalz, NaCl.
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Einfach: Bevor wir Na* und CI— haben, miissen wir erst mal Na und Cl ionisieren . Das geht nicht ganz ohne
Energieaufwand. Zwar hat das Na-Atom ein Elektron "zuviel", und ein Cl-Atom hat ein Elektron "zu wenig", aber
einfach so wird weder das Na-Atom sein Uberschissiges Elektron hergeben noch das Cl-Atom eines anlagern. Die
enge Bindung zwischen Atomen X und Y beginnt sozusagen mit einem Flirt, in dem erst mal eine kleine
Aufmerksamkeit (ein Elektron) tGberreicht wird. Nur wenn der prospektive Partner das Geschenk annimmt (= bindet),
geht's weiter.

Wir beschreiben die lonisierung deshalb durch die einfachen Beziehungen:

Na + 514eV & Nat + e

Cl - 36lev o ClIl- - e

Besser formuliert:

Cl— + 36lev & Cl + e

Gesamtbilanz

Na + Cl+ 1,43eV © Nat + ClI-—

’ Damit haben wir auch schon zwei Kennzahlen von Atomen kennengelernt:

’ 1. Die lonisierungsenergie | = Energie, die es braucht, um bei einem Atom X ein Elektron abzutrennen:
Xatom + | = X¥jon + €~
Nebenbei haben wir noch unsere Hauptmalfeinheit fir Energien definiert: das Elektronenvolt (Symbol: eV). Dazu
machen wir eine extrem einfache schnelle Ubung:

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.1-4

’ 2. Die Elektronenaffinitat A, definiert nach X—jon + A = Xatom + €. Man kann das als Energie sehen, die frei wird,
wenn ein neutrales Atom ein Elektron bindet, oder als die "lonisierungsenergie" (die Abtrennenergie) fir das negativ
geladene lon.

Hier treffen wir auch zum ersten Mal auf den @ 1. Hauptsatz der Materialwissenschaft @:

Mit Gewalt kann man alles
kaputtmachen

Man kann mit Gewalt — d.h. mit hinreichend viel Energie, die zur lonisierung eingesetzt wird — jedem Atom ein
Elektron wegnehmen. Man kann aber Atome, die kein zusatzliches Elektron haben méchten, nicht zwingen, eines
zu binden.

In anderen Worten: Die lonisierungsenergie ist immer eine positive Zahl; die Elektronenaffinitat kann in Prinzip aber
auch negativ werden. Das wirde bedeuten, dal’ man Energie gewinnt (und nicht hineinstecken muf3), um einem
negativ geladenen lon sein Elektron wegzunehmen, oder schlicht, da3 das Elektron sofort "von allein abfallt". Da es
dann keine negativ geladenen lonen geben kann, ist die Angabe einer Elektronenaffinitat in diesen Fallen (z. B. flr
alle Alkali- und Erdalkali-Elemente [warum???]) sinnlos. Mehr dazu in diesem Link.

’ Von dem Bindungspotential Ug der lonen, wie oben angegeben, missen wir also noch die Bilanz der Energien
abziehen, die man zunéchst braucht, um aus den Atomen lonen zu machen.
Das verschiebt aber nur den Nullpunkt der entsprechenden Potentialkurven — den wir schlauerweise nirgendwo
eingezeichnet haben. Auch die Formel kdnnen wir beibehalten, solange wir keine Zahlenwerte angeben.
Damit haben wir "eigentlich” die Bindung reiner lonenkristalle schon abgehandelt. Wir werden uns das aber noch ein
biRchen néher ansehen. Vorher machen wir allerdings erst noch den nachsten Schritt in Richtung
Verallgemeinerung:
’ 4. Was fir die Anziehung, also die Bindungskrafte, zwischen zwei lonen gilt, a3t sich jetzt auf jeden Typ von Bindung
verallgemeinern.
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Was immer die Anziehung bewirkt und zur Bindung fiihrt — z. B. fir die Cl-Atome im Cl>-Gas —, hat ein Potential
Uan, das mit kleiner werdendem Abstand "runter"geht, also schematisch immer noch wie im Bild oben links
aussieht. Solche Kurven kann man in Naherung immer durch einen Ausdruck in der Form Ugn = —A/r" beschreiben,
mit n = 1 fiir lonen und n irgendeine Zahl > 1 fir andere Bindungen. Die Madelungkonstante steckt im Zweifel in der
Konstanten A (jetzt ohne Strich).

Damit haben wir ein ganz allgemeines Bindungspotential Ugindg definiert:

A B
+
UBindg = -
rn rm
. abstoRRend
anziehend
U [eV]
1EC)
i " r [4]
0 1 1 1 1 1 1 1 1
T i

’ Cui bono — wem nitzt's? Nun, wie wir sehen werden, haben wir mit dem allgemeinen Bindungspotential eine Menge
erreicht:

1.

2.

Wir haben einige wesentliche Eigenschaften der Kristalle (wenn nicht gar aller fester Stoffe), die wir im weiteren
Verlauf kennenlernen werden, damit im Grunde schon "erschlagen".

Wir haben einen guten Grund, uns jetzt schon nach der Rolle der Temperatur T zu fragen (die bisher gar nicht
vorkam), und dabei einige erste Antworten zu finden.

Wir haben den Schlussel zur Struktur der Festkdrper (Kristall, welcher Kristalltyp?, ...).

Wir haben einen generellen Ansatz zur Behandlung materialwissenschaftlicher Fragen gefunden, der ausbauféahig
sein wird.

Wir haben gleich zu Beginn verstanden, daf} es um's Prinzip geht, und daf3 trotz komplizierter Mathematik
einfache Ergebnisse herauskommen kénnen.

’ Diese Punkte werden wir im folgenden aufgreifen und vertiefen.

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.1

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.1
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2.1.2 Bindungspotentiale, Federn und Elastizitatsmodul

Potential einer Feder und Federkonstante

’ Wir beginnen diesen Modul mit einer Aufgabe zu einer idealen Feder, die man unbedingt machen, aber auf jeden Fall
ansehen und nachvollziehen sollte (Lésung vorhanden)!

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.1-1

Dann schauen wir uns mal einen simplen Versuch an: Wir ziehen eine Feder lang. Wir nehmen aber keine Sprungfeder
(technisch korrekt: Schraubenfeder), sondern der Einfachheit halber nur einen zylindrischen Draht.
Falls wir eine Sprungfeder nehmen wirden, hatte die Feder eine Lange Iged, der Draht, aus dem sie gewickelt ist,
aber eine viel grof3ere Lange Ipra. Zieht man die Feder um ein Algeq lang, verlangert sich der Draht selbst nur um
Alpra = Alged - (Ired / Ipra); @auBerdem wird er auch noch tordiert (= verdrillt).

Das ist uns zu kompliziert, wir ziehen deshalb gleich an einem geraden Draht der Ausgangsléange lo.

Je nach angelegter Kraft F wird der Draht um ein Al langer werden, und wir kdnnen eine "Federkonstante” kpeq = F/
Al definieren. Wenn wir einen dickeren oder kiirzeren Draht aus demselben Material nehmen oder den Draht jetzt
wickeln, resultieren jeweils andere "Federkonstanten”.

’ Das Verhalten des Materials gegeniiber mechanischer Belastung ist aber eine Materialeigenschaft, die man
sinnvollerweise mit einer einzigen Zahl beschreibt. Dazu missen wir uns von den Dimensionen unabhéngig machen und
zu spezifischen GroRRen tUbergehen; exakt so wie vom Widerstand eines Materials (gemessen in Q) zum spezifischen
Widerstand. (gemessen in Qcm).

Das machen wir zunachst durch zwei simple Definitionen anhand der unten schematisch dargestellten Geometrie
bei einem Zugversuch.

Nebenbei nehmen wir schon mal zur Kenntnis, dass der Zugversuch das paradigmatische Experiment zur
Bestimmung der "mechanischen" Eigenschaften aller Festkorper ist!

Spannung
o=FlA o
A
Ry
#
Bruch
I
Plastische
L
Dehnung I:l;(g:) ; Verformung
= (-0
Elastische
Werformung ;
» £
Bleibende Grofie Bruchdehnung
Verformung

’ Was man bei einem duktilen = plastisch verformbaren Material typischerweise findet ist in dem Spannungs-Dehnungs-
Diagramm rechts gezeigt. Nach einem rein elastischen Bereich kommt vor dem endgultigen Bruch noch ein duktiler
Bereich. Wir interessieren uns hier aber nur fir den elastischen Bereich.

E-Modul statt Federkonstante

’ Fir eine gegebene Kraft wird die Langenanderung Al bei einem "dicken" Kérper mit gro3er Querschnittsflaiche A kleiner
sein, als bei einem schlanken Koérper desselben Materials.
Um dieselbe Langenanderung Al zu erreichen mufd man offenbar dieselbe mechanische Spannung o anlegen,
d.h. dieselbe Kraft pro Flache. Damit ist mechanische Spannung definiert als

Wir werden zuklnftig immer o verwenden und bei mechanischen Problemen nicht mehr von Kréften sondern von
(mechanischen) Spannungen reden.
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Die Maleinheit fliir mechanische Spannungen ist das Pascal ; abgekirzt Pa. Ein Pascal ist definiert als
1 Pa = 1N/m2 = 1 Newton pro Quadratmeter.

Man konnte das naturlich mit der elektrischen Spannung verwechseln, aber aus dem Kontext ist auch ohne das
Adjektiv "mechanisch"” praktisch immer klar um was es geht.

’ Da auch ein langer Korper bei derselben Spannung eine gréRere Langenanderung zeigen wird als ein kurzer, ist es
zweckmaRig auch die Langenanderung so zu normieren, dald sie von der Ausgangslange des Probenkdrpers
unabhangig wird.

Dies wird durch die Definition der Dehnung € erreicht:

Al 1) -l 1(0)
e(o‘): —_— = = -1
I lo lo

[(0) ist dabei die jeweilige von der Spannung abhangige Lange; lg ist die Ausgangslange fir o = 0.
Die Dehnung hat in dieser Definition keine Mal3einheit, sie ist dimensionslos. Multipliziert man den Zahlenwert mit
100, hat man die Verlangerung des Korpers in Prozent %. ("%" ist Ubrigens keine MaReinheit!)

’ Damit laf3t sich fur Kérper mit konstantem Querschnitt verallgemeinern: Bei gleicher Spannung wird immer die gleiche
Dehnung auftreten, unabhéngig von den Dimensionen des Koérpers.

Gleiche Spannung produziert
gleiche Dehnung

Macht man einen realen Zugversuch, findet man im linearen elastischen Bereich eine eindeutige Beziehung
zwischen o und €, d.h. o = og(€).

Elastischer Bereich heil3t, daf fir jeden Wert von ¢ sich immer der gleiche Wert von € einstellt. Dies bedeutet
insbesondere, daf bei Wegnehmen der Spannung, der Kérper wieder seine urspriingliche Lange hat.

Dies muf3 nicht so sein; wer schon mal sein Auto gegen ein Hindernis gefahren hat weil3, daf3 es auch inelastische
oder plastische Dehnungen gibt - nach Wegnehmen der mechanischen Spannungen ist die alte Form nicht wieder
hergestellt! Im Link kann man einen GroRRversuch zu nichtelastischen Verformungen bewundern (inkl. Briiche und
Fliche).

Fur den elastischen Bereich einer o-€ -Kurve laf3t sich jedoch als Materialkonstante der (nicht "das")
Elastizitatsmodul E (kurz E-Modul) definieren als

de

’ Der E-Modul wird uns noch hinreichend beschéftigen. In Kiirze deshalb nur einige wichtige Punkte:

* Die MaReinheit des E-Moduls ist [N/m?] oder Pascal [Pa], d. h. sie ist identisch zu der MaReinheit der
Spannung.

» Werte liegen maximal um 103 GPa fiir sehr harte Materialien (Diamant, Keramik), um 102 GPa und darunter fiir
normale Metalle ("Stahl"), und um 1 GPa bis herunter zu 10~2 GPa fiir weiche Materialien (Holz - Styropor,
Gummi). Mehr dazu im Link.

* Der E-Modul von Mixturen (Stahlbeton; Faserverstarkte Kunststoffe,..) ist eine Art Mittelwert des E-Moduls der
Komponenten.

* Der E-Modul wird bei den elektrischen Eigenschaften der Dielektrika noch wichtig werden!

’ Was ist nun der Zusammenhang zwischen der "effektiven Federkonstranten" kreq einer Bindung und dem E-Modul des
Materials?

Das ist so einfach, dass wir es in einer schnellen Ubung tun.

Heraus kommt kgeq = E - rg mit rg = Bindungsabstand oder ungeféahr "Gitterkonstante" (was das ist, lernen wir
spéater; auch dieses Ergebnis leiten wir weiter unten ausfuhrlich her).
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Mikroskopische Betrachtung des E-Moduls

’ Wir machen jetzt etwas sehr Wichtiges: Wir setzen uns eine virtuelle Brille auf, mit der wir unter extrem hoher
VergoRerung in Materialien hineinschauen kdnnen. Solche "Brillen” gibt's auch real, man nennt sie
"Hochaufldsungstransmissionselektronenmikroskope " (HRTEM); im Kieler Nanolabor steht eines herum.

Virtuell kommt's aber deutlich billiger; wir sparen so um die 2 Mio €. Wenn wir mit unserer virtuellen HRTEM-Brille

unserem (kristallinen) Prufkorper beim Langgezogenwerden zuschauen, sehen wir dies (Hinweis: "Sehen" tun wir mit
dem Gehirn, nicht mit den Augen):

0 050405040
O-O-O-O-OrO-CS

~rp- r+A

O-O-O-O-OLO-

OO
QOO0
O-O-OO-CIO-0

[Bmtwer |- O-O-0O-0 Eoaia®atata®at;

O-ORO-O-0-O) - OO

OO0 O-O- OO0
ot sy |

l

’ Wir sehen: Beim Zugversuch (im elastischen Bereich) ziehen wir (bei allen Kristallen und den meisten amorphen
Materialien) schlicht und ergreifend die Bindungen in Zugrichtung "lang".

Das ist eine monumentale Erkenntnis! Wir haben eine erste nicht-triviale Eigenschaft von Materialien auf
fundamentale Parameter — die Bindungen — zuriickgefuihrt (wenigstens im Prinzip).

’ Jetzt berechnen wir mal schnell den E-Modul aus dem als bekannt vorausgesetzten Bindungspotential, und zwar im
linearen Bereich (d. h. fiir kleine elastische Verformungen). Dazu setzen wir die Querschnittsflache der Zugprobe auf rg?
(ro ist der Abstand zwischen den Atomen oder die "Gitterkonstante" unseres [kubischen] Kristalls). Mit andern Worten:
Wir ziehen nur eine Bindung lang!

Darf man das? — Wer sollte es verbieten? Der gesamte Effekt beim Langziehen einer Probe ist schlieRlich nur die
Summe der Effekte der Bindungen. Man kann es ubrigens heutzutage sogar experimentell machen!

’ Um den Abstand eines Atoms in irgendeiner Anordnung mit Bindungsabstand rg zu seinen Nachbarn Zu andern, muf3
eine Kraft Fatom angreifen, die dann auf die fiir das Atom (im Kristall) spezifische Flache A = ro2 wirkt.

Die auf ein Atom bezogene Spannung o = F/A ist damit

Der Abstand zu den Nachbarn wird sich &ndern, die zugehérige Dehnung € (in Zugrichtung) ist

r(@ —ro
€(0) =
ro

Die Kraft Fatom , um gegen das Bindungspotential das Atom zum Ort r zu bringen, ist direkt durch die Ableitung
des Potentials U(r) gegeben, wir haben Fatom = +dU(r)/d r.

Wir haben jetzt ein Plus- anstelle eines Minuszeichens, denn wir betrachten jetzt die aul3ere Kraft, die gegen die
ricktreibende Kraft des Potentials "arbeitet” (Zugversuch!).

’ Der E-Modul E war definiert als

d[FAtom/rOZ]

de

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 29



wobei wir fir kleine elastische Verformungen die Ableitung dann nattirlich an der Stelle € = 0 (das entsprichtr = rq)
nehmen missen.

Setzt man alle Beziehungen von oben ein, beriicksichtigt die Kettenregel

dFatom dFatom dr

de dr de

und berechnet dr/d€ = rq, erhélt man

1 dFatom dr 1 d2u
E=—.—m—.— = —.— .19
ro? dr de rg?2 dr?

1 d2u
E=—.—
ro dr?

Aha! Der E-Modul "steckt" komplett in der 2. Ableitung des Bindungspotentials!
’ Falls unser Bindungspotential um das Minimum herum halbwegs "harmonisch” ist, d.h. der Parabel einer idealen Feder
entspricht, ist die 2. Ableitung eine Konstante — eben die "Materialkonstante " Elastizitditsmodul.

Das konnen wir leicht priifen: Falls E = do / de = const wirklich gilt, messen wir im Zugversuch als
Verformungsdiagramm o(€) eine exakte Gerade. Aus evtl. Abweichungen von einer exakten Geraden kénnen wir auf
Abweichungen des Bindungspotentials von einer Parabel schliel3en.

Wir werden radikal

’ Fur das Bindungspotential eines beliebigen Materials haben wir uns schon eine relativ allgemeine Naherungsformel
erarbeitet; sie lautete

A B
Ugindg = - — + ——
U [ev]
| zin)

# r[A]
1 L L

Bindungspotential mit ausgepragtem Potentialtopf.

Wir haben 4 Unbekannte in dieser Gleichung: A, B, m , n, Uber die wir nicht allzuviel wissen. Was wir jedoch
wissen - weil es einfach zu messen ist - sind die Zahlenwerte fur den Gleichgewichtsabstand rg und fir die
Bindungsenergie Up.

Wir machen also folgendes: Wir substituieren A und B durch rg und U g, differenzieren die erhaltene Gleichung 2
mal, teilen das Ergebnis durch rg und erhalten den E-Modul als Funktion von Ug, rg, m und n.
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Viel Gliick!

’ Schon wieder stol3en wir auf ein typisches Problem der MaWi: Die Mathematik wird schnell mal (etwas) anspruchsvall;
das Ergebnis ist aber einfach. Es lautet:

1 d2u
E = —. =
ro dr? ro3

n-m-Ug

’ Warum ist die Mathematik anspruchsvoll? Weil wir fir die Substitution Gleichungen n-ten (oder m-ten) Grades zu lésen
haben, und dafir gibt es fur n > 4 kein "Rezept" (= Losungsformel) mehr!

Wer mal schauen will, wie gut sie in Mathe ist, kann's gern mal probieren. Hier ist der Link zu dieser Extra Aufgabe
flr Spezialistinnen.

’ Der Rest glaubt's einfach (oder schaut die Losung zur obigen Aufgabe an) und Uberlegt sich, ob man mit der obigen
Formel noch was machen kann.

Man kann. Zunachst mal nehmen wir wahr, dass r o3 in etwa dem Atomvolumen entspricht, das wir sehr leicht tiber
die Dichte des Festkorpers erhalten kénnen. Die Bindungsenergie Ug muss etwas mit dem Schmelzpunkt Ty zu
tun haben, denn am Schmelzpunkt gehen per Definitionem die Bindungen auf. Im GrofRen und Ganzen muss die
thermische Energie kgT m, d.h. Boltzmannkonstante kg mal Schmelzpunkttemperatur ungefahr gleich Ug sein.

’ Aufgepasst! Wir haben gerade so nebenbei eine erste sehr wichtige Eigenschaft aus dem Bindungspotential
"abgeleitet". Den Schmelzpunkt eines Materials!

Aber es gibt eine Einschrankung: Die Gleichsetzung Ug = kg T ist gut genug fiir qualitative oder
GroRenordungsbetrachtungen, aber nicht gut genug fur die Berechnung genauer Zahlenwerte fur Ty, .

’ Fur den E-Modul bekommen wir jedenfalls als Faustformel:

const. - kg Tm

80 kBTm

rg 3

ro3

Der Faktor 80 fir n - m und die sonstigen Naherungen ist an experimentelle Werte angepalit.
Das ist nun wirklich eine simple Formel, die aber gar nicht so schlecht ist. Sie stimmt ganz gut fur alle
Bindungstypen und fast alle Materialien, wie in einem speziellen lllustrationsmodul gezeigt.

Aber es gibt eine grol3e Ausnahme; vergleiche einen weiteren lllustrationsmodul aus dem MaWi-I-Hyperskript! Man
kommt mit der Faustformel nicht unter E = 1 GPa. Was stimmt also beim Gummi (Egum << 1 GPa) nicht? Wir
kommen darauf zurtick!

’ Um sicher zu sein, dass alles sitzt, machen wir noch die folgenden einfachen Ubungen:

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.1-2

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.1.2

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.1.2
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2.1.3 Bindungspotentiale und weitere Eigenschaften

Kristallbilder = abstrakte Symbolik

’ Wir haben jetzt ein schematisches Bild eines Kristalls, das etwa so aussieht:

L

Richtige Grate und Anordnung Bindung anschaulich

Links ist das zweidimensionale Bild eines LiF-Kristalls mit halbwegs richtigen GréRenverhaltnissen der lonen und in
der richtigen ("kubischen") Anordnung. Rechts ist eine Darstellung, in der die Bindung zwischen nachsten
Nachbarn durch eine Feder dargestellt ist, die das Bindungpotential symbolisiert. Man sieht nicht mehr die
GrolRenverhéltnisse und daf die lonen"kugeln" sich berthren, dafir aber die kubische Struktur eher besser.

Was man nicht sieht, sind die Federn = Bindungspotentiale zu den zweitnédchsten Nachbarn usw., die aber sowohl
da sind als auch gebraucht werden.

In einer dreidimensionalen (perspektivischen Darstellung) wirde man nicht mehr viel sehen, aul3er ...

i

Bindung anschaulich Bindung anschaulich {77}
zweidimensional dreidimensional

... daf zumindest zwischen den zweitndchsten Nachbarn (Diagonalen) noch "Federn" gebraucht werden, denn das
Kugeln-Federn-Paket von oben rechts wirde, so wie es gezeichnet ist, bei "weichen" Federn sofort kollabieren.

’ In der nachsten Abstraktionsebene zeichnen wir der Einfachheit halber einige der (niemals alle) Bindungsfedern
zwischen den nachsten Nachbarn als Striche. Ein Beispiel:

i > Sauerstoff
_@ @ A-Atome

s sana P T s

@ B-Atome

Das Mineral "Spinell" hat die Bruttoformel Mg2*(AI3*),
(0%)4.
Die Welt ist voll von Kristallen dieser Art.

Wichtig ist nur zu kapieren, daf? Bildchen dieser Art immer sehr abstrakt sind und immer mehr oder weniger
"falsch”. Aber — es geht nicht anders.

’ Es kommt noch schlimmer: In jedem der Bilder sitzen die Symbole fur die Atome bzw. lonen fest auf einem
"Gitterplatz". Das ist allenfalls am absoluten Nullpunkt richtig.

Bei endlichen Temperaturen (unterhalb des Schmelzpunktes) enthalt unser Kristall thermische Energie. Die Frage
ist: Wie aulert sich diese thermische Energie in den Bildchen und den Bindungspotentialen?
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Thermische Energie eines Kristalls

’ Bitte jetzt verinnerlichen:

Temperatur ist ein Maf3 fur die einem Kérper innewohnende
ungeordnete (genauer: statistisch verteilte) (Bewegungs-
)Energie.

Temperaturanderungen erfordern Energiezufuhr oder -abfuhr.

In einem Kristall bei der Temperatur T2 > T steckt mehr thermische Energie als bei T1. Wo ist diese thermische
Energie?
Nebenbei: In einem Kristall, der mit der Geschwindigkeit v Auto fahrt und die Temperatur T1 hat, steckt zwar mehr
(geordnete) kinetische Energie ¥%mv 22 als in einem Kristall bei v1 < vo und T1, aber dieselbe ungeordnete
thermische Energie. (Und ganz bewul3t wird hier von "thermischer Energie" gesprochen und nicht von "Warme",
denn Energie ist eine ZustandsgrofRe, Warme dagegen eine Prozel3grofRe . Was das genau bedeutet, erfahren wir
spater.)

’ Es gibt nur eine mdgliche Antwort auf die obige Frage: Die thermische Energie der Kristalle steckt in Vibrationen der

Atome, d.h. in den Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichtslage! Je heil3er, desto mehr wackelt's!

Wenn man das Federbild oben anschaut, kann man sich das leicht vorstellen. Gibt man Energie in das Masse-
Federn-System, wird ein wildes Oszillieren stattfinden. Ein herausgegriffenes Atom wird mal mit grof3er, mal mit
kleiner Amplitude; mal in diese, dann in jene Richtung schwingen. Keine Chance, dem individuell zu folgen.

Wollen wir aber auch nicht, Mittelwerte reichen.

’ Wir nehmen jetzt mal eine extrem einfache und gleichzeitig sehr allgemeine Definition der Temperatur zur Kenntnis:

Bei der (absoluten) Temperatur T hat ein Teilchen

in einem Teilchensystem (Kristall, Gas, ...),
das sich im thermodynamischen Gleichgewicht befindet*,
im Mittel
die thermische Energie (innere Energie)

UTeilchen = ¥2f KT

bei f Freiheitsgraden der Energiespeicherung.

(*: Sobald man das Wort "Temperatur” in den Mund genommen hat, spricht man
automatisch von einem System, das sich im thermodynamischen Gleichgewicht
befindet!)

Die "Freiheitsgrade" zahlen schlicht ab, auf wieviel Arten man Energie "speichern” kénnte. In einem Kristall gibt es
sechs. Na ja, eigentlich haben die Atome in einem Kristall, rein kinematisch betrachtet, nur drei unabhangige
Bewegungsmadglichkeiten, aber die zahlen, weil es bei den Freiheitsgraden um die gesamte thermische Energie
geht, doppelt: Je drei fur die mittleren kinetische Energie der Schwingung in x -, y- und z-Richtung, und je drei fur
die Erhdhung der mittleren potentiellen Energie durch Abweichungen von der Ruhelage im Potentialtopf des Atoms

in seiner Bindungsumgebung. (Diese "energetische Doppeltzahlung" gilt tbrigens auch fur Schwingungen innerhalb
eines mehratomigen Molekdls!)

’ Das ist aber hier nicht gar nicht so wichtig. Wir lernen nur: Temperatur = Schwingungen um die Ruhelage. Uteilchen =
Etherm = kgT reicht flr unsere Zwecke véllig aus

Dies ist eine der wenigen Formel, die man wissen muss. Sie definiert, was Temperatur eigentlich ist, und erlaubt
abzuschatzen, was bei gegebener Temperatur energetisch passieren kann.

Was kdnnen wir daraus fur Schlisse ziehen? Schauen wir uns das einfach mal im Potentialtopfmodell fiir zwei
Temperaturen an, wobei T2 > Ty ist:
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Pot. Energie

ry Mittlere Position

Abstand r

Energieniveau der
Schwingung bei T3

Max. pot.&\ y Energieniveau der
Schwingung bei 73

Max. kin. Energie
=max. pot. Energie

Falls die Atome um ihre Gleichgewichtslage schwingen, wird der Abstand zwischen den Bindungspartnern
periodisch kleiner und gro3er. Beim jeweiligen Extremum des Abstands — gréf3te oder kleinste Entfernung, r max

bzw. rmin — ist die Energie der Oszillation reine potentielle Energie, eben exakt die Energie, die das Potential fur
den jeweiligen Anstand r vorgibt.

Beim Nulldurchgang ist die Energie rein kinetisch. Immer jedoch ist die Gesamtenergie E, die Summe aus
potentieller und kinetischer Energie, konstant.

’ Achtung! Wir erlauben uns hier den Luxus, ein-und-denselben Buchstaben E sowohl fiir die Gesamtenergie als auch fur
den E-Modul (und spater noch fiir das elektrische Feld) zu benutzen! Aus dem jeweiligen Kontext heraus gibt es

eigentlich keine Verwechslungsgefahr. Im Notfall verwenden wir nicht Indizes, griechische, altdeutsche oder andere
Symbole, sondern — wir sind modern — Farbe.

Damit kénnen wir die Oszillationen der Bindungspartner als Energieniveau in den Potentialtopf des
Bindungspotentials einzeichnen. Jedes denkbar Niveau ist erlaubt, da die Oszillation jede Amplitude haben kann.

Frequenz der Gitterschwingungen und thermischer Ausdehnungskoeffizient

’ Zunéachst sind zwei Fragen zu beantworten:

1. Wie grol3 ist die Frequenz v der Schwingungen? ("v " ist der griechische Kleinbuchstabe "ny".)
2. Wo ist das oszillierende Atom im Mittel?

Wer die Ubungsaufgabe im Modul 2.1.2 gemacht hat kennt die Antwort — zumindest der Spur nach. Wer's nicht
gemacht hat, macht's jetzt — fur die Frequenz!

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.1-3

’ Das Ergebnis ist: Die Schwingungsfrequenz von Atomen in einem Kristall (Festkorper) liegt in der GréRenordnung v =
1013 Hz. Das ist eine Zahl, die man wissen muss.

Als Elektro- und Informationstechniker fragen wir uns jetzt automatisch, wo wir dieses Frequenzband einzuordnen
haben, und was flr eine Bedeutung dieses "Eigenschwingverhalten" der Materie dann hat.

Im "einfachen Frageteil" der Ubungsaufgaben wird dazu gezielt gefragt; hier nehmen wir nur mal zur Kenntnis, daR
wir spater darauf zuriickkommen werden.

’ Jedenfalls haben wir jetzt bereits zwei weitere wichtige und ganz allgemeine Eigenschaften der Festkdrper aus dem
Bindungspotential gewonnen:

Die Vibrationsfrequenz der Gitterschwingungen
v ~ 10183 Hz

Den thermischen Ausdehnungskoeffizienten
(M) - lo €therm
0( = =
lo- T T

’ ??7?? Wo kommt der thermische Ausdehnungskoeffizent her? Und wieso "haben" wir ihn? Nachdem wir bisher alles
sehr ausfiuhrlich dargestellt haben, driicken wir jetzt mal ein biBchen auf's Gas.

Im obigen Bild war schon eingezeichnet, daf3 sich der mittlere Abstand mit zunehmender Temperatur vergro3ert —
wir haben thermische Ausdehnung! Es ist vom Bild her auch schon klar, dal3 der Effekt um so grof3er sein wird, je
asymmetrischer das Bindungpotential ist.

Die Frage ist, kdnnen wir die relevante Kurve, die durch die Mitte der Energieveaus geht, aus dem Bindungspotential
berechnen? Die Antwort ist: ja — aber nur mit groRer Miihe; hier ist ein einschlégiger Link.
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Was rauskommt, sieht so aus:

®x= " = const. -
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Die Graphik zeigt, da? man damit nicht schlecht liegt. Bitte mal kurz nachdenken: Die Graphik war schon lange vor
der Formel bekannt. Was wir hier getan haben, ist nichts Geringeres, als eine fundamentale Eigenschaft der
Materie aus sehr grundlegenden Erwégungen heraus zu verstehen!

’ Gehen wir direkt zur nachsten fundamentalen Eigenschaft:

Maximale Bruchdehnung

’ Wer die Ubungsaufgabe gemacht hat, ist eigentlich schon fertig

Hier ist ein Ergebnis:

E
Ui
1 fo 5
1 1 L L L L L L r
\ 4 Bindungsenergie
F = -dOrydr
1
L 1 L r
dF/dr
1
L L L L L L T

’ Wir sehen, dal3 wir mit einem gewissen Kraftaufwand (blaue Kurve) die Bindungspartner auseinanderziehen kénnen. Die
notwendige Kraft erreicht aber ein Maximum am (rechten) Wendepunkt der Potentialkurve!

Das bedeutet, da® wir mit einer Kraft Fgrych (oder besser, auf die Flache bezogen, einer Spannung OBrych), die
unwesentlich gréRer ist als die max. Kraft, den Abstand - « treiben. In anderen Worten: Die Bindungen und damit
der Korper brechen auseinander.
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Die maximale Bruchspannung ogruch sowie die zugehorige Bruchdehnung €gyuch = (f wendepkt — o)/ro ergibt sich
damit eindeutig aus dem Bindungspotential. Nach wiederum ziemlich langer und éder Rechnung erhélt man

n-m-Ug n+1 1/(n—m)

OBruch = -1

3

ro m+1

€Rruch - 100 <= 30 %

’ Es folgt jetzt keine Vereinfachung oder eine Graphik zum Vergleich mit experimentellen Werten, denn:

Die Formel stimmt nicht mit dem Experiment Gberein!

’ Wie kann das sein? Haben wir einen Fehler gemacht? Nein, haben wir nicht — aber:

Wir haben, ohne grof3 nachzudenken, einen idealen, zu 100 % perfekten Kristall unterstellt. Solche Kristalle gibt
es nicht!

Reale Kristalle, die immer irgendwelche Defekte enthalten, brechen immer bei viel kleineren Bruchspannungen! Wir
dagegen haben das ultimative Maximum ausgerechnet; dartiber geht schlicht nichts mehr.

1. Reale Materialien brechen friher als sie miften. Nicht gut fir technische Zwecke!

2. Bei welcher Belastung sie brechen, hangt offenbar von Defekten ab. Das sind aber gerade die nicht so leicht zu
fassenden Strukturmerkmale eines Materials. In anderen Worten: Die Bruchfestigkeit eines gegebenen Materials
ist keine Konstante. Nicht gut fur technische Zwecke!

3. DaR Eigenschaften defektabh&ngig sind, soll ja auch sonst oft gelten. Wir miissen uns also mit der komplexen
Materie "Defekte in Kristallen" befassen!

Trotzdem haben wir eines gelernt: Falls wir nach ultrafesten Materialen suchen sollten, ist das "Tifteln" in der
Garage ziemlich sinnlos. Man tut besser daran, Uber Bindungspotentiale das maximal Mdgliche zu ermitteln, und
dann mit "defect engineering” dem Maximum maoglichst nahe zu kommen.

’ Wir haben jetzt 5 Materialeigenschaften ziemlich direkt mit dem Bindungspotential korreliert oder sogar quantitativ
abgeleitet:

Schmelzpunkt
Elastizitatsmodul

Frequenz der Schwingungen
Thermischer Ausdehnungskoeffizient
Maximale Bruchspannung und -dehnung

Das moégen ja ganz interessante Eigenschaften sein, aber nicht so sehr fiir Ingenieure der Elektrotechnik und
Informationstechnik. Schon wahr, aber der Weg zu den elektrisch interessanten Eigenschaften fuhrt auch tber
Bindungspotentiale — wir werden sehen!

opwDPE

’ Um auf diesem Weg weiterzukommen, schauen wir uns jetzt die letzte aus Bindungspotentialen resultierende
Eigenschaft an: Die Bildung von Kristallen.

’ Um sicher zu sein, daf alles sitzt, machen wir noch die folgenden einfachen Ubungen:

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.1-3

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.1.3

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.1

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 36


https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/backbone/r2_4_3.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_a/backbone/ra_1_2.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/advanced/t2_1_20.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_2/exercise/e2_1_3.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_2/exercise/q2_1_1.html#_3
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_2/exercise/c2_1_1.html

2.1.4 Vom Bindungspotential zum Kristall

Richtungsabhéangigkeit der Bindung

’ Falls es zwischen 2 Atomen ein Bindungspotential mit einem Potentialtopf gibt, mtchten die beiden eine Bindung
eingehen — zumindest bei Temperaturen, die tief genug sind.

’ Wenn sich nun ein A-Atom nach B-Partnern umschaut, gibt es zwei grundsatzliche Méglichkeiten, wie es sich mit B
paaren kann:

1. Die Richtung, in der sich B von A aus gesehen befindet, ist egal; das Bindungspotential ist richtungsunabhangig.

2. Die Richtung, in der sich B von A aus gesehen befindet, ist nicht egal; das Bindungspotential ist
richtungsabhangig.

Der erste Fall entspricht der Polygamie. A macht alle erreichbaren B-Atome an, egal wo, und will sie mdglichst

dicht (im Gleichgewichtsabstand ro) und fest (mit Uggg) an sich binden. Grenzen sind nur durch die Geometrie

gesetzt. Sobald A komplett von B's umgeben ist, kbnnen keine weiteren B's mehr gebunden werden, wie im (meist

zweidimensionalen) Beispiel unten gezeigt.

Bindungs
richtung

Struktur bei ungerichteter Bindung Struktur bei gerichteter Bindung

Gezeigt ist der homoerotische Fall in beiden Gruppen — A tut sich mit A zusammen — sowie eine denkbare
Heterosituation im Falle der ungerichteten Bindung. Klar ist:

Im Falle der ungerichteten Bindung geht die Anhaufung von Atomen immer weiter; in der Flache und nach oben und
unten — angedeutet ist der Beginn einer 2. Lage oben links. Grundsatzlich erwarten wir dafur eine dichteste
Kugelpackung. In Kristallen mit ungerichteten Bindungen — egal ob aus 1, 2, 3 oder n Atomsorten — sollten sich
die (i.a. verschieden grof3en) Kugeln immer so anordnen, dass mdglichst viele im gegebenen Volumen sind (die
Gesamtladung aber bei lonen = 0 bleibt).

Im einfachsten Fall einer Atomsorte ist die raumliche Anordnung damit also klar — oder? "Oder" ist richtig, wir
kommen darauf zurlick. Vorher darf aber jede mal selbst probieren, ob sie die bestmdgliche Anordnung fndet (z. B.
mit Tischtennisballen oder Orangen).

’ Falls das Bindungspotential gerichtet ist (so dal3 die Parameter A, B, m, n Funktionen von Winkeln sind), betrachten
wir schlauerweise nur die eine, zwei, oder maximal wohl um die 12 Richtungen (ja, 12 — aber warum 12 und nicht blof3 6
oder 87?), in denen das Potential die tiefsten Minima hat. In diese Richtungen malen wir dann "Bindungsarme" als
Striche.

Falls es mehr als einen Bindungsarm gibt, kann ein zusammenhangendes Gebilde entstehen (das Wort "Kristall"
ist hier bewuf3t vermieden).

O

3 Euihmgsarme

2 Bindungsarme in Ebene Q
1 Bind ungsarm Q

Q O

Fir die gezeigten Falle mit einem, zwei oder drei (koplanaren) Bindungsarmen bekommen wir notgedrungen ein Gas
, lange Ketten oder einen zweidimensionalen Kristall (= atomare Schicht).

’ Frage: Kann man bei drei Bindungsarmen eine dreidimensionale Struktur aufbauen?

Wir lassen die Frage mal offen (die Antwort kommt spater ), sind uns aber sicher, dass es mit 4 (nicht koplanaren)
Bindungsarmen geht:
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’ Das grine Atom hat 4 Bindungsarme, die sich untereinander maximal "abstoR3en". Dann bleibt ihnen nichts anderes
Ubrig, als in die Ecken des Tetraeders zu zeigen, in dessen Mitte das Atom sitzt.

Die Winkel zwischen den Bindungsarmen sind dann gleich grofd und maximal, d. h. gleich dem Tetraederwinkel von
???7? 0. Bindet sich ein Atom mit ebenfalls tetraedischer Bindungsarmsymmetrie (im Zweifel eines der gleichen
Sorte), liegt die dreidimensionale Kristallstruktur fest — eben so wie oben gezeigt. Interessanterweise kann man
einen Wiirfel finden, der irgendwie dazu palf3t.

Diese Kristallstruktur steht im Zentrum der Elektronik — denn in dieser "Diamantstruktur"” kristallisieren fast alle
wichtigen Halbleiter (und der Diamant, also Kohlenstoff), insbesondere Silizium!

’ Die Schluf3folgerungen sind klar: Die Richtungsabhangigkeit des Bindungspotentials bestimmt:

* Ob es Uberhaupt Kristalle gibt.
» Die Struktur: Entweder dicht gepackt oder sehr spezifisch.
» Vorhersagen sind nicht automatisch leicht; und das gilt selbst fiir die einfachsten Falle.

Der letzte Punkt braucht vielleicht noch eine Erlauterung: Obwohl es nie den geringsten Zweifel gab, wie man
gleichgroRe Kugeln am dichtesten packen kann (das macht jeder und jede automatisch so wie oben gezeigt), hat
die harte Mathematik Jahrhunderte gebraucht um zu beweisen, dass diese Struktur in der Tat die am dichtesten
gepackte ist!
’ Trotzdem, nochmal: Die Grundeigenschaften eines Atoms bestimmen wie es mit anderen Atomen bindet, d. h. das
Bindungspotential. Daraus folgt zwingend die Struktur des Festkdrpers und viele seiner Eigenschaften.

Es wird Zeit, Bindungen etwas naher anzuschauen.

’ Aber erst mal ein paar schnelle Fragen:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.1.4
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’ Zwischen zwei lonen gibt es anziehende und abstoRende Krafte; im
Gleichgewichtsabstand rg = Bindungsabstand ist die Summe der
Krafte =0

Fir lonen ist die anziehende Kraft=Coulombkraft; sie nimmt als
Funktion des Abstands r mit r=2 ab.

Uber die abstoRende Kraft wissen wir nur, dass sie bei zu
grof3er Nahe sehr schnell sehr grof3 wird, d. h. mit einer
Funktion wie r™M, m >> 2) anwachst.

’ Statt Kraften betrachten wir aber besser das zugehdrige Potential
U(r), gleich dreidimensional als Funktion des Ortsvektors r

Das Potential der Coulombkraft hat also die Funktionalitat
Ucoulomb o« r1

’ Aus abstoRendem Potential und anziehendem Potential kann man,
falls Gberhaupt eine Bindung vorliegt, durch (vorzeichenrichtige)
Addition immer einen Potentialtopf U(r) konstruieren

Das abstoRende Potential wird mit B / r™ beschrieben

Das anziehende Coulombpotential wird mit —A coy / r
beschrieben; mit A cou = (g 1 - q2)/4TTEQ

Falls wir nicht nur die Coulomb Wechslwirkung zwischen zwei
isolierten lonen betrachten, sondern die zwischen einem lon in
einem Kristall und allen (« vielen) anderen, muss Acouy mit der
Madelung-Konstanten « ~ 1,5 ... 4,5 multipliziert werden

Als eine allgemeine Naherungsformel mit A = o - Acoy dient
dann die Gleichung

B A

Uon= — - —
rm r

’ Um die Bindungsenergie zu erhalten, muss zur Tiefe des
Potentialtopfes Ug noch die Energiebilanz aus lonisierungsenergie |
und Elektronenaffinitat A addiert werden, da wir ja zuerst aus
Atomen lonen machen mussen.

Kleine lonisierungsenergien liegen im Bereich von 5 eV (Alkali-
Metalle), gro3e Elektronenaffinitaten im Bereich 3 eV
(Halogene).

’ Von der lonenbindung kommt man leicht zu jeder Bindung: sie
braucht einen Potentialtopf und kann immer in folgender Form
geschrieben werden:

Updg(t)= — - —
rm rn

Von den vier Unbekannten A, B, m, n kénnen zwei durch die
leicht zu messenden GréRen Ug und rg substitioniert werden; n
ist manchmal bekannt (s. o.).

Im Bindungspotential stecken viele wichtige Eigenschaften des
zugehorigen Kristalls.
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2.1.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.1 "Bindungspotentiale und erste Eigenschaften”

r

u@) = — J Fr') -dr
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E=- grad[UW)] = -Vup
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0 X oy 0z

AbstoBendes
Potential

t
70 Abstand »

- 1— Gesamtpotential

Konstruktion Potentialtopf

Xatom +1 = X*jon+e”

X“lon+A = Xatom + €~

Im Bindungspotential steckt:

e Struktur des Festkdrpers
(Kristall, welcher Typ, ...).

¢ Elastizitdtsmodul E.

¢ Thermischer
Ausdehnungskoeffizient « .

e Schwingungsfrequenz der
Atome im Kristall.

¢ Maximale Bruchfestigkeit.

e Ungefahrer Schmelzpunkt.




’ Der Elastizitatsmodul E misst die durch eine mechanische
Spannung o verursachte Dehnung € eines Materials.

Er ist gegeben durch

d2u

dr?

’ Die mit der (absoluten) Temperatur T verbundene thermische
Energie Etherm folgt der extrem wichtigen Formel des

Gleichverteilungssatzes =

Die Energie kann nur in Schwingungen der Atome um die

Gleichgewichtslage stecken:

’ In jedem Augenblick hat ein Atom drei linear unabhangige
Geschwindigkeitsvektoren (- kin. Energie; nicht eingezeichnet) und
drei linear unabhéngige Ortsvektoren relativ zur Ruhelage (- pot.
Energie); das ergibt sechs Freiheitsgrade fiir die Energie.

Die Gesamtenergie einer Schwingung ist aber konstant (=
Epot(max) oder Ekin (max) ) und kann deshalb als
Energieniveau in den Potentialtopf eingezeichnet werden.

’ Der thermische Ausdehnungskoeffizient folgt damit aus der
Asymmetrie des Potentialtopfes und kann somit berechnet werden.

’ Die Schwingungsfrequenz v ergibt sich aus Massen und

"Federkonstante" zu
v ~ 1013 Hz.

’ Die max.theoretische Bruchfestigkeit ist bei ca. 30 % Dehnung (€ =

0,3) erreicht

In der Praxis brechen Materialien aber frither, da der Bruch

durch Defekte bestimmt wird.

¥ Der Schmelzpunkt T ist ungeféhr durch die Tiefe Updg des

Potentialtopfes gegeben:
keTm = UBdg

’ Die Art der Bindung bestimmt die atomare Struktur des Festkorpers:

* Ungerichtete Bindung: Dichteste Packungen (bei elekir.

Neutralitat)

* Gerichtete Bindung: Zahl und Anordnung entscheidend

FUr uns besonders wichtig: 4 gerichtete Bindungsarme im
Tetraederwinkel (= grof3tmoglicher gleichgrofRer Winkel =
Schnittwinkel der Raumdiagonalen eines Wiirfels)

’ Aufgaben:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.1
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’ Hier noch ein "Multiple Choice"-Test, der etwas tber den Stoff
hinausgeht — man kann es ja mal probieren!

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.1
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2.2 Bindungstypen und Eigenschaften
2.2.1 Die lonenbindung

’ Warum gibt es Gberhaupt chemische Bindungen?
Weil die Gesamtenergie von Atomen, die sich zusammentun, kleiner sein kann als die der ungebundenen Atome.
’ Ja, und? Was haben die Atome davon?

Wichtig: Die obige Aussage Uber die "kleinere Gesamtenergie" ist mathematisch gemeint; es geht also um einen
weiter im Negativen liegenden, d. h. absolut gesehen gréReren Wert. Also gilt:

Je groRer die Bindungsenergie, desto tiefer die
Gesamtenergie,
und desto stabiler die Bindung — weil dann mehr
Energie
aufgebracht werden muf3, um die Bindung wieder zu
6sen.

Dieser Satz gilt auch in Verallgemeinerung: Jedwede Absenkung der Gesamtenergie flhrt zu einem stabileren
Zustand des Systems, und daher ist die Mdglichkeit zur Energieminimierung eine "treibende Kraft" fir jedwede Art
von Veranderungen, d. h. nicht nur fir das Eingehen von Bindungen!

Wie wir spéater noch sehen werden, gibt es neben der Energieminimierung noch eine weitere, sehr wichtige
"treibende Kraft" fur Verédnderungen — und zwar eine, die sogar daflr sorgen kann, daf3 es zu einem Anstieg (!) der
Gesamtenergie kommt. (Hier sei erst mal nur so viel verraten, dal? diese weitere "treibende Kraft" mit der
Temperatur zusammenh&ngt — womit schon mal ein Teilaspekt des Anstiegs der Gesamtenergie erklart ist.)

’ Zurick zum Thema: Fir welche Atomkombinationen klappt das mit der Energieabsenkung durch Eingehen einer
Bindung?
In nullter Naherung — und die reicht fur uns hier — gilt schlicht:

Bindung gibt's, wenn die
Elektronenkonfiguration der beteiligten Atome
durch das Eingehen einer Bindung
edelgasahnlicher wird.

Fur Halogene (wer nicht weil3, was das ist, tut gut daran, den Link zu betéatigen) ist das Ziel besonders leicht zu
erreichen, indem sie noch ein Elektron von irgendwoher bekommen. Fur Alkalimetalle (wer nicht weil3, was das ist
...) ist das Ziel besonders leicht zu erreichen, indem sie ein Elektron loswerden.
Dal Halogene und Alkalimetalle, falls man ihnen eine Chance dazu gibt, ein Elektron "springen lassen" und sich
dann freudig erregt zusammentun werden, ist klar.

’ Die lonenbindung haben wir im Grunde damit erklart; wir haben sie schon vorher bereits abgehandelt. Es ist eine rein

elektrostatische Bindung zwischen zwei (oder mehr) lonen.

Fur die lonenbindung kennen wir auch wir zwei der vier Parameter des allgemeinen Bindungspotentials (x ist die
Madelungkonstante ):

A B

UBindg = - +
|qf2 B

= - + —
AM-€q-r rm
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’ Als Vorbereitung auf das Kommende schauen wir uns die lonenbindung mal noch in dieser schematischen Darstellung
an:

n Elektroneniibergang

Na Atomn C1 Aton

Anziehung
Na® Ion CT Ton

NaC'1 Mol ekiil

Die Elektronen des Na- und Cl-Atoms sind schematisch auf ihren "Schalen" oder "Orbitalen" eingezeichnet, die
mitn =1, 2, 3, ... durchnumeriert sind.

Die Orbitale waren am liebsten entweder "leer" oder "gefillt" mit einer definierten Anzahl von Elektronen; fir die
beiden gezeigten Atome sollten es 8 Elektronen sein. Daran gemessen, hat Na erkennbar ein Elektron zu viel, Cl
eins zu wenig. Was in so einer Situation passiert, sobald sich die Atome so nahe kommen, daf} sie
"handlungsfahig" werden, haben wir bereits quantitativ beschrieben.

’ Was kann man sofort zu den resultierenden Eigenschaften sagen?

Die reine lonenbindung wird zwischen Atomen mit kleiner lonisierungsenergie, also Alkali- (Li, Na, K, ...) sowie
Erdalkalielementen (Be, Mg, Ca, ...), und Elementen mit groRer Elektronenaffinitat, also Halogenen (F, Cl, Br, ...),
auftreten. Wer das nicht so direkt parat hat, kann mal hier nachschauen:

* Periodensystem (mit vielen Sekundarlinks zu Elementeigenschaften

* lonisierungsenergien und Elektronenaffinititen
Die Bindung ist vollstandig ungerichtet. Wir erwarten dichteste Packung, aber immer so, dal3 elektrische Neutralitat
vorliegt — also LiF (Li*; F~) oder CaFy (CaZ*; 2F~, aber niemals £+ » oder €aF. Da die lonen aber verschieden
grof3 sind, ist die optimale raumliche Struktur nicht unmittelbar klar. In diesem Link (runterscrollen!) finden sich
Bilder und weiterfiihrende Links, falls es jemand genau wissen will.
Fur die einfacheren lonenkristalle wie Kochsalz (NaCl) oder FluRspat (CaF» ) ist die Kristallstruktur jedenfalls
"kubisch", allerdings auf irgendwie verschiedene Art, da sonst keine Elektroneutralitat erzielt werden kann:

CaF,-Kristallstruktur. Rot = F

NaCl-Kristallstruktur (Linien ohne Bedeutung)

Wir erwarten relativ groRe Bindungsenergien und damit keine ganz niedrigen Schmelzpunkte. Fir E-Modul,
thermischer Ausdehnungskoeffizient, maximale Bruchspannung etc. interessieren wir uns nicht mehr so besonders,
das haben wir bereits abgehakt.
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’ Wir schauen uns jetzt erstmals elektrische und optische Eigenschaften an.
Wir wissen aus dem taglichen Leben: (Perfekte) lonenkristalle sind durchsichtig und Isolatoren. Die Frage ist:
Warum?

Die Antwort ist: Sie haben keine freien Elektronen, d. h. Elektronen, die im gesamten Kristall herumlaufen
kdénnen, also nicht mehr fest an ein lon gebunden sind.

’ Wir merken uns schon mal:

Lichtabsorption in Kristallen = Energie- und Impulstransfer vom Photon
("Lichtteilchen") an ein freies Elektron

Elektrische Leitung im Kristall = Bewegungfreier Elektronen im
elektrischen Feld

Aha! Deswegen sind alle guten Leiter (d. h. Metalle und ???) undurchsichtig! (Zu Ausnahmen wie den
durchsichtigen Leitern, die wir fur flache Bildschirme und Solarzellen brauchen, kommen wir spater).

’ Braucht die ET&IT lonenkristalle? Die einfachen wie NaCl eher nicht. Die etwas komplizierteren aber schon (kommt
noch).

’ Hier die Aufgaben:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.2.1
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2.2.2 Die kovalente Bindung

Grundlagen

’ Kovalente Bindungen in Reinkultur liegen vor, wenn zwei Atome, die beide zu wenig Elektronen haben, den Mangel
teilen und sich verbinden. Beispiele sind ...

... die Halogenide in Gasform: F2, Cl2 , Bry, usw.
... viele typischen Gase : Oz , N2, NH3 (Ammoniak), CO2 , usw.
... Festkérper wie z.B. Si, Ge, C (in der Form des Diamanten), GaAs (Galliumarsenid) und andere.

’ Das Grundprinzip ist immer dasselbe: Die Atome teilen sich den Mangel; dabei geht es ihnen energetisch viel besser,
als wenn jedes seinen Elektronenmangel alleine bewaltigen mul3.

Als Beispiele schauen wir uns das Wasserstoff- und Chlormolekul an, danach typische Halbleiter:

H Atome Atomkerne of
» R 2 i Z

Cl Atome

&
&

H , Molekiil
Clp Mol ekiil

’ Wie auch immer das im obigen Bild im Detail ablauft — erkennbar ist, da3 die Bindung zunachst ungerichtet ist. Nach
dem Zusammengehen mit einem Partner ist aber keine Lust fiir weitere Bindungen mehr vorhanden (oder korrekt
gesagt: es gibt keine freien Valenzen mehr).

Wir beschreiben deshalb die Bindung mit der richtige Anzahl von "Bindungsarmen”. Zahl Bindungsarme = Zahl freier
Valenzen.

Wir kdnnen mit nur einemBindungsarm, d. h. wenn dem prospektiven Partner zu seinem Glick nur ein Elektron
fehlt, ganz klar keine Kristalle bekommen — das hatten wir schon.

’ Den fur uns spannenden Elementen Si, Ge, Ga, As, N, P (nicht zu vergessen: C) fehlen aber 4 (bzw. 3 oder 5)
Elektronen, und deswegen bieten sie geeigneten Partnern auch 4 (bzw. 5 oder 3) Elektronen zum Teilen an.

Sobald ein geeigneter Partner in der Nahe ist — von der eigenen Art oder auch ein sonst passender (aber nicht
jeder!) —, reorganisieren sie ihre Elektronenschar so, daf 4 Elektronen sich bevorzugt in den 4
Tetraederrichtungen anordnen und sich in den unten gezeigten Keulen aufhalten, die den schénen Namen
sp3-Hybridorbitale tragen.

Mit diesen Keulen haben wir vier klar defiinierte Bindungsarme. Was passiert, wenn sich jetzt viele der Atome
zusammentun, hatten wir auch schon; es ist oben nochmals gezeigt. Falls alle Atome von derselben Sorte sind,
hatten wir Diamant (=Kohlenstoff C), Silizium (Si) Germanium (Ge) usw.; die Kristallstruktur heif3t in allen Fallen
Diamantstruktur. Mit zwei Atomsorten wird es die Zinkblendestruktur, und die betrifft (neben dem
namensgebenden ZnS) insbesondere GaAs, GaN, InP, GaP, ... — alle ziemlich wichtig fur die ET&IT.

Fur das Bindungspotential sind jetzt nicht nur alle vier Parameter unbekannt, diese Parameter sind auch noch
richtungsabhéangig. Soweit es uns hier betrifft kénnen wir fir weiterfihrende Rechnungen also nur konstatieren:
Forget it!

’ Was kdénnen wir noch tUber Eigenschaften der kovalenten Bindung lernen?

Sie kann in mehreren Arten vorkommen. Das missen wir zwangsweise annehmen, denn reiner Kohlenstoff (C) liegt
in der Regel ja nicht als Diamant vor, sondern als Graphit. Das sieht so aus:
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| Bindung

Graphitstruktur

Jedes Kohlenstoffatom hat nur drei koplanare Bindungsarme, kann also nur hexagonale Schichten bilden, wie schon
mal prinzipiell gezeigt. Eigentlich kann man damit gar keinen dreidimensionalen Kristall bilden, aber die Schichten
halten passend Uibereinandergelegt auch noch ein bil3ichen zusammen - (iber die sogenannten sekundaren
Bindungen.

’ Jetzt haben wir eine Menge Fragen (und Antworten):

1. Warum macht der Kohlenstoff (und andere Atome) sowas? Einfach: Weil es prinzipiell mdglich ist.

2. Warum macht Kohlenstoff aber viel lieber Graphit als Diamant? Weil die Energieabsenkung fur einen Haufen
Kohlenstoffatome bei der Bildung von Graphit gré3er ist als bei der Bildung von Diamant.

3. Warum wandeln sich dann die (bei hohem Druck und Temperatur) irgendwie enstandenen Diamanten nicht
spontan in Graphit um? Weil man erst Energie hineinstecken muf3, damit man den durch die Umwandlung
enstehenden Energiegewinn realisieren kann. (Wie im richtigen Leben! Wir (oder ein Stuick Holz) verbrennen auch
nicht spontan, obwohl das energetisch giinstig ware. Man mif3te uns schon "anziinden" = Energie zufiihren.)

4. Gibt es Si usw. auch in Graphitform? Nein. Ist zwar prinzipiell méglich, aber energetisch so unguinstig, daf} es
nie passiert.

’ Wir erkennen: Mit kovalenten Bindungen kann man einiges veranstalten (z.B. Kohlenstoffketten und damit Sie, verehrte
Leserin / Leser). Trotz der ungeheuren moglichen Vielfalt kann man aber ein paar allgemeine Schliisse ziehen:

Kovalent gebundene Kristalle sind typischerweise Isolatoren - zumindest bei sehr tiefen Temperaturen. Denn sie
haben erst mal keine freien Elektronen.

Halbleiter sind aber auch kovalent gebunden, miissen aber ja wohl ein paar freie Elektronen haben. Ja - aber nur bei
Temperaturen, die hoch genug sind, um per thermischer Energie kgT (oder Lichtenergie hv) einige wenige
Elektronen aus ihren Bindungen zu reifl3en!

Kovalent gebundene Kristalle sind durchsichtig fur Licht mit einer Energie h v, die kleiner ist, als die Energie, die
bendtigt wird, um Elektronen aus Bindungen zu reif3en. So ist es! Diamanten sind durchsichtig fur sichtbares Licht,
Si ist durchsichtig bis zum nahen IR.

Kovalente Bindungen sind stark — Schmelzpunkte sind eher hoch, E-Module sind eher hoch, die Bindung bricht
nicht so schnell, usw.

’ So weit, so gut. Langsam wird aber klar, daf3 wir, um Halbleiter zu verstehen, doch noch etwas genauer auf die
Elektronen in ihren Orbitalen schauen miissen — wir brauchen etwas Quantentheorie!

’ Hier die Aufgaben:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.2.2
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2.2.3 Die Metallbindung

’ Wir haben noch den Fall zu behandeln, daR die Atome, die sich verbinden wollen, zuviele Elektronen haben. Damit
kommen wir zur Metallbindung.

’ Was dann geschieht, zum Beispiel wenn sich metallisches Natrium bildet, ist einfach zu beschreiben, aber sehr schwer
zu berechnen (wir werden aber im Rahmen der Bandertheorie noch teilweise darauf zurickkommen):

. Die Atome geben ihre Uberschissigen Elektronen einfach an den entstehenden Festkdrper ab; es entsteht eine Art
Elektronengas innerhalb des Koérpers. In diesem negativ geladenen Elektronengas sitzen die positiv geladenen
"lonenrimpfe" wie die Rosinen im Teig. Obwohl sich die lonen abstof3en, vermittelt das negativ geladenen
Kontinuum des Elektronengases eine Bindungskraft.

’ Betrachten wir zunachst Na-Dampf, so sehen wir (im Bild unten) einzelne Atome, die ohne viel gegenseitige
Wechselwirkung wild durcheinander fliegen.

{0 Es bilden sich keine Na-Molekiile, wie etwa beim Cl, denn die Na-Atome haben durch Bindungen mit nur einem
oder wenigen Na-Partnern nichts zu gewinnen.

) Allenfalls werden wir ein paar lonen und entsprechend viel einzelne freie Elektronen finden.

f @/’

Schalenbild von (groRen) Na-Atomen im Dampf. Die Atome befinden sich
in lebhafter Bewegung; angedeutet durch Pfeile.

’ Aber beim Abkuhlen der vielen Na-Atome bildet sich irgendwann metallisches Na, vermittelt durch die Metallbindung, die
nur im Verbund sehr vieler Atome wirkt. Die Na-lonen sitzen in dann regelméaRiger Anordnung in ihrem Elektronengas;
allenfalls die Atome an der Oberflache des festen Kdorpers haben Probleme.

IV OIS B
R GGG
SOOI

>J§§3006
Kleine Na-lonenrimpfe, eingebettet in das negativ geladenene (rosa)
Elektronengas.
Die Atome sitzen im Mittel fest auf ihren Platzen, ansonsten vibrieren sie
um die Gleichgewichtslage.
Die Elektronen sind frei beweglich und nicht mehr einzelnen lonen

zugeordnet,
sie rennen "statistisch" in der Gegend herum.
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’ Wie ist das mit den Eigenschaften?
Die Bindung sind ungerichtet - wir erwarten Kristalle mit dichtester Kugelpackung.
Wir haben je nach Metall 1 bis ca. 4 freie Elektronen pro Atom. Das ist eine ganze Menge! Die Metallbindung

produziert damit elektrische Leiter.

Metalle sind undurchsichtig, denn Photonen finde jede Menge Elektronen, an die sie ihre Energie in beliebiger Hohe
Ubertragen kénnen.

Die Bindungsstarke variiert stark, je nach Atomsorte. Bei Quecksilber (HQ) ist sie so gering, dass der
Schmelzpunkt unterhalb von Raumtemperatur liegt; bei Wolfram (W), Ta usw. liegt er dafiir extrem hoch.

’ Hier die Fragen:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.2.3
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2.2.4 Sekundare Bindung und Verallgemeinerung

Sekundéarbindungen

’ Wahrend Sie das lesen, hat Ihr Kérper unzahlige Bindungen zwischen einigen seiner Atome und Molekile gel6st und
dafir andere neu geschlossen. Wenn sich nichts &ndert, passiert auch nichts. Leben, was immer das ist, beruht
darauf, dass auch schon bei Raumtemperatur eine Menge Chemie ablaufen kann — und das heif3t, dass Bindungen sich
I6sen und neue eingegangen werden.

Leben beruht unter anderem auch darauf, dass bei Raumtemperatur TRt = 300 K einige Bindungen total stabil sind,
insbesondere die C-C-Bindung. Die stabilen Bindungen kennen wir schon, aber welche Bindungen haben Energien,
die so klein sind, dass bei TrT was passieren kann?

Die Anwort heif3t: Die sekundaren Bindungen. Sie fihren dazu, dal} sich z. B. die folgenden festen Substanzen
bilden kénnen:

» Edelgas-Kristalle (gibt es fir alle Edelgase aul3er He bei sehr tiefen Temperaturen). Eigentlich haben die
Edelgase Uberhaupt keinen Grund, Bindungskrafte zu entwickeln - sie mif3ten auch noch bei sehr tiefen
Temperaturen gasformig sein.

» Eis (gefrorenes Wasser). Was fihrt zu Kraften zwischen den H2O-Molekulen, die eigentlich keine
Bindungsarme mehr frei haben?

e DNS. Was hélt die beiden Spiralen der Doppelhelix zusammen - aber nur so stark, daf? die Bindungen wie in
einem Reil3verschlul bei der Zellteilung leicht zu 6ffnen sind?

’ Eine der beiden wichtigsten Sekundarbindungen heif3t nach ihrem "Entdecker” Van-der-Waals-Bindung. Die Van-der-
Waals-Bindung kommt von den anziehenden Kréaften zwischen gunstig orientierten elektrischen Dipolen. Zwei Féalle
mussen unterschieden werden:

1. Betrachten wir Molekule, die von Haus aus Dipolcharakter haben, d.h. in denen die Ladungsschwerpunkte der
beteiligten Atome nicht aufeinander liegen, wird es bei entsprechender Orientierung ein anziehendes Potential
geben, das mit 1/r 6 abfallt.

2. Aber auch Atome oder Molekiile, die von Haus aus kein Dipolmoment haben — z.B. Edelgasatome —, haben nur
im zeitlichen Mittel keinen Dipolcharakter. Momentan jedoch werden die Elektronen nicht kugelsymmetrisch verteilt
sein, sondern ihr Ladungsschwerpunkt wird um die Kernposition herum fluktuieren.

Und ein solcher momentaner Dipol kann ein benachbartes Atom etwas polarisieren — d.h. ein kleines Dipolmoment
induzieren. Im Endeffekt entwickelt sich eine sehr schwache anziehende Kraft zwischen die den induzierten
Dipolen, die wiederum mit 1/r 6 abfallt.

’ Beide Maoglichkeiten sind hier schematisch gezeigt:

% Atom 2
Atom 1 i

Zwei elektrische Dipole und die Das momentan polarisierte Atom 1 — der
einzelnen abstoRenden negative Ladungsschwerpunkt der (griinen)
und anziehenden Kréafte. Elektronenwolke liegt neben dem pos. Ladungs-
Bei der gezeigten Orientierung tberwiegen schwerpunkt des Atomkerns — ruft in dem benachbarten
die anziehenden Krafte. Atom 2 durch elektrostatische Wechselwirkung

eine entgegengesetze Polarisation hervor. Es resultiert eine
schwache anziehende Kraft.
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’ Zu 1.: Diese Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist verantwortlich fiir viele der bindenden Kréfte, die letztlich dazu fiihren,
daR (auRBer He) alle Elemente bei tiefen Temperaturen gefrieren und einen Festkérper bilden.

Bei statistisch induzierten Dipolen wie bei den Edelgasen hat die Bindung keine Vorzugsrichtung. Bei festen
Dipolen wird nattrlich die Anordnung favorisiert, bei der Dipole besonders guinstig relativ zueinander orientiert sind.

Wiederum ist eine Naherungsbeschreibung im Potentialbild méglich und sinnvoll. Da das Kraftgesetz wie bei der
lonenbindung bekannt ist, lautet die entsprechende Gleichung

’ Zu 2.: Es bleibt noch die sogenannte Wasserstoffbriickenbindung zu besprechen. Sie sorgt nicht nur in vielen
biologischen Molekiilen fur den Zusammenhalt zwischen Teilbereichen, sondern ist insbesondere fiur die Bildung von Eis
(=gefrorenes HoO ) verantwortlich.

Am einfachsten stellt man sich die Wasserstoffbriickenbindung als eine Unterart der lonenbindung vor. Obwohl der
Wasserstoff normalerweise kovalente Bindungen eingeht, wird er im Gespann mit extrem "elektronegativen" Atomen
—z.B. F, Ound N - seines einzigen Elektrons mehr oder weniger beraubt; dieses wechselt weitgehend zum
elektronegativeren Element.

Im Extremfall eines moglichen Gedankenexperiments lage dann eine lonenbindung vor, bei der der positiv geladene
Partner — namlich das nur noch aus dem sehr kleinen Kern bestehende Wasserstoffion — zwei der riesigen
negativen lonen binden kann.

Wir erhalten folgende Schemazeichnung:

Ein extrem kleines H*-lon mit zwei
angelagerten F—-lonen

’ Klar ist, daR das H*-lon allenfalls zwei der Riesen binden kann — fiir ein drittes F~ oder auch O~-lon ist einfach kein
Platz mehr.

Der Extremfall der totalen lonisierung des Wasserstoffs wird zwar in der Realitat nicht vorkommen; es reicht aber
auch eine nicht 100%-ige Verschiebung des Wasserstoffelektrons, um die Effekte der Wasserstoffbriickenbindung
zu erhalten.

Uberall, wo Wasserstoff an F, O oder N hangt, gibt es damit noch die Mdglichkeit, eine relativ schwache Bindung
auf der anderen Seite des H-Atoms einzugehen — es bildet sich eine "Wasserstoffbriicke".

Dabei ist die Geometrie der Bindungen durch die Form der Molekile vorgegeben. In biologischen Substanzen sind
es oft Wasserstoffbriicken, die den langen Eiweil3ketten ihre typische Knauelform geben, denn die Stellen in der
Kette, an denen Wasserstoffbriicken gebildet werden kénnen, mussen durch richtige Faltung aufeinandertreffen.

Auch das gewohnlich Eis, das jeden Winter die Umsétze der Autoreparaturwerkstatten nach oben treibt, verdankt
seine Kristallstruktur der Wasserstoffbriickenbindung. Die Molekiile des Wassers in ihrer typischen Gestalt passen
nur in ganz spezifischer Weise aneinander; sie formen einen Kristall.

Allgemeiner Bindungsfall

’ lonenbindung, kovalente Bindung und Metallbindung in der behandelten Art sind Idealisierungen, Extremformen der
realen Bindungen. Es gibt zwar viele Molekiile und Festkorper, in denen diese Bindungen weitgehend in Reinkultur
vorliegen, im allgemeinen Fall jedoch sind Bindungen gemischt . Beispiele daftir:

’ Mischung von Metallbindung und kovalenter Bindung.

Bei Metallen kann trotz vorherrschender Metallbindung noch eine kovalente Komponente vorliegen, damit kommen
bei der Anordnung der Atome zu einem Festkorper gerichtete Krafte ins Spiel — z.B. beim Eisen (Fe); das hat
Konsequenzen flr die resultierende Kristallstruktur: Sie ist nicht mehr unbedingt dichtest gepackt!

’ Mischung von Metall- und lonenbindung .
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Bei Metallen, die aus zwei Atomsorten bestehen (man nennt das Legierungen oder intermetallische
Verbindungen), treten in der Regel ionische Bindungskomponenten auf, insbesondere wenn sich die Metalle in ihrer
Elektronegativitat stark unterscheiden. Denn dann wird ein gewisser Elektronentransfer zum elektronegativeren
Element erfolgen; die Atome unterscheiden sich dann in ihrem Ladungszustand.

So haben beispielswiese Al-Li-Legierungen eine starke ionische Komponente, wohingegen Al-V-Legierungen nur
metallische Bindungen aufweisen.

’ Mischung von kovalenter und ionischer Bindung.
Nichtmetalle (z. B. Oxide wie SiO2) oder Halbleiter und Halbmetalle (wie GaAs oder SnO>) besitzen kovalente und
ionische Anteile.

Im Quarz (SiOy2), einem extrem wichtigen Material der ET&IT, sind die ionischen und kovalenten Bindungsanteile
etwa gleich stark. Die Konsequenz ist, daf? die Richtungsabhéngigkeit der kovalenten Bindung im SiO; die
Kristallstruktur bestimmt.

’ Hier die Fragen:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.2.4
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2.2.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.2 "Bindungstypen und Eigenschaften"

’ Man kann vier Bindungstypen unterscheiden:

* lonische Bindung

* Kovalente Bindung
* Metallbindung

e Sekundéarbindungen

Treibende Kraft fir alle Bindungen ist die Mdglichkeit der
Energieabsenkung durch Annéaherung an "abgeschlossene"
Schalen oder Orbitale (Edelgaskonfiguration) plus evtl. daraus
folgende Coulombanziehung.

Die "Entfernung" von der Edelgaskonfiguration bestimmt, was
"passiert".

’ Die anziehenden Krafte der lonenbindung sind rein elektrostatisch.
Das zugehdrige Potential ist das Coulomb Potential (mit
Madelungkonstante).

lonenkristalle haben typischerweise starke Bindungen, sind
Nichtleiter und durchsichtig, da keine freien Elektronen
vorhanden sind.

’ Merke:

» Elektrische Leitfahigkeit beruht auf freien, d. h. im Kristall
beweglichen Elektronen.

e Photonen ("Lichtteilchen") interagieren nur mit freien
Elektronen.

’ In kovalenten Bindungen "teilen" sich die Bindungspartner einen
Mangel an Elektronen.

Sind die Elektronen in anderen als s-Orbitalen, sind die
Bindungen automatisch gerichtet.
Kovalente Bindungen sind ypischerweise starke bis sehr starke
Bindungen.
Es sind typischerweise keine freien Elektronen vorhanden, d.h.
kovalent gebundene Materialien sind durchsichtige Isolatoren.
Aber: Halbleiter sind meist auch kovalent gebunden. Freie

Elektronen entstehen durch thermische Energie kg T und durch
Defekte.

’ In metallischen Bindungen werden tberschiissige Elektronen an den
Kristall abgegeben.

Die positiv geladenen lonenriimpfe sitzen wie Rosinen im Teig
des Elektronengases. Die Bindungsstarke reicht von sehr
schwach (z. B. Hg, Ga) zu sehr stark (z. B. W, Ta).

Metalle haben also eine Dichte an freien Elektronen in der
GrolRenordnung der Atomdichte.

Metalle sind leitfahig und undurchsichtig.

’ Sekundare Bindungen sind relativ schwach (und erméglichen damit
"das Leben" bei Raumtemperatur; (kg T)rT = 1/40 eV).

Wichtig sind Dipol-Dipol-Bindungen (Van-der-Waals-Bindungen )
und die Wasserstoffbriickenbindung.

’ Im allgemeinen Fall treten Bindungen gemischt auf, z. B. SiO»:
ionisch : kovalent = 50 : 50

’ Aufgaben:
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Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.2

’ Hier noch ein "Multiple Choice"-Test, der etwas uber den Stoff
hinausgeht — man kann's ja aber mal probieren!

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.2
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2.3 Essenz der Quantentheorie
2.3.1 Bindungszustande fur Elektronen und Folgerungen

Das klassische Bild eines Atoms

’ Klassisch gesehen besteht ein Atom mit der Ordnungszahl z aus einem sehr kleinen Atomkern mit z positiven
Elementarladungen, der von z einfach negativ geladenen Elektronen im Abstand von rund und ron 1 A = 0.1 nm
"umkreist" wird.

Im grof3en und ganzen ist das ein Planetenmodell. Die Kraftgesetze von Gravitation und Coulombwechselwirkung
haben identische (1/r 2)-Abhangigkeiten — beide haben ein (-1/r)-Potential.

Leider funktioniert das nicht. Rechnungen zum Planetenmodell der Atome ergeben komplett falsche Ergebnisse
gemessen am Experiment — und nur das zahit!

Auch sonst versagt die klassische Physik and allen Ecken und Enden, sobald man sich der Welt der Atome und
Elementarteilchen nahert; im Link gibt es Beispiele.

’ Nicht so schlimm — der ET&IT-Ingenieur beschéftigt sich schlieflich nicht mit dem Kleinzeugs, konnte man denken.

Falsch! Wirde man die Quantentheorie "abschalten" und nur die klassische Physik gelten lassen, wirde nicht nur
das Universum in sich zusammenfallen, es gabe schlicht keine Elektronik mit Halbleitern (und damit keine IT)
mehr. Noch nicht mal die gute alte Elektronik mit Elektronenréhren wirde noch funktionieren — von Lasern,
Magnetspeichern, GMR-Lesekdpfen (beruhend auf dem "Gigantomagnetowiderstandseffekt"), LEDs usw. ganz zu
schweigen.

’ Wir nehmen mal zur Kenntnis: Fir ET&IT-Ingenieure gibt es nur 3 "Teilchen", aus denen die Welt besteht (MaWi's und
Physiker kennen und beniitzen noch ein paar Exoten, wie z. B. Positronen ).

1. Atomkerne ("unteilbar"”, aus Protonen und Neutronen
zusammengesetzt).

Elektronen.

3. Photonen ="Lichtteilchen".

N

Das war's!

Mehr ist nicht. Die Quantentheorie ist die mathematische Behandlung der Eigenschaften und Interaktionen dieser
Teilchen.

’ Man braucht aber mindestens zwei Semester, um die Quantentheorie halbwegs griindlich zu lernen, vom Verstehen
ganz zu schweigen. In den maximal 2 Stunden, die hier zur Verfigung stehen, kénnen wir allenfalls ein paar wenige
Schlusselbegriffe formulieren.

Wer ein bi3chen mehr tun will, macht sich Gber die "Ergdnzende Quantentheorie” im Rickgrat 2 her. (Hinweis:
"No, you're not going to be able to understand it. You see, my physics students don't understand it either.
That is because |1 don't understand it. Nobody does." So der Physiker und Nobelpreistradger Richard Feynman
zur Quantentheorie; seinen Nobelpreis hat Feynman tbrigens fur die Quantenelektrodynamik erhalten, den
experimentell am besten bestatigten Bereich der Quantenphysik, und die von ihm eingefuhrten und daher nach ihm
benannten Feynman-Diagramme sind inzwischen ein Standard-Hilfsmittel zur Veranschaulichung
guantenmechanischer Wechselwirkungen.)

’ Hier gehen wir pragmatisch vor und schauen uns mal das Potential eines Elektrons im Atom an, ganz analog zum
Bindungspotential zwischen Atomen oder lonen.

Potential eines Elektrons im Atom

’ Ein Atom mit der Ordnungszahl z hat durch die Coulombwechselwirkung "irgendwie" z Elektronen gebunden. Ein Atom
ist rund und roh einige wenige Ongstrém (1 A = 0.1 nm) "groR". Wir nehmen mal an, dass die z Elektronen sich in einer
entsprechend groRen Kugel halbwegs gleichmaRig verteilt aufhalten.

Das wiirden sie schon deshalb tun, weil sie sich abstof3en und sich deswegen ihre gegenseitige Abstande
maximieren.

Den Atomkern plus z—1 Elektronen kénnen wir deshalb als eine mit einer effektiven positiven Elementarladung
versehene Kugel etwas unklarer Grof3e auffassen, die das z-te Elektron ganz auf3en noch mit einem (-1/r)-Potential
bindet.
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Wer das zu abstrakt findet, betrachtet halt erst mal nur das Wasserstoffatom — da stimmt das Coulombpotential zu
100 %.

’ Unser Elektron sitzt damit in einem Potentialtopf wie unten gezeigt.

e -
r -
— .
° © 0 01 am 4 r °
Proton Elektron 0 r

Coulombkraft-

\ / Coulombkraft-Geometrie
Geometrie beim H-

bei beliebigem Atom
fur das Elektron ganz

Atom. - auRen
Das Potential rechts gilt Das Potential links gilt
exakt. }
ungefahr.

Das z-te Elektron ganz aul3en ist am wenigsten stark gebunden und deshalb am leichtesten abzutrennen. Die dazu
notwendige Arbeit ist das Integral vom jeweiligen Abstand r bis «; es kann fast jeden beliebigen Wert annehmen; je
nach Ausgangspunktr.

’ Merkwurdigerweise ist die lonisierungsenergie, der Zahlenwert des obigen Integrals fur jedes Atom der betreffenden
Sorte, immer exakt gleich. Das bedeutet, dass unser "letztes" Elektron auf einem eindeutig definierten
Energieniveau (rote Linie) "sitzt" — es kann sich nur in einem Zustand befinden, zu dem eine eindeutige Energie
gehort (und ein eindeutiges r im Potentialbild; da seine Energie konstant ist, kbnnen wir ein konstantes Energieniveau
fur alle Abstande einzeichen).

Zustande dieses Elektrons mit irgendwelchen anderen Energien sind "verboten”. Hier haben wir schon einen klaren
Bruch mit der klassischen Physik.

Wir haben zum erstenmal den Schliisselbegriff Zustand (des Systems) verwendet; im Zustand ist die gesamte
relevante Information enthalten.

’ Die experimentelle Erfahrung sagt nun: Was fur ein Elektron gilt, gilt auch fir alle anderen (denn alle Elektronen sind
gleich!): Sie sitzen alle auf energetisch eindeutig definierten Niveaus, die zu erlaubten Zustanden des Systems "Atom"
gehoren.

Das konnen wir mal schematisch aufzeichnen:

Epe [6V] 0 0.1nm

Letztes
besetztes
Niveau

— -looo —

Im Bild sind einige wichtige Punkte angedeutet; andere lassen sich nicht so leicht graphisch darstellen. Hier ist eine
Liste:

1. Es gibt « viele, aber immer diskrete Energienievaus, die fir zunehmende r immer dichter aufeinander folgen. Da
wir aber nur z Elektronen haben, kdnnen nicht alle vorhandenen Energieniveaus von Elektronen "besetzt" sein. Das
ist durch die Strichelung weiter oben angedeutet.

2. Vom letzten (von unten aus gesehen) besetzten Niveau braucht man immer exakt die lonisierungsenergie |, um
das am schwéachsten gebundene Elektron (= auf dem hdchsten besetzten Niveau) ins Unendliche zu bringen, d. h.
komplett abzutrennen.

3. Man kann — mit entsprechend mehr Energie — natirlich auch starker gebundene Elektronen ins Unendliche
bringen (es gilt der 1. Hauptsatz!).

4. Man kann aber nicht ein Elektron auf ein Energieniveau bringen, das keinem erlaubten Zustand entspricht, es
also zwischen den roten Strichen ansiedeln.

5. Wahrend das letzte besetzte Niveau sich im Bereich einiger eV bis einiger zig eV befindet (wir kennen die
lonisierungsenergien aller Atome!), geht die Skala nach unten leicht bis zu einigen 1.000 eV. Irgendwo ist aber das
tiefstmogliche Niveau; darunter kommt nichts mehr.

6. Auf einem gegebenen Energieniveau kdnnen immer mindestens 2 Elektronen "sitzen", und zwar immer eine
exakt definierte und nicht zu grof3e Anzahl.
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7. Trotzdem hat jedes Elektron einen definierten Zustand, der sich vom Zustand jedes anderen Elektrons eindeutig
unterscheidet. Damit folgt notwendigerweise:

e Zustande sind nicht nur durch die Energie definiert.
* Verschiedene Zustande (wie auch immer unterschieden) kénnen dieselbe Energie haben. Man nennt diese

Zustande dann bezlglich der Energie entartet.

8. Jetzt kommt das grofdte Mysterium der Quantentheorie, das Pauli-Prinzip:

Elektronen in einem System kénnen nie exakt denselben
Zustand einnehmen.

Wahrend man alle anderen Prinzipien oder Axiome der Quantentheorie in Bezug zu Prinzipen der klassischen
Physik setzen und damit "anschaulich" machen kann, geht das nicht fiir das (hier vereinfacht dargestellte) Pauli-
Prinzip. Mehr dazu im Ruckgrat 2 und in diesem Link

’ Unklarheiten dazu werden spater beseitigt; jetzt machen wir erst mal den Schritt zum Kristall.

Dazu brauchen wir Bindungen, und Bindung bedeutet jetzt:

1.
2.

3.

Die Elektronen der beteiligten Atome missen sich "spuren".

Die bindenden Elektronen gehéren nach erfolgter Bindung zum "System Molekul oder Kristall* und nicht
mehr zum "System Ursprungsatom".

Durch Eingehen einer Bindung wird Energie frei (= "gewonnen"), d. h. die Gesamtenergie wird abgesenkt.

Bindung im Elektronenpotentialbild

’ Wir schauen uns erst mal die Bildung eines NaCl-Molekiils aus der Sicht der Elektronen an und vertiefen gleichzeitig
die obigen Punkte noch etwas.

Halbwegs mafistabsgetreue Potentialtdpfe der Elektronen in weit voneinander entfernten, isolierten Na- und CI-
Atomen sehen etwa so aus:

Alles wie gehabt; allerdings haben wir noch ein paar neue graphische "Zeichen" eingefihrt:

1.

2.
3.

4.
5.

Die Zustande mit gleicher Energie sind nach irgendeiner Systematik der Form "nxK" (mit vermutlichn = 1, 2,
3,...x=s,p,d, ..(?)..., k=1, 2, 3, ..) numeriert und kbnnen dadurch unterschieden werden.

Mit grinen Pfeilchen ist angedeutet, wieviele Elektronen ein Energienievau besetzen.

Zwei Sorten Pfeilchen ("rauf’ und "runter”) sind eingefiihrt worden, um damit Elektronen mit verschiedenem
"Spin" (was immer das ist) zu unterscheiden.

Die Zahl der tatsachlich vorhandenen Elektronen ist in der nxX-Systematik durch der Zahl "k" ausgedriickt.
Indirekt ist angedeutet, dass Zustande mit x = s oder x = p Platz fur maximal 2 bzw. 6 Elektronen haben.

’ Wie zuvor bei den Atom“feder"potentialen, verringern wir jetzt den Abstand zwischen den Atomen. Wiederum dirfen wir
die individuellen Potentiale addieren (wobei wir die negative Skala beachten: =3 eV + (-5 eV) = -8 eV! -8 ist eine
kleinere Zahl als -3!).

Beim Bindungsabstand rg (der sich hier aber nicht "von selbst" Gber ein Potentialminimum ergibt), sieht das so aus:
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Das mit einem Elektron besetzte 3sl-Energieniveau des Na-Atoms (das im Zahlenwert jetzt méglicherweise leicht
modifiziert ist) liegt Uber dem maximalen Potentialwert zwischen den Atomen. Das dort sitzende Elektron kann sich
also hintdiber zum CI-Atom begeben (damit haben wir zwei lonen produziert) und sich noch zusétzlich energetisch
nach unten auf den einen freien Platz des 3p-Niveaus des Chlors setzen.

Die Gesamtenergie ist durch die Bindung geringer geworden; sie kann aber nur bei einem bestimmten Abstand —

dem Bindungsabstand rg — ein Minimum haben, da sie bei zu kleinen oder zu gro3en Abstanden wieder ansteigt
(das hatten wir schon).

Das System "NaCl-Molekul" hat gegenliber dem System "Na-Atom plus Cl-Atom" Energie freigesetzt — die
Bindungsenergie.

Deswegen kommt diese Bindiung auch tatsachlich zustande. Energieminimierung ist eine treibende Kraft fiir
Veranderungen!

Alle Elektronen sind nach wie vor fest einem Atom zugeordnet und damit ortsfest — wir haben einen Isolator vor
uns.

’ Das war die klassische lonenbindung aus der Sicht der Elektronen. Wie sieht das Ganze bei der Metallbindung
aus? Machen wir gedanklich mal ein Na-Metall.

Einfach. Gleiches Rezept: Potentiale Gberlagen. Allerdings jetzt in drei Raumrichtungen und wiederholt ins (fast)
Unendliche. Geht graphisch nicht, also vereinfachen wir in eine Dimension (aus technischen Griinden ist die
Energieachse weggefallen, es gilt die gleiche wie zuvor):

Y

Alles klar? Das 3s-Niveau lage wieder oberhalb der Potentialmaxima und gehort dadurch jetzt allen Na-Atomen im
Kristall. Von jedem einzelnen Na-Atom kommt ein Elektron, das auf diesem Niveau sitzen muf3te, da es "weiter
unten" keine freien Platze gibt.

Das ist aber durch das Pauli-Prizip ausgeschlossen! Maximal 2 Elektronen kénnen ein solches Niveau besetzen!

’ Der einzige Ausweg ist die Aufspaltung des im einzelnen Atom ganz scharfen Energieniveaus auf ein "Energieband”
von vielen (ca. soviel wie Atome im Kristall) dicht benachbarten Energienieaus, die formal zu verschiedenen Zustanden
des Kristalls gehoren! So ist es in der Schemazeichnung dargestellt.

Bei dieser Aufspaltung kann es zur Absenkung der Energie kommen — wir haben dann einen Grund zur Bindung!

Neu ist: Die Elektronen in diesem Band kénnen im ganzen Kristall "herumlaufen” und deshalb auch den
elektrischen Strom leiten. Wir haben einen Leiter erhalten.

’ Es fehlt noch die kovalente Bindung. Die ist aber wie gehabt. Hier das Beispiel fur Silizium (Si; es gilt wieder die
gleiche Energieachse wie zuvor):

5
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Der einzige Unterschied zum obigen Bild (fir Na) besteht darin, daf? die notwendige Aufspaltung der Gber den
Potentialminima sitzenden Niveaus (es kénnen ja auch mal mehr als nur eines sein) zwei Energiebander produziert
hat, und zwar mit einer Energieliicke der Weite 1,1 eV (eine Zahl, die wir uns merken muissen!).

Falls die Elektronen im unteren Band sitzen, werden sie nicht so recht beweglich sein. Im oberen Band schon, aber
da werden nur die sich aufhalten, die unten keinen Platz mehr haben. Weder Isolator noch Leiter — diesmal haben

wir es mit einem Halbleiter zu tun.
Mit dem Konzept der Energiellicke haben wir schon fast die Halbeiter definiert und verstanden! Allerdings miissen
wir (spater) schon noch etwas genauer hinschauen.

’ So weit, so gut. Die Frage, die sich jetzt aufdrangt ist: Wie rechnet man das alles?
Die Antwort ist: Man (und frau) rechnet mit der Schrédingergleichung als neuer Grundgleichung der Physik. Wir
hingegen tun das aber aber eher nicht, zumindest nicht in voller Schénheit, denn dazu fehlt uns nicht nur die Zeit,
sondern auch die notwendige Mathematik.
Aber die ist gar nicht so schlimm, daher wagen wir mal einen Blick, frei nach dem Motto "ein bi3chen was geht
immer" — aber erst im ndchsten Modul.
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2.3.2 Wellenfunktion und Schrédingergleichung
Das Ziel und der Weg dorthin

’ Dies ist ein sehr gehaltvolles Modul! Es wird empfohlen, zuséatzlich die Module zur "ergdnzenden Quantentheorie " zu
lesen.

Ein ET&IT -Ingenieur braucht das zwar vielleicht nicht zu beherrschen, ein Mensch (und die ET&IT-Ingenieurin) mit
einem Minimum an Allgemeinbildung braucht es aber schon, um zu verstehen, was auf atomarer Ebene los ist!

Berechnen wir mal klassisch das Sonnensystem, aber mit allen Planeten und Monden und den jeweiligen
Wechselwirkungen.
Das Ziel besteht darin, die Positionen rj(t) der Schwerpunkte aller N Teilnehmer i (Sonne, Planeten, Monde, ...) als
Funktion der Zeit auszurechnen. Alternativ reicht auch der Impuls pj(t). Die Energie — konstant fir das gesamte
System — ergibt sich dann daraus.
Wir benutzen hier die Newtonsche Grundgleichung in folgender Form, in der links die Wirkung (Beschleunigung) und
rechts die Ursache (Kraft) steht:

d2r; 1

dt? mj

In anderen Worten: Die momentane Beschleunigung des Kérpers i (und daraus seine Bahn) ergibt sich als der
Kehrwert der Masse mj mal der momentanen Kraft Fj. Bei einem gegebenen Potential kommt diese Kraft durch
Addition der negativen Ableitungen (nach den Koordinaten von Kdérper j) der Potentiale zwischen Kérper i und allen
anderen j im Abstand r;j(t) zustande:

Fitt) = — 3 4 ¥V U (t(t)

Diese Beschreibung kann bei jedem klassischen Vielteilchenproblem verwendet werden; welches Problem konkret
behandelt wird, bestimmt das Potential. Beim Sonnensystem ist U( rjj) das Gravitationspotential zwischen den
Korpern i und j. Es ist mathematisch bis auf einen Zahlenfaktor identisch mit dem (anziehenden) Coulombpotential.
Betriblich ist: Niemand kann das resultierende Gleichungssystem (es sind N gekoppelte Differentialgleichungen) fur
mehr als N=2 Koérper analytisch I6sen. Sonne + Erde geht; Sonne + Erde + Mond, das sog. "Dreikorperproblem ",
geht analytisch nicht mehr. Numerisch ist es aber kein allzu grofl3es Problem.

’ Ganz allgemein betrachtet, ist das Potential U(r) der Input des zu l6senden Problems, und die Koordinaten r(t) sind der

Output . Die Newtonschen Grundgesetze stellen die Verknipfung von Input und Output her.

Eine solche formale Struktur findet man immer wieder in der Physik — auch in der Quantenmechanik!

’ Jetzt berechnen wir mal quantenmechanisch das Wasserstoffatom — ein System aus einem Elektron, das sich um ein
Proton bewegt. Klassisch wére das Problem vollstdndig analog zum Erde-Sonne-Problem. Wir beginnen mit der
Definition von Input, Output und Verknipfung.

Input: Potential (hier das Coulombpotential)

U(X, y! Z) U(L) ==

4tTeq| 1|

Output: Wellenfunktion Y(x,y,z)
Verknlpfung: Schrédingergleichung
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h2 02Y(x,y,2) 02Y(x,y,2) 0 2Y(x,y,2)
i + + ( U(xy.z) — E ) ‘P (xyz)=0
2m ox2 0y? 022

& Dabei ist li=h/(2m) und h =Plancksches Wirkungsqgantum =6.626 -10 =34 J-s und m die Masse des betrachten
Teilchens (hier die des Elektrons). E ist die immer extrem wichtige Gesamtenergie des zu berechnenden
Systems.

’ Strukturell gibt es keinen prinzipiellen Unterschied zur klassischen Vorgehensweise: Alle relevanten Informationen Uber
das zu berechnende System stecken im Potential U(r), und wir I6sen eine Differentialgleichung, die U(r) enthalt.

& Im Vergleich zu der Differentialgleichung der Newtonschen Welt kommt die Zeit hier tiberhaupt nicht vor!
Merkwirdig. Das gilt aber nur fur zeitunabhangige Potentiale.

. Generell gilt: Was immer als Losung der obigen (zeitunabhangigen) Schrédingergleichung herauskommt, darf mit
dem Phasenfaktor exp(i wt) multipliziert werden, falls die Zeitabhéngigkeit explizit gewlinscht wird. Die
Kreisfrequenz w ist tiber E=liw definiert. Dieser Phasenfaktor ist aber weitgehend bedeutungslos und wird hier
immer weggelassen.

’ Fur das Wasserstoffatom laf3t sich die Schrddingergleichung gerade noch analytisch I6sen (mit gewissen
Vereinfachungen).

) Man erhélt « viele Losungen fiir die Wellenfunktion, von denen die einfacheren ungefahr so aussehen (dargestellt ist
das Maximum der Wellenfunktion):

00
YL
P

. Wir verzichten auf die Wiedergabe der Formeln (viel zu lang), beachten aber, dass es fir die « vielen Losungen eine
klare Numerierungssystematik gibt, die am besten durch drei Numerierungsindizes, die wir ab sofort
Quantenzahlen nennen, dargestellt werden kann:

einzelne Wellenfunktion:  Wn,1m (X,¥,2)

n : Hauptquantenzahl; n =1, 2, 3, ...

| : Nebenquantenzahl;1=0,1,2,3,..,n-1

Dazu gehoren folgende "symbolische Werte":
s (zu I=0), p (zu I=1), d (zu I=2), ...

m: magnetische Quantenzahl;
m=1I1,1-1,..,1,0,-1, ..., -

. AuRerdem erhalt man fiir jede Lésung die Gesamtenergie E als

1 me4
En =-—
n2 8eg2h?

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 60


https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw1_ge/kap_2/advanced/m2_1_1.html

’ Wer's nicht glaubt, schaut sich den Rechnungsgang im Link an.

’ Jede der moglichen Wellenfunktion Yn |, m(X.y,z) plus die zugehdrige Gesamtenergie En beschreibt einen moglichen
Zustand des Systems "Elektron im Wasserstoffatom".

Da die Quantenzahlen | und m in der Energieformel nicht auftauchen, ist die Energie fir alle Zustande mit
gegebener Hauptquantenzahl n und allen damit méglichen Werten von | und m identisch; weil sich diese Zustéande
nicht in der Gesamtenergie unterscheiden, bezeichnet man sie als diesbezuglich entartet.

Wir kdnnten jetzt einen Potentialtopf fir das Wasserstoffatom zeichen mit ausgerechneten Energieniveaus und
einer Angabe, wieviele Elektronen auf einem dieser Niveaus Platz haben. Ein Beispiel: Fiir n=2 kann | die Werte 0
und 1 annehmen, ferner gehéren dazu m=0 fiir =0 sowie m=0, +1 und -1 fur I=1. Wir haben also fir n=2 die
Lésungsmannigfaltigkeit Y 2 0,0, W2,1,0, ¥ 2,1,-1 und Y2 1 +1; alle 4 Wellenfunktionen beschreiben Lésungen mit
derselben Gesamtenergie Eo».

Zum Energieniveau E2 gehoren also 4 Zusténde, es ist damit vierfach entartet. Damit haben 8 Elektronen Platz auf
diesem Niveau: 4 mit Spin "up" und 4 mit Spin "down" - und was zum Teufel ist ein "Spin"?

’ Wir kdnnen jetzt nicht mehr langer vermeiden, den "Spin" der Elektronen (und aller anderen Elementarteilchen) zu
definieren. Wir tun das hier einfach und unpréazise (Details finden sich in obigem Link):

* Der Spin eines Elementarteilchens ist eine elementare und unveréanderliche Eigenschaft - so wie seine Masse
oder seine Ladung.

* Es gibt (relativ zu einer prazisen Definition) Teilchen mit "halbzahligem" Spin und Teilchen mit "ganzzahligem"
Spin.

* Elektronen, Protonen, Neutronen , ... haben halbzahligen Spin mit genau zwei méglichen Werten der
Spinquantenzahl s=+% und s=-%; solche Teilchen heiRen "Fermionen" (und unterliegen der Fermi-Dirac-
Statistik).

* Mit dem Spin verknUpft ist ein magnetisches Moment; unsere Teilchen sind kleine magnetische Dipole.

* Photonen (="Lichtteilchen"), viele Atome und einige "Exoten" haben ganzzahligen Spin. Solche Teilchen hei3en
" Bosonen" (und unterliegen der Bose-Einstein-Statistik).

Das schaut viel komplizierter aus, als es eigentlich ist. Wir merken uns zunachst nur, dass Elektronen immer in
zwei Varianten kommen: Spin=+% oder Spin=—. Man zeichnet das gern als kleine Pfeile (das sind dann aber
keine Vektoren!) und redet von "Spin up" oder "down", rauf oder runter, ... — egal, solange man 2 Méglichkeiten
unterscheidet.

’ Weil das, was oben steht, so unglaublich wichtig ist, fassen wir das jetzt schnell in einer tabellarischen Darstellung

zusammen:
Alle Teilchen sind entweder
Fermionen oder Bosonen
Spin halbzahlig (s=t%2, +3/2, ...) Spin ganzzahlig (s=0, %1, ...)
Elektron: s=x% Photon: s=1
Proton: s=+% H-Atom: s=(x%) + (+%2)=0 oder 1 oder -1

Elektronenpaar ("Cooper-Paar" der Supraleitung):

rg=+ 1
Neutron: s=x %2 s=%% — 14=0

Helium-4 (2 Protonen, 2 Neutronen, 2 Elektronen):

Helium-3 (2 Protonen, 1 Neutron, 2 Elektronen): [s|=Y2 .
s ganzzahlig

Nicht so interessant fur uns:

Mesonen: s=0

-Tei T S=+
Omega-Teilchen: s=+ 3/2, Higgs-Boson: =0,

Koénnen nicht denselben Zustand besetzen Koénnen denselben Zustand besetzen

Das Pauli-Prinzip gilt nur fir Fermionen!

’ OK — wir kénnen jetzt im Prinzip Wellenfunktionen und Gesamtenergien ausrechnen. Letzteres ist ja ganz nitzlich.
Aber was ist und wozu braucht man eine Wellenfunktion?
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Wellenfunktionen

’ Zunachst nehmen wir einfach mal zur Kenntnis:

1. Die Wellenfunktion des berechneten Systems enthalt in codierter Form alle Informationen, die man auf3er
der Gesamtenergie noch Uber das System wissen kann.

2. Die Wellenfunktion ist in der Regel eine komplexe Funktion, d. h. es taucht i2 =1 auf. 1)

3. Die Wellenfunktion enthalt in der Regel Terme wie exp(ik-_r) , die typisch sind fur Wellen .

Zu Punkt 1. Alles, was man Uber eine System wissen kann, sind ausschlie3lich mef3bare und damit reelle Gré3en
(wie Ort und Impuls). Eine komplexe Funktion kann man nicht messen — die enthaltene Information muss also
notwendigerweise "codiert" sein! Die Wortwahl "wissen kann" deutet an, dass es dabei Einschrankungen gibt. In der
Tat — in der Quantentheorie gilt die in der Schrodingergleichung "versteckte" Heisenbergsche Unscharferelation:

AX-Apx = h

v

\%
=

AE - At

Die Deltas geben an, mit welcher Genauigkeit oder Unschéarfe man die betreffenden Parameter kennt. Die
Heisenbergsche Unschérferelation sagt, dass bei bekannter Unschéarfe Ax des einen Parameters o der jeweils
komplementare Parameter B nicht genauer bekannt sein kann als AB > h/(Ax).

Merke: Es geht nicht darum, wie genau man messen kann, sondern welche Werte die Parameter in einem System
prinzipiell haben.

Zu Punkt 2: Merkwirdige Sache — so etwas kommt in der klassischen Physik niemals vor. Falls wir fur z. B.
Wechselstromrechnungen die komplexe Schreibweise benutzen, heil3t das ja nicht, dass eine Spannung jetzt in
komplexen Volts gemessen wird, sondern wir haben vereinbart, dass wir immer nur den Realteil meinen. Das ist
hier anders. Die Wellenfunktion ist komplex, wir meinen nicht nur den Realteil.

Zu Punkt 3: ET&IT-Studis im 2. Semester kdnnen wissen, dass eine laufende ebene Welle mit der Amplitude
Ag, der Kreisfrequenz w und dem Wellenvektor |k|=21 /A (A=Wellenlénge) durch

A = Agexpli(k-r — wt)]

beschrieben wird. Wer's vergessen hat: Diesen Link betéatigen.

’ Fein. Jetzt aber zur Frage, wie man die Wellenfunktion "decodiert". Fur das "Planetensystem" aus Proton und Elektron
haben wir jetzt die Energie und die Wellenfunktion fiir jeden Zustand, letztere in Form merkwirdiger Gebilde, die in der
reinen Mathematik unter dem Namen "Kugelflachenfunktionen" bekannt sind.

Nehmen wir zum Beispiel den Doppelschnuller im Bild unten rechts mit der Wellenfunktion Wschnu(X,y,z) und
fragen uns: Wo ist denn nun eigentlich das Elektron, falls es den zu dieser Wellenfunktion gehérenden Zustand
besetzt hat? Der Index "Schnu" steht jetzt fir die entsprechende Quantenzahlenkombination (n,I,m).

Die Antwort gibt der klassischen "Denke" den endglltigen Todesstof3. Mit w(x,y,z)=absolute Wahrscheinlichkeit
und W=w/dV=Wahrscheinlichkeitsdichte , das Elektron im Volumenelelement dV bei (x,y,z) zu finden, gilt:

dz
w(X,Y,2) = Y(Xx,Y,2) - v*(x,y,z) - dxdydz \

Y

w(X,Y,2)
=W = Yx,y,2) - P*(x.y,2) ‘

dv (xy.2) x o

Volumenelement dV bei (x,3,2)

Das Betragsquadrat
N)(L)lzzq) ( X,y,Z) ) LlJ*(X,y,Z)
der Wellenfunktion Y(r) eines Teilchens
an einem gegebenen Ort r =(X,y,2)
ist ein MaR fur die Wahrscheinlichkeit ,
daf3 das betrachtete Teilchen an diesem Ort zu finden ist.

Man redet vereinfacht dann nur noch von der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons.

’ Damit haben wir immer und Uberall als sehr wichtige zusatzliche Gleichung die Normierungsbedingung

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 62


https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw2_ge/kap_2/backbone/r2_5_1.html

+ 00 +0o +o

I I J Y(x,y,z) - P *(x,y,z) - dxdydz=1

In Worten: Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron irgendwo im Universum zu finden, ist die Summe (=Integral) der
lokalen Wahrscheinlichkeiten; sie ist per Definition=1 .

’ Fein — so neu ist das mit den Wahrscheinlichkeiten jetzt aber auch wieder nicht, kénnte man denken: Falls wir einen
klassischen Wirfel werfen, kénnen wir auch nur Wahrscheinlichkeiten berechnen.

Riesenunterschied! Beim klassischen Wiirfel berechnen wir Wahrscheinlichkeiten nur , weil wir zu bléd sind, die
Wirfelbahn exakt zu berechnen. Man kénnte das aber im Prinzip tun. Mit welcher Augenzahl der Wirfel seine Bahn
beendet, ist vollstandig determiniert, wie alles in der klassischen Physik. Es gibt keine grundséatzlichen
Wabhrscheinlichkeiten. In der Quantentheorie sind Wahrscheinlichkeiten aber grundsatzlicher Natur, und sie sind oft
das Beste, was man hat. Der Determinismus ist tot und die Zukunft ist prinzipiell offen.

Falls es nicht jede und jeder gemerkt hat: Ab jetzt reiten wir auf Prinzipien rum, betreiben also Philosophie. Das
kann man ergebnisoffen bis zum St. Nimmerleinstag tun; der Link flhrt weiter. Aus Sicht der Wissenschaft
konstatieren wir nur: Alles, was man mit der Quantentheorie in den letzten 100 Jahren oder so gerechnet hat, war
zu 100 % richtig; in Extremfallen bis auf 7 (oder mehr) Stellen hinter dem Komma.

’ Bezogen auf unseren Zustand ¥ schnu(X,Y,2) (den wir auf Atome bezogen jetzt auch gerne mal Orbital nennen dirfen),
wissen wir jetzt, dass das Bildchen das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdichte fur das sich in diesem Orbital
befindliche Elektron illustriert.

Aha! Was wir angedeutet sehen, sind die Bindungsarme, d. h. die Tatsache, dass manche Elektronen im Atom je
nach Zustand sich besonders gern in einige spezifische Richtungen hervorwagen.

’ Wir sind fertig. Mehr muss man Uber Quantentheorie nicht wissen, um Materialwissenschaft auf dem Niveau des 2.
Semesters treiben zu kdnnen.

Mit weniger geht's aber auch nicht, oder ungeféhr so gut wie Wechselstromlehre ohne Sinus und Cosinus.

’ Mal sehen. Nehmen wir uns jetzt mal das Helium-Atom (He) und den Rest vor.

Vom Helium-Atom bis zu Kristallen

’ Das Potential fUr die zwei Elektronen des Systems "atomares He" (zweifach positiv geladener Atomkern und zwei
einfach negativ geladene Elektronen) sieht so aus:

Elektron 1
@
¢ I3

-e

I @

Elektron 2
I
+2e . Kern

U(r1, r2, r12)=- 2e2/ry - 22/ ro + e2/r1

Einsetzen in die Schrodingergleichung und fertig. Wir erhalten Wellenfunktionen und zugehérige Energien der Art

Y = YX 1, Y1, Z1, X2, Y2 , Z2)

Wie zuvor gibt das Betragsquadrat von W( r1, o) - W*( r1, ro2) die Wahrscheinlichkeitsdichte, das erste Elektron am
Ort r1=(x1 , Y1, z1) und gleichzeitig das zweite Elektron am Ort ro=(x2, y2 , z2 ) zu finden.

Beim Wiurfeln mit zwei Wiirfeln wére das nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit w(2, 5), z.B. mit einem Wirfel
eine 5 und mit dem anderen eine 2 zu wirfeln. Das ist Ubrigens etwas anderes, als die Wahrscheinlichkeit w(7),
d.h. mit zwei Wurfeln eine 7 zu wiirfeln. Es lohnt sich, dartiber mal kurz nachzudenken - wir werden das noch
brauchen!

’ Es ist klar, was fur die nachsten Atome (Li usw.) zu machen ist.
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Es ist nur ein Jammer, dass niemand die zugehdrigen Differentialgleichungen analytisch |I6sen kann. Numerisch ist
das fur groRere Atome zwar nicht ganz so einfach, allerdings ist die Rechentechnik inzwischen so leistungsfahig
geworden, dal3 sog. All-electron-Rechnungen heutzutage auch bei gréReren Atomen mdglich sind.

Wir benltzen deshalb den guten alten Trick, dass wir Kern plus z - 1 Elektronen zu einem einfach positiv geladenen
"Kugelhaufen" zusammentun und nur fur das letzte Elektron die Schrédingergleichung l6sen. Missen wir aber gar
nicht, denn wir haben jetzt ja wieder im Prinzip das Wasserstoffatom.

Wir ibernehmen also einfach die ganze Systematik mit den Zustanden Yn | m und den zugehdrigen Energien En | m
und merken uns nur die Unterschiede zum Wasserstoffatom:

* Die Zahlenwerte fir die En |,m werden ziemlich anders sein.
* Die Energie wird bzgl. der Quantenzahlen | und m in der Regel nicht mehr entartet sein.
* Die Form der Orbitale wird im Detail etwas geandert sein, aber nicht beziiglich der prinzipiellen Form.

’ Da jedes Elektron einen eigenen Zustand besetzt (Pauli-Prinzip!), erhalten wir folgendes Schema der Zustande mit
Besetzungen fiir die jeweiligen Atome:
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’ Nun haben wir aber genug mit Atomen herumgespielt. Das interessiert hochstens Chemiker. Wir Ingenieure l6sen jetzt
mal die Schrodingergleichung fir einen Kristall — in der nachfolgenden Ubungsaufgabe !

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.3-1

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.1

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.1

In der Materialwissenschaft (und Physik und Mathematik) heif3t die Wurzel aus -1 "i" und nicht j wie in der ET&IT!
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2.3.3 Zustande, Wellen, Energie und Impuls

’ In diesem Modul wiederholen wir ein paar Grundtatsachen tber Wellen aus dem Blickwinkel der Wellenfunktion, fassen
das soeben Gelernte noch mal zusammen und legen noch ein bi3chen was drauf.

Man muss nicht alles gleich komplett verstehen. Wichtig ist, sich zunehmend in die Terminologie und Denkweise
einzuarbeiten.

Zustédnde und Zustandséanderungen

’ Mit dem Input "Potential” und der Schrédingergleichung als "Datenverarbeiter” erhalten wir als Output die méglichen
Zustande des Systems, das wir berechnen; bisher war das immer ein Elektron.

Ein Zustand wird durch eine von typischerweise « viel moglichen Wellenfunktionen plus einer zugehérigen
Gesamtenergie definiert. Die Sortierung der « vielen Losungen erfolgt durch ein mehr oder minder umfangreiches
System von Quantenzahlen.

Typischerweise tauchen in der Wellenfunktion Ausdticke der Form exp(ik-r) auf. In der Reinform haben wir dann
eine ebene Welle. Die Grof3e k heil3t Wellenvektor , sie enthalt die folgenden Informationen:

e Ausbreitungsrichtung der Welle (in k-Richtung).

* Die Wellenlange A\ = 21/|k]|.

» Den Impuls des durch diese Welle beschriebenen Elektrons; es gilt die De-Broglie-Beziehung p = lik.

* Die Energie E(k) des durch diese Welle beschriebenen Elektrons; aus dem De-Broglie-Impuls folgt die (rein

kinetische) Energie zu E(k) = (ik)2/(2me).

Alle Wellensorten kénen durch geeignete Uberlagerungen von ebenen Wellen dargestellt werden. Die Bedeutung
des Wellenvektors (oder dann der Wellenvektoren) bleibt erhalten, jedoch kann sich die Energie-Impuls-
Beziehung , d. h. der funktionelle Zusammenhang E(k ) stark andern.

’ In der formalen Beschreibung eines Zustands taucht die Zeit nicht auf. Ein Elektron in einem Zustand tut so gesehen
nichts, es existiert in zeitlich unveranderlicher Form; nichts passiert.

Falls was passieren sollte, d.h. falls sich was &ndern sollte, hat sich nicht der Zustand geandert, sondern das
Elektron hat seinen Zustand gewechselt . Es wird jetzt durch eine andere Wellenfunktion beschrieben und hat, wenn
sich wirklich was &ndern soll, jetzt auch eine andere Energie.

Die interessanten Zustandsénderungen bedingen damit Energieaufnahme oder -abgabe, und das immer in
Quanten, die zum Abstand der Energieniveaus passen.

’ Der Energieerhaltungssatz erzwingt einen Partner fiir Zustandsanderungen. Die Energie muss von "jemand" kommen
oder an "jemand"” gehen. Die Auswahl an Partnern fur die uns interessierenden, im Kristall herumlaufenden "freien
Elektornen" ist aber begrenzt; wir haben nur :

1. Atomkerne (aus Protonen und Neutronen zusammengesetzt) + Elektronen = Atome oder lonen = "der Kristall" fiir
uns.

2. Andere (freie) Elektronen.

3. Photonen = "Lichtteilchen".

’ Das war's. In den drei Moglichkeiten steckt alles, was uns in dieser Vorlesung interessiert:

Die Nummer 1 koppelt die Vibrationen der Kristallatome oder ihre thermische Energie an die freien Elektronen, die
im Leiter und Halbleiter den Strom tragen. Hier kommt die Temperatur als wesentlicher Parameter ins Spiel.

Die Nummer 2 ist trickreich. Unser Elektron muss die anderen Elektronen vermeiden wie die Pest — es gilt das
Pauli-Prinzip. Das ist entscheidend fur die Stromleitung und viele andere Materialeigenschaften.

Hinter der Nummer 3 verbirgt sich die Solarzelle, die "light emitting diode" oder LED, der Halbleiter-Laser und so
ziemlich alles, was entfernt mit Licht zu tun hat.

’ Deswegen missen wir uns mit den Grundlagen der Quantentheorie beschéftigen. Man (und frau) kann moderne ET&IT
sonst nicht mal ansatzweise verstehen.
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Laufende ebene Wellen

’ Dieser Abschnitt gibt die Essenz dieses bereits mehrfach empfohlenen Links wieder.

’ In der Ubungsaufgabe 2.3-1 haben wir fir die Wellenfunktion eines Elektrons, multipliziert mit dem Phasenfaktor +exp (i
w t), eine laufende ebene Welle bekommen, beschrieben durch

wrt) = Aexp(ik-rexp(iwt) = Aexpli(k-r = wi)]

Je nach Vorzeichen * innerhalb des Phasenfaktors lauft die Welle nach links oder rechts (selbst Uberlegen, warum).
Wir nehmen jetzt das Minuszeichen.

’ Wir nehmen das mal als typisch fiur Wellenfunktionen und schauen uns an, was das bedeutet. Falls wir erst mal nur den
Realteil verwerten, erhalten wir

Rey(r,t) = Acos(k-r — wt)

Es handelt sich um eine laufende ebene Welle, da sich die Phase wt linear mit der Zeit &ndert. Zu jedem
Zeitpunkt tj sieht man eine Momentaufnahme der Welle; etwas spater, zum Zeitpunkt tj + At, hat sich der
Cosinus etwas "verschoben" — die Welle "lauft", wie weiter unten dargestellt.

Fur den Imaginarteil gilt natrlich im Prinzip dasselbe; davon lernen wir nichts Neues.
’ In der Quantenmechanik betrachten wir nicht nur den Realteil, denn die Wellenfunktion ist eine intrinsisch komplexe
Funktion, d.h. nicht nur aus Grinden der Schreib6konomie.

Physikalische Bedeutung hat aber (fiir uns) nur das Betragsquadrat der Wellenfunktion , |p|2 = ¢ *; und das ist
eine reelle Funktion oder Zahl. Wir erhalten:

Yy = AA*

’ Das Betragsquadrat dieser Wellenfunktion ist also eine Konstante, r und t "fliegen raus". Deswegen kann man den
Phasenfaktor getrost immer gleich weglassen.

Damit ist die Aufenthaltwahrscheinlichkeit des Elektrons im betrachteten Raum Uberall gleich. Unten ist die
Wellenfunktion fiir zwei verschiedene Zeiten und die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte |y|2 dargestellt.

Re ¥

Y

A
RV VA

t+ At

e’
A

Stehende Wellen

’ Wer die Ubungsaufgabe 2.3-1 auch fiir feste Randbedingungen (richtig) gerechnet hat, wird als Lésung der
Schrddingergleichung stehende Wellen bekommen haben.

Stehende Wellen erhalt man immer, indem man zwei in entgegengesetzte Richtungen laufende Wellen tberlagert.
Die Formel dazu sieht so aus:

w(rt) = exp(+ik-rexp(iwt) + exp(-ik-r)exp(iwt)

’ Wie man die Uberlagerung macht, ist egal — daher das "+"-Zeichen.

Betrachten wir den Fall mit der additiven Uberlagerung der beiden Wellen, so ergibt sich

P(r,t) = 2cos(k - r) exp(iwt)
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Der Realteil dieser Funktion zeigt wiederum die Eigenschaften dieser Welle:

Re Y(r,t) = 2cos(k - r) cos(wt)

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion , also die quantenmechanische Aufenthaltwahrscheinlichkeit(sdichte) von z.
B. einem Elektron, ist nun nicht mehr konstant im Raum, sondern gegeben durch

Y2 = 4cos?(k - 1)

Und das sieht fiir zwei stehende Wellen @ 1 und Y2, mit Frequenzen v und v2 = 2v1 (oder ko = 2k1), so aus (die
rote Kurve ist Y1):

L A

Die Wahrscheinlichkeitsdichte hat jetzt Maxima und Minima, an denen sie = 0 ist.

Kugelwellen

’ Kugelwellen sind Wellen, die sich von einem Punkt aus in alle Richtungen gleichférmig ausbreiten. Zweidimensional
kennt das jede und jeder, die/der schon mal einen Stein ins Wasser geworfen hat.

In der Welt der Physik/Materialwissenschaft treten Kugelwellen aber auch auf, wenn man z.B. Licht (oder
Elektronenwellen oder Phononen [= Gitterschwingungen] oder ...) an einem "punkt"férmigen Streuzentrum (ein
Atom, ein anderes Elementarteilchen, eine Ausscheidung ...) — nun ja, halt streut.
Jedes denkbare Streuzentrum ist hinreichend punktférmig, sobald es viel kleiner ist als die Wellenlange der Welle,
die gestreut wird.

’ Die gestreute Welle wird im Nahfeld, d.h. in der N&he des Streuzentrums, beschrieben durch

1
w(rlt) = —expli(k]|r] + wt)]
|r]

Und das sieht so aus:

Re (y)

Erreger

"I Wellenfronten
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Elektron als Wellenpaket

’ Wie beschreibt man nun ein einzelnes Elektron, Proton, Neutron (oder, falls wir gleich verallgemeinern: ein Atom, viele
Atome; Herrn Schrdder, das Universum), das wir nicht als Lésung der Schrédingergleichung bekommen, sondern von
dem wir einfach wissen , dal3 es sich irgendwo (d.h. an einem halbwegs definierten Ort) befindet und das keinesfalls
Uberall gleichzeitig sein kann. Auf3erdem wird es evtl. auch noch mit einem halbwegs definierten Impuls herumlaufen.

Eine unendlich ausgedehnte ebene Welle mit Giberall konstanter Aufenthaltswahrscheinlichkeit kann das einfach
nicht leisten.

’ Wir beschreiben das so, dass wir den Ebene-Welle-Term exp(ik-r ) beibehalten, aber das Teilchen trotzdem halbwegs
lokalisieren.

Wir betrachten jetzt also ein Elektron, das aus irgendwelchen Griinden nicht mehr gleichmaRig tber den ganzen
Raum verschmiert ist, sondern in einem mehr oder weniger prazise definierten Raumbereich lokalisiert ist.

Es hat dann keinen reinen Wellencharakter mehr, sondern es verhalt sich auch wie ein Teilchen, da es nur in einem
bestimmten Raumbereich eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit hat.

’ Rein mathematisch beschreiben wir das mit einem Wellenpaket , das wir durch eine Uberlagerung von « vielen Wellen
erhalten.

Dazu nehmen wir Wellenvektoren mit verschiedenen Amplituden; d.h. A = A(k) aus einem Intervall [k — Ak/2 , k +
Ak/2]

Die « vielen Wellen werden aufaddiert oder integriert; wir erhalten

k + Ak/2
w(rl o = AK) expli (k' -1 + wi)] dk’
k —"Ak/2

Jetzt darf es im Kopf klingeln: Das sieht nicht nur wie eine Fouriertransformierte aus, sondern das ist die
Fouriertransformierte des "Spektrums", der Verteilung der Amplituden auf die k-Werte (und damit auch auf die
Frequenzwerte). Wer nun die Fouriertransformation (noch) nicht kennt, hat allerdings keinen Nachteil davon, dal3 es
bei ihm nicht klingelt.

’ Was dabei rauskommt, sieht etwa so aus:

¥l
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Elektron als Wellenpaket zu verschiedenen Zeiten.
Der Realteil der Wellenfunktion ist rot dargestellt,
die Wahrscheinlichkeitsdichte (= Betrag py*) ist blau.

’ Kann man das einfach verstehen? Ja - wir brauchen nur einen Haufen Cosinusse mit verschiedenen Wellenlangen zu
nehmen, die wir so Uberlagern, daf3 bei x = O alle den Wert 1 haben.

Die Uberlagerung produziert dann bei x = 0 einen ziemlich groRen Wert, aber etwas entfernt davon gibt es nur noch
ein wildes Gewusel aller mdglichen Werte, die sich gegenseitig aufheben.

Etwas vornehmer (und méglicherweise fur Zweitsemester unversténdlich) ausgedruckt: Die Fouriertransformierte
einer Deltafunktion enthalt alle Frequenzen von 0 bis « mit gleicher Amplitude. Engen wir den Frequenzraum ein
(indem wir z.B. die Amplitude mit wachsendem Abstand von einer Grundfrequenz auf O fahren), ergibt sich ein
Wellenpaket.

’ Das Wellenpaket beruht also darauf, daf? ein Bereich von Wellenvektoren mit einer "spektralen Breite" von Ak beitragt.
Im Ortsraum hat das Wellenpaket eine laterale Ausdehnung von Ax.
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Im Sinne der Quantenmechanik handelt es sich dabei um die Unschéarfen der jeweiligen Grofen.
Bemerkenswerterweise liefert die Theorie der Fouriertransformation, dafl? das Produkt dieser Unschéarfen bei einem
sog. GauRRschen Wellenpaket konstant ist. Diese Tatsache kann physikalisch sofort verstanden werden: Mit Ak ist
die Impulsunscharfe A p = i Ak verbunden, und nach der Unscharferelation ist das Elektron daher auf einen
endlichen Raumbereich Ax beschrénkt.

Dies steht im Gegensatz zum Elektron als laufende Welle, das im gesamten Raum verteilt ist — denn mit Ak - 0
ist AX - » verbunden.

Was konnen Wellen, was Teilchen nicht kbnnen?

In der klassischen Physik gibt es nicht nur Teilchen, es gab immer auch schon Wellen — z. B. elektromagnetische
Wellen, Wellen in Wasser und akustische Wellen.
In der Tat: Blast man in eine Orgelpfeife oder Flote der Lange L , regt man eine stehende Welle im Druck p der
folgenden Form an:

px,t) = po exp(+ikx)exp(iwt) £ exp(—ikx)exp(i wt)
k = 2T /L odernA\=L
n =1,23,4,..

In anderen Worten: In der Orgelpfeife (oder auf der Violinsaite) kénnen nur Wellen "leben”, deren Wellenlangen A
exakt in die Lange L der Pfeife (bzw. der Saite) passen.

Blast man in ein kugelférmiges Musikinstrument (z. B. eine Okarina), regt man ... — genau! Man regt nahe
Verwandte der Kugelflachenfunktionen des Wasserstoffatoms an! Deshalb war die Mathematik des
Wasserstoffatoms schon vor seiner "Erfindung” bekannt!

Was also ist neu? Nun — alles! Teilchen kénnen jetzt einiges, was sie klassisch niemals kdnnten:

* Sie kdnnen interferieren, d. h. sich gegenseitig verstarken oder ausléschen — auch mit sich selbst!

* Sie kdnnen an periodischen Strukturen gebeugt werden.

* Sie werden von Hindernissen beeinflusst, die sie auf ihrer Flugbahn gar nicht tangieren.

e Sie kdnnen durch massive Wande einfache "tunneln”.

* Sie kdnnen "Uberall" gleichzeitig sein (wo genau "ist" denn eineWelle?).

* Sie kénnen auf Randbedingungen wie "Flétenlange" reagieren und nur noch diskrete Zustande einnehmen.

’ Eine Frage muf3te sich aufdrangen: Was fur eine Wellenlange hat denn ein Teilchen (wie z. B. ein Elektron)? Das kann
man mit dem schon Gelernten selbst herausfinden!

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.3-2

’ OK — gehen wir mal ganz kurz durch die obige Liste. Und was folgt, sind nicht Spekulationen, sondern durch zahllose
Experimente bis ins Kleinste bestatigte Fakten.

’ Interferenz von Teilchen
Teilchen als Teilchen laufen mit konstantem v gegen eine Wand mit zwei schmalen Schlitzen. Entweder laufen sie

durch die Schlitze, oder sie werden reflektiert. Hinter der Wand findet man Teilchen nur exakt hinter den Schlitzen
(mit "Wahrscheinlichkeit" w = 1) und sonst nirgendwo (d. h. mit "Wahrscheinlichkeit" w = 0).

Doppelschlitzexperiment

rids

ot——j3 .
e o>
® l—plo—l} _
y=y - e
o 4
JHIAHA
Was ein Teilchen macht Was eine Welle macht
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Teilchen als (ebene) Welle (oder wer's lieber hat: als Wellenpakete) laufen mit konstantem k gegen eine Wand mit
zwei schmalen Schlitzen. Jedes Teilchen lauft gleichzeitig durch beide Schlitze und interferiert mit sich selbst. Die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen hinter der geschlitzten Wand zu finden, sieht aus wie ein typisches
Interferenzmuster, denn es ist ein Interferenzmuster.

’ Beugung an periodischen Strukturen
Ein optisches Gitter ist eine periodische Struktur; Licht wird daran gebeugt , falls die Gitterkonstante und die
Wellenléange &hnliche Gré3enordnungen haben — d. h. beide im pm-Bereich liegen.

Ein Kristall ist eine periodische Struktur mit einer Gitterkonstante im Ongstrém-Bereich (1 A= 0.1 nm).
Materiewellen werden daran gebeugt, falls ihre Wellenlange ebenfalls in diesem Bereich liegt — was sie fiir
Elektronen tut, wie wir wissen, falls wir Aufgabe 2.3-2 gemacht haben.

Elekironen

Kristall Bildschirm

Beugung von Licht am optischen ~ Beugung von Materiewellen am
Gitter Kristallgitter

Was fir die Elektrotechnik der Oszillograph, ist fur die Materialwissenschaft die Beugung von "Teilchenwellen" oder
Materiewellen am Kristall. Wir werden das spéater brauchen und ausfuhrlicher besprechen.

’ Eigentlich nicht vorhandene Hindernisse und der Tunneleffekt

Kommt ein Teilchen geflogen, auf der Hohe hg , mit der kostanten Geschwindigkeit v. Dann ist da noch eine
knallharte Mauer mit der Hohe h < hg (Bilder oben) oder h > hg (Bilder unten). Schaun' mer mal, was klassischen
Teilchen und Teilchenwellen dabei so passiert.

b v v
I S ——— - —— fy H @—pt— @ @

h
v v v
brg | o—>-4--| I | 0—»4—-|0—>
> x

Klassisches Teilchen und Mauer Materiewelle und Mauer

|
Y
L2
|
Y
"

Was ein klassisches Teilchen macht, ist véllig klar: Es fliegt entweder tber die Mauer und nimmt sie dann
Gberhaupt nicht wahr, oder es knallt dagegen und wird reflektiert. Eine Materiewellen dagegen macht sehr

merkwirdige Dinge:

e Es nimmt die Mauer auch dann wahr, wenn es problemlos driiberfliegen kénnte. Ein Teil der Welle wird

reflektiert, der Rest fliegt weiter.
* Falls es tief genug fliegt, um gegen die Mauer zu knallen, wird es zwar reflektiert, aber nur zum Teil, der Rest

"tunnelt" durch die Mauer und fliegt auf der anderen Seite weiter. Wir haben den Tunneleffekt .
Wie darf man das verstehen? Schlicht und ergreifend so, dass die Betragsquadrate der Wellenfunktionen fur die
Zustande "Reflektiert, obwohl es driiber pal3t” (= P r, ) und "Durchgetunnelt, obwohl es k nallt" (= Yg, k) nicht null
sind. Es besteht eine endliche Wahrscheinlichkeit dafur, das (ganze) Teilchen mit v oder —v rechts oder links der
Mauer zu finden. Wie grof3 diese Wahrscheinlichkeiten sind (d. h. die Zahlenwerte von |y, dl? und [Wd, k|2), hangt
von der Hohe und (vor allem) der Dicke der Mauer ab (sowie von der Masse des Teilchens!).
Der Tunneleffekt scheint ziemlich exotisch zu sein. Der Schein triigt! Er kommt in jedem modernen Mikroelektronik-
Chip und in vielen anderen ET-Produkten sehr stark zum Tragen!

’ Wellen kénnen Uberall gleichzeitig sein

Ein klassisches Teilchen ist entweder hier oder dort — mit hoher Prézision. Von hier nach dort kommt es durch eine
entsprechende Bewegung; dazu braucht es eine Zeit At, die man ausrechnen kann — und die nicht beliebig klein

sein kann, sagt A. Einstein.
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Wo ist denn eine ebene Welle Y g ~ exp(i k - r) gerade? Oder At spater? Wie wir in Ubung 2.3-1 (hoffentlich)
ausgerechnet haben, ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit Yo Wo* = | 0|2 fiir das zugehérige Teilchen iiberall
konstant.

Was bedeutet konkret eine Aussage wie "die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist Gberall konstat und = 0,1"? Wenn
ich eine Messung an einem definierten Ort mache, finde ich ja keine Zehntelteilchen, sondern mein Messinstrument
sagt mir eindeutig, "das Teilchen war zum Zeitpunkt to der Messung bei (xo, Y 0, Zo) entweder komplett da oder
komplett nicht da". So ist das auch — der Detektor registriert entweder ein komplettes Teilchen oder gar keines.
Wenn ich fur unser Beispiel 1000mal messe, wird es etwa 100mal da sein und 900mal nicht. Genau wie auch sonst
in der Stochastik: Ein Wirfel gibt jede Zahl auf seinen Seitenflachen mit der gleicher Wahrscheinlichkeit 1/6, aber
bei jedem Wurf eben nur eine einzige wohldefinierte Zahl.

Wie ist das bei anderen Wellen? Exakt so wie bei "gezinkten" Wiirfeln. Die Wahrscheinlichkeiten sind nicht mehr
uberall gleich, sondern wir haben jetzt eine Aufenthaltswahrscheinlickeit |po(X, y, z, t)|2 , die eine Funktion des
Ortes und vielleicht auch der Zeit ist.

Man kénnte sich nattirlich ein Wellenpaket nach obigem Vorbild auch so konstruieren, dass nur ein scharfer Peak
vorhanden ist (mit minimalen "Unterschwingern”). Dann weif3 man ziemlich genau, wo sich das Teilchen befindet;
man hat es bis auf ein kleines Ax lokalisiert. Aber je schérfer defniert, desto mehr Wellen mit exp(i kn x) mit
verschiedenen ky, muss ich tUberlagern (fur eine sog. & -Funktion « viele). Das heiR3t, bei einem solchen scharfen
Wellenpaket weiR ich leider fast nichts mehr (iber seinen Wellenvektor k und damit tiber den Impuls p = lik. Er ist
bestenfalls noch bis auf ein Ak bestimmbar. Rechnet man das durch, erhélt man Ax - Ak > h als grundséatzliche
Eigenschaft aller Wellen — und das sollte uns bekannt vorkommen!

’ Wellen kénnen auf Randbedingungen wie "Flétenlange" reagieren und dann nur noch diskrete Zustande
einnehmen

Das ist eine gute Nachricht! Die Quantisierung kommt in der Regel durch die Randbedingungen zustande (siehe
Ubung 2.3-1). Ein akustisches Musikinstrument (eine Orgelpfeife, eine Violinsaite, eine Tuba, ...) kann halt nicht alle
Tone hervorbringen — sondern nur die, die geometriebedingt passen.

Richtig zu bemerken ist das aber nur in Bereichen, in denen Wellenldnge und Geometrie die gleiche GréRenordung
haben. In das "Instrument Horsaal" passen jede Menge Wellen mit nahezu beliebigen Wellenlangen, die sehr viel
kleiner sind als die Ausdehnung des Raums; von der Quantisierung merkt man dann nichts mehr. Larm mit
beliebigen Frequenzen ist méglich. In anderen Worten: In der halbwegs makroskopischen Welt wird man von der
Quantisierung bei Teilchenwellen mit sehr kleiner Wellenlange (Aufgabe 2.3-2 ) nicht mehr viel merken — es gilt die
klassische Physik als sehr gute Naherung!

An dieser Stelle sieht man, warum die Quantentheorie (falschlicherweise) als Theorie "nur" fur das sehr Kleine
gesehen wurde (und wird): Die Quantisierung ist bei Randbedingungen fir "grof3e" Systeme nicht mehr
wahrnehmbar. Sie ist aber trotzdem da, und sie definiert die Zustande, auch wenn die Parameter wie Energie usw.
unmessbar dicht nebeneinander sitzen.

Stay cool, (wo)man!

’ Man kann jetzt leicht zum Schluss kommen:

1. Die Quantentheorie kann man nicht verstehen, sondern allenfalls in Form vom Mathematik nachvollziehen und
ausrechnen.
2. Die einschlagige Mathematik ist grundsatzlich aufwendiger als bei der klassischen Physik.

Ja, schon — aber ...

1. ... das "Verstehen" dauert ja immer ein Weilchen, wenn man mit etwas vollig Neuem konfrontiert wird.

2. ... wir kdnnen die aufwendige Mathematik (Hilbertraum, Eigenwertprobleme, Operatoralgebra, ...) weitgehend
vermeiden.

3. ... es gibt eine Vereinfachung derart, dass man die altbekanten klassischen Formeln und Begriffe (sowie die
"Denke") weiter benutzen darf, vorausgesetzt man hat den einen oder anderen Parameter geeignet
umdefiniert.

Punkt 3 beschreibt, was wir hier weitgehend tun werden.

’ Also: Kein Grund zur Panik. Wer z. B. den klassischen, angetriebenen, harmonische Oszillator mit Reibung beherrscht,
braucht keine Angst vor dem zu haben, was kommt! Wir werden ihn nicht quantenmechanisch angehen!
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2.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 2.3 "Essenz der Quantentheorie"

’ Fur alle Rechnungen sieht das Schema so aus:

" Input" ist das Potential U(r). V.V + =
* "Output" ist die komplexe Wellenfunktion y(r) plus ) U-Ew O
die zugehorige Gesamtenergie E.

* Die Verknlpfung von Input und Output leistet die
Schrddingergleichung, rechts in Kurzform notiert
(mit dem Skalarprodukt ¥ - ¥ = Summe der
zweiten partiellen Ableitungen nach allen drei
Ortskoordinaten).

* Das Betragsquadrat Y - y* - dV gibt die
Wahrscheinlichkeit an, das behandelte Teilchen im
Volumenelement dV zu finden.

’ Im allgemeinen gibt es viele (meist « viele) Losungen, die
mit Quantenzahlen n, m, ... durchnumeriert werden.

0 0.1 nm

r

Eine der Losungen = ein mdglicher Zustanddes | oo

Systems. /

Zu jedem Zustand Yn, m, ... gehort eine Energie En, m,
Letztes

besetztes
Nivean

Verschiedene Zustaden kénnen dieselbe Energie %
haben. Die Energie ist dann beziiglich der
zustandsbeschreibenden Quantenzahlen entartet.

’ Was man erhalt, z. B. fiir ein Atom, kann wieder in einem

¥l Epa[eV]

Potentialtopfmodell visualisiert werden = Die lonisierungsenergie | ist im Bild
Gezeigt sind zwei Wellenfunktionen = 2 Zustande mit enthalten! (Die Energieachse mul3
zugehdrigen E-Werten und weitere Energieniveaus natdrlich nach oben zeigen.)

ohne Wellenfunktionsbild.

Welche Lésungen realisiert werden (= welche
Zustande mit Elektronen besetzt werden), entscheidet

» die Natur der betrachteten Teilchen sowie

e die "Temperatur" oder die Einbettung in die
"Umwelt" (in der Regel das Prinzip der
Minimierung der Energie).

’ Alle Teilchen haben auch Welleneigenschaften und kénnen
interferieren, im Extremfall mit sich selber p = nk

(Doppelschlitzexperiment).
Entscheidende GroRen sind die Wellenlange A, der 2m
Wellenvektor k und der Impuls p .

k
Sie sind durch die de Broglie-Beziehung gekoppelt. K]

’ Es gibt zwei fundamentale Teilchensorten:

Elektronen in einem

* Bosonen; mit ganzzahligem Spin (s =0, £1, 2, ...);

z. B. Photonen: s = +1 System kbnnen nie
* Fermionen; mit halbzahligem Spin (s = £%, +3/2,

...); z. B. Elektronen, Protonen, Neutronen: s = +% densc_alben Zustand
FiUr Fermionen (und nur fir Fermionen) gilt das einnehmen

unglaublich wichtige Pauli-Prinzip >
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’ Wichtig ist, was passiert, wenn man aus einzelnen
Potentialtopfen fur Elektronen einen Kristall macht — durch
Uberlappung der Einzelttpfe.

Das Pauli-Prinzip erzwingt die Aufspaltung von
Uberlappenden Einzelniveaus in Bander (bei
gleichzeitiger Energieabsenkung; sonst tritt keine
Bindung auf).

Wie diese Bander genau aussehen, d.h. wieviele
Platze (= Zustande) sie Elektronen bei der Energie E
bieten, entscheidet Uiber die wesentlichen
elektronischen Eigenschaften des Materials (Leiter,
Halbleiter, Isolator, ...).

¥ Aufgaben:

Diese beiden Aufgaben sind sehr lehrreich. >
Man sollte sie zumindest nachvollziehen!

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.3

Hier noch ein "Multiple Choice"-Test, der zwar etwas Uber
den Stoff hinausgeht, aber man kann es ja mal probieren!

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.3

Ubungsaufgabe

Ubungsaufgabe

Aufgabe 2.3-1

Aufgabe 2.3-2
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https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_2/exercise/e2_3_1.html
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https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_2/exercise/c2_3_1.html

2.4 Ergdnzende Quantentheorie

2.4.1 Das Atom und seine Elektronenhtlle

’ Wir springen fur dieses Unterkapitel grundséatzlich zum Kapitel 2.1 des Hyperskript "Einfihrung in die
Materialwissenschaft I".

Was uns dort erwartet ist in diesem Modul kommentiert aufgelistet und auch direkt verlinkt.

Die wichtigen Module des Quantentheoriekapitels in "MaWi "

’ Wirklich wichtig sind nur die Module im Unterkapitel 2.1 "Quantentheorie der Atome"

e 2.1.1 Ausgangspunkt.
e 2.1.2 Frihe Atommodelle: Bohr und de Broglie.
e 2.1.3 Schrédingergleichung und Wasserstoffatom.

e 2.1.4 Lésung der Schrodingergleichung fir das Wasserstoffatom.
e 2.1.5 Lésungen der Schrédingergleichung und Aufbau aller Atome.
* 2.1.6 Das Atom und die Chemie-.

Basics

e b2.1.1 Elementarteilchen.

’ Neben diesen Riuckgratmodulen sind folgende Module besonders zu empfehlen:

* b2.1.6 Interferenz und Beugung.

Illustrationen

e g2.1.2 Termschema.

e i2.1.1 Sichtbare Wellenfunktion.

Advanced:

e m2.1.1 Lésung der Schrodingergleichung. fir das H-Atom.

e 12.1.11 Was ist Spin?

e 12.1.12 Pauli Prinzip im Detalil.
e 12.1.22 Besetzungssystematik.

e 12.2.2 Strukturbildung.

Basics Ruckgrat lllustrations Advanced
b2 1 1 r2 11 b2 11 213
Elementarteilchen Ausgangspunkt lonisationsenergien Paradigms lost
b2 1 2 212 g2_1 2 214
Isotope Bohr u. de Broglie Termschema Bicher QT
b2 1 3 r2 13 i2 11 m2 11
Mafeinheiten allg. S.-Gleichung und H-Atom Sichtbare S.-Gleichg. und H-Atom
b2 1 4 r2.14 Wellenfunktion n2_1 2
Periodensystem (mit vielen Loésg. S.-Gleichung n2 11 Boltzmann
Sekundarlinks) Wasserstoff Cardano in der SZ n2 13
b2 15 r2.15 t2 11 Feynman
Komplexe Zahlen Loésg. S.-Gleichung Balmer Spektrum n2 14
b2 1 6 Atome allg. t2. 1 2 Penrose
Interferenz und Beugung r216 1. Hauptsatz Matwiss 12 1 1
b2 17 Atom und Chemie t2 1 3 Stolpersteine
Potential r2 17 Faustregel t2. 1 2
b2 1 8 Merkpunkte 2.1 t2. 1 4 Schrédingers Katze
Naherungen S.-Gleichung t2 1 3
b2 1 13 Strahlungsgesetz
Sl Units t2 1 4
b2 1 14 Sommerfeldsche

’ Wer mal ein biRchen "browsen" will: Hier ist eine Gesamtiibersicht der behandelten Themen:

2. Vom Atom zum Festkorper

2.1 Quantentheorie der Atome
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cgs Units

1212

Lectures...

m2 1 1

Radiale Verteilungsfunktion
n2 11

Alte Griechen

t2 1.1
Anthropomorphismus
Yard

Anglosachsische Langen
Flachen

Flachenmale

Lichtjahr
Astronomische Langen
Meter

Meter

2.2 Bindungen

221
lonenbindung
222
Madelung./Pottopf
r2 2 3

Kovalente Bindg.
2.2 4

Metall Bindg.
225
Sekundar-Bindung
r2 26
Gemischte Bindung
2 2 7
Merkpunkte 2.2

a2 21
Hupfendes Elektron

g2 2 1
lonen-, Atomradien

g2_2 2
kovalente Bindg.-Bilder

g2_2 4
MalReinheit Landtag

2.3 Potentialtépfe und Eigenschaften

r2 31

Potentialtopfe fur Atome
r2 32

Potentialttpfe fur
Elektronen

r2 3 3

Merkpunkte 2.3
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Schule

t2 15

Compton Effekt

t2 1 6
Komplementaritat
t2 1 8

Finden - erfinden
t2.1 9
Auswahlregeln
t2.1 10

Feynman und Pauli
t2 1 11

Spin

t2 1 12

Pauli im Detail

t2 1 13
Energieminimierung?
t2 1 14
Elektronegativitat
t2.1 15

Wahre Bohr Postulate
t2.1 16
Pyramidenzoll

t2 1 19

Edel

t2.1 20

Tuftler und Denker
t2 1 21

E-Modul und Felder
t2 1 22
Besetzungssystematik
Artikel "Glotz"

t2 21
Madelungkonstante
t2 2 2
Strukturbildung

t2 2 3
Bindungspotentiale

231

Simulation Teilchen
Simulation
Teilchen im Pottopf
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2.5 Zusammenfassungen zu Kapitel 2

2.5.1 Merkpunkte zu Kapitel 2 "Bindungen und einige Eigenschaften der Festkorper"

’ Bindungspotentiale und erste Eigenschaften

’ Zwischen zwei lonen gibt es anziehende und abstoR3ende Krafte; im

Gleichgewichtsabstand ro= Bindungsabstand ist die Summe der
Krafte = 0
Fir lonen ist die anziehende Kraft = Coulombkraft; sie nimmt
als Funktion des Abstands r mit r—2 ab.
Uber die abstoRende Kraft wissen wir nur, dass sie bei zu
grof3er Nahe sehr schnell sehr groR wird, d. h. mit einer
Funktion wie r—™, m >> 2) anwachst.
Statt Kréaften betrachten wir aber besser das zugehdrige Potential
U (r), gleich dreidimensional als Funktion des Ortsvektors r .
Das Potential der Coulombkraft hat also die Funktionalitat
Ucoulomb % L_l

Aus abstoRendem Potential und anziehendem Potential kann man,
falls uberhaupt eine Bindung vorliegt, durch (vorzeichenrichtige)
Addition immer einen Potentialtopf U(r) konstruieren.

Das abstoRende Potential wird mit B / r M beschrieben.

Das anziehende Coulombpotential wird mit —Acoy / r
beschrieben; mit Acou = (q1 - q2)/(4T€Q)

Falls wir nicht nur die Coulomb Wechslwirkung zwischen zwei
isolierten lonen betrachten, sondern die zwischen einem lon in
einem Kitristall und allen ( o vielen) anderen, muss Acoy mit
der Madelung-Konstanten « ~ 1,5 ... 4,5) multipliziert werden.

Als eine allgemeine Naherungsformel mit A = o - Acoy dient
dann die Gleichung

Uon(n)= — - —
rm r

Um die Bindungsenergie zu erhalten, muss zur Tiefe des
Potentialtopfes Ug noch die Energiebilanz aus lonisierungsenergie |
und Elektronenaffinitat A addiert werden, da aus den Atomen
zuerst lonen werden.
Kleine lonisierungsenergien liegen im Bereich von 5 eV (Alkali-
Metalle), gro3e Elektronenaffinitaten im Bereich 3 eV
(Halogene).

Von der lonenbindung kommt man leicht zu jeder Bindung: sie
braucht einen Potentialtopf und kann immer in folgender Form
geschrieben werden:
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r

U(r)=- I F@) -dr

ro
E=— grad[U@)] = —Vuq
ou ou
FX:_—’ Fy:_—, FZ:_
ox oy

AbstoBlendes
Potential

o Abstand r

—lh 4 Gesamtpotential

Konstruktion Potentialtopf

X*lon + €~

Xatom + |

XTlon+A = Xatom *+ €~

Im Bindungspotential steckt:

e Struktur des Festkorpers
(Kristall, welcher Typ, ...).

* Elastizitatsmodul E.

e Thermischer
Ausdehnungskoeffizient o .

e Schwingungsfrequenz der
Atome im Kristall.

* Maximale Bruchfestigkeit.

* Ungefahrer Schmelzpunkt.




Von den vier Unbekannten A, B, m, n kdnnen zwei durch die * Ungetanrer Schmelzpunkt.

leicht zu messenden GréRen Ug und rg substituiert werden; n
ist manchmal bekannt (s. 0.).

Im Bindungspotential stecken viele wichtige Eigenschaften des
zughorigen Kristalls

’ Der Elastizitatsmodul E misst die durch eine mechanische
Spannung o verursachte Dehnung € eines Materials. Kr Spanmung 6= Fi4

raft
Er ist gegeben durch _’..-’

Fliche 4
Dehnung &= (/- L}

’ Bindungstypen und Eigenschaften

’ Man kann vier Bindungstypen unterscheiden: lonische, kovalente,

o @
Metall- und Sekundarbindungen. T =
T
Treibende Kraft fir alle Bindungen ist die Moglichkeit der o ? , T s
Energiesenkung durch Annaherung an "abgeschlossenen" 5 g o u
Schalen oder Orbitale (Edelgaskonfiguration) plus evtl. daraus 9 s
folgende Coulombanziehung. [w [ 1 |[m] s |

’ Die anziehenden Krafte der lonenbindung sind rein elektrostatisch.
Das zugehdrige Potential ist das Coulomb-Potential (mit
Madelungkonstante).

lonenkristalle haben typischerweise starke Bindungen, sind
Nichtleiter und durchsichtig, da keine freien Elektronen
vorhanden sind.

’ Merke:

» Elektrische Leitfahigkeit beruht auf freien, d. h. im Kristall
beweglichen Elektronen.

* Lichtteilchen, d. h. Photonen, interagieren nur mit freien
Elektronen

’ In kovalenten Bindungen "teilen” sich die Bindungspartner einen
Mangel an Elektronen.

O Atom

p Orbital

Sind die Elektronen in anderen als s-Orbitalen, sind die
Bindungen automatisch gerichtet

Typischerweise starke bis sehr starke Bindungen.

Pl

s Orbital

B . ()rhital H Atom
H Atom

Typischerweise keine freien Elektronen, d.h. durchsichtige
Isolatoren.

Aber: Halbleiter sind meist kovalent gebunden. Freie Elektronen
entstehen durch thermische Energie und Defekte.

’ In metallischen Bindungen werden Uberschissige Elektronen an den

® L/ ®
Kristall abgegeben. @ @ @ @
L
Die positiv geladenen lonenriimpfe sitzen wie Rosinen im Teig o * ® S
des Elektronengases. Die Bindungsstéarke reicht von sehr 9 @ '© o

schwach sein (z. B. Hg, Ga) zu sehr stark (z. B. W, Ta).

Metall haben also eine Dichte an freien Elektronen in der
GrolRenordnung der Atomdichte.
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Metalle sind leitfahig und undurchsichtig.

Sekundare Bindungen sind relativ schwach (und ermdoglichen damit
"das Leben" bei Raumtemperatur).

Wichtig sind Dipol-Dipol-Bindungen (Van-der-Waals-Bindungen)
und die Wasserstoffbriickenbindung.

’ Im allgemeinen Fall treten Bindungen gemischt auf:

’ Essenz der Quantentheorie

’ Fur alle Rechnungen sieht das Schema so aus:

e "Input" ist das Potential U(r).

e "Qutput" ist die komplexe Wellenfunktion p(p)

* plus die (konstante) Gesamtenergie E.

* Die Verknlpfung von Input und Output leistet die
Schrodingergleichung =

Das Betragsquadrat @ - g* - dV gibt die Wahrscheinlichkeit an,
das behandelte Teilchen im Volumenelement dV zu finden.

’ Im allgemeinen gibt es viele (meist » viele Lésungen, die mit
Quantenzahlen n, m, ... durchnumeriert werden.

Eine spez. Losung = ein moglicher Zustand des Systems
Zu jedem Zustand Yn, m, ... gehort eine Energie En, m, ...

Verschiedene Zustéden kénnen dieselbe Energie haben. Die
Energie ist dann bezuglich der zustandsbeschreibenden
Quantenzahlen entartet.

Was man erhélt, z. B. fUr ein Atom, kann wieder in einem
Potentialtopfmodell visualisiert werden.

Gezeigt sind zwei Wellenfunktionen = Zusténde, und
Energieniveaus aus den zugehérigen E-Werten.

Welche L&sungen realisiert werden (= welche Zustande besetzt
werden), entscheidet

» die Natur der betrachteten Teilchen sowie
e die "Temperatur" oder die Einbettung in die "Umwelt" (in
der Regel das Prinzip der Minimierung der Energie).

’ Es gibt zwei fundamentale Teilchensorten:

* Bosonen ; mit ganzzahligem Spin; z. B. Protonen,
Neutronen, Photonen.
* Fermionen ; mit halbzahligem Spin; z. B. Elektronen.

Far Fermionen gilt das unglaublich wichtige Pauli-Prinzip:

’ Wichtig ist, was passiert, wenn man aus einelnen Potentialtopfen fur
Elektronen einen Kristall macht — durch Uberlappung der Einzetopfe.

Das Pauli-Prinzip erzwingt die Aufspaltung von iberlappenden
Einzelniveaus in Bander (bei gleichzeitiger Energieabsenkung;
sonst keine Bindung!).

Wie diese Bander genau aussehen, d.h. wieviele Platze (=
Zustande) sie Elektronen bei der Energie E bieten, entscheidet
Uber die wesentlichen elektronischen Eigenschaften des
Materials (Leiter, Halbleiter, Isolator, ...).
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Fragebogen

All "Multiple Choice"-Fragen zu
Kapitel 2

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 79



https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_2/exercise/c2_5_1.html

2.5.2 Was man wissen muss

Allgemein

’ Minimalkenntnisse tber Atome und Photonen:
Sortiert nach Ordnungszahl z = Periodensystem. GréRRe ~ 1 A = 0,1 nm, Atomgewicht ~ Gewicht Atomkern.

Minimalkenntnisse "Chemie": Halogene, Alkali, Edelgase, ...; lonenbildung; Begriff von lonisierungsenergie und
Elektronenaffinitat. Bestreben nach Edelgaskonfigurationen. Mol und Avogadrokonstante (6,0 - 1023 mol-1).
Elektronenvolt als Energieeinheit.

Elektronenkenngrof3en:. Masse ~ 1/2000 der Protonenmasse, Grof3e << Atomgréi3e, Trager von —e, Spin s = £1/2,
magnetisches Moment mp. Elektronen sind Fermionen.

Photonen = "Lichtteilchen". Energie der Photonen des sichtbaren Lichtes = 1 eV (besser = 2,5 eV). Photonen sind
Bosonen.

’ Bindungspotentiale fur Molekule und Kristalle:
Potentialtopf U(r) aus anziehendem und abstol3endem Teil. Kenngréf3en Ug und ro.
Bedeutung der Madelungkonstante.

Kristalleigenschaften aus Bindungspotential (Formeln hilfreich, aber nicht nétig):

e Schmelzpunkt (kg Tm = Ug)

e E-Modul E = (1/r o) - d2U/dr?

* Vibrationsfrequenz wo (aus "Federkonstante" = E - ro und Masse m; wg = (E - ro/m)”2
* Thermischer Ausdehnungskoeffizient ® = € therm /T aus Asymmetrie des Potentials.
e Max. Bruchparameter (€ max =~ 30 %)

Federanalogie; Spannung o und Dehnung €, E-Modul und Federkonstante. Darstellung div. Eigenschaften im
Potentialbild.

’ Dieses Bild mu3 man draufhaben!

Pot. Energie
ry Mittlere Position

Abstand r

Energieniveau der
Schwingung bei T3

Max. pot.&\ y Energieniveau der
Schwingung bei 73

Max. kin. Energie
=max. pot. Energie

’ Rolle der Temperatur. Generell gilt: kg T = thermische Energie.

Essentiell: Gleichverteilungssatz: mittlere thermische Energie pro klass. Teilchen mit f Freiheitgraden: Uteilchen =
1of kgT.

Energieniveaus im Potentialtopfbild, Bedeutung fir Eigenschaften.
’ Bindungsarten:

Die vier Grundtypen; "Bindungsarme" bei kovalenten Bindungen; aus allem div. Schlussfolgerungen fir
Kristallbildung. Dichteste Kugelpackung bei Metallen zu erwarten; spez. Strukturen bei kovalent etc.

’ Essenz der Quantentheorie

Absolutes Minimum: Zustandekommen der Potentialtopfmodelle fur Elektronen im Einzelatom und im Kristall.
Verstandnis der Begriffe "Zustand", "Energieniveau”, "Entartung”, "Besetzung".

Diese Bilder muf3 man verinnerlicht haben:
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Epu[eV] 0 0.1nm

Zahlen und Formeln

’ Auf jeden Fall muss man wissen:

Anmerkung: In der Regel reichen "Zehner"-Zahlen. Genauere Werte sind in Klammern gegeben

Zahlen
GrolRe Zehnerwert Besserer Wert
GroRe eines Atoms (Durchmesser) ~ 1A=01nm 1A...3A
Photonenenergie (sichtbares) Licht ~ leV (1,6...33) eV
_Schw!ngungsfrequenz Atome ~ 1013 Hz
im Kristall
Formeln
(Vektoren sind mit einem Unterstrich notiert.)
ez
Coulombpotential Ucou =
4TM-€q - r
Beziehung Kraft E(r) — Potential U(r ) ED = -Vup
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o =
A
(@) — lo
Mech. Spannung o, Dehnung €, E-Modul E € = —
lo
do
E =
de
Mittlere thermische Energie UTeilchen - VafkgT

eines klassischen Teilchens

(innere Energie; Def. der Temperatur) (- Anzahl der Freiheitsgrade)

kgT
kgT)

Thermische Energie Etherm
(GroRenordnung von UTejichen ) (UTeilchen

u
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3. Idealer Kristall

3.1 Kristall und Symmetrien

3.1.1 Definitionen und Beispiele

3.1.2 Notation von Richtungen und Ebenen im Gitter

3.1.3 Kristall und Eigenschaften

3.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 3.1 "Kristall und Symmetrien"

3.2 Einige wichtige Kristalle

3.2.1 Dichteste Kugelpackungen

3.2.2 Kristallgalerie

3.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 3.2 "Einige wichtige Kristalle"

3.3 Zusammenfassungen zu Kapitel 3

3.3.1 Merkpunkte zu Kapitel 3 "ldealer Kristall"

3.3.2 Was man wissen muss
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3. Idealer Kristall

3.1 Kristall und Symmetrien
3.1.1 Definitionen und Beispiele

Die Grunddefinition

’ Wir haben schon gesehen, dass alle ungerichteten Bindungen "automatisch" zu einer regelmafigen Packung fiihren,
und dass wir mit mindestens drei gerichteten Bindungen (+ sekundare Bindungen; siehe z. B. Graphit) ebenfalls einen
regelmafigen dreidimensionalen Aufbau erwarten kénnen.

Wir werden das jetzt noch etwas systematisieren und uns die Grundlagen der Kristallographie anschauen.

’ Als ersten grundlegenden Punkt definieren wir:

Kristall = regelméaRige Anordnung
von identischen Bausteinen

Das Gitter

’ Die "regelmallige Anordnung" a3t sich mathematisch durch ein Raumgitter erzeugen.

Vier Punkte im Raum; einer davon der
Ursprung.
Drei Basisvektoren aj
fuhren zu den drei anderen Punkten

Fortsetzung der Raumpunkte;
an sich klar, aber ziemlich
untbersichtlich

’ Wie man sieht, sind Zeichnungen von mathematischen Punkten (= « klein), die gleichmaf3ig im Raum verteilt sind (von
— o bis + «)

1. unmadbglich, und
2. selbst mit Einschréankungen noch recht untibersichtlich.

Mit Hilfslinien oder "Gitterlinien" und Kreisen statt Punkten wird's besser:

Deutlich besser.
Grole Gitter"punkte" und Gitterlinien als Hilfslinien
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’ Noch besser ist eine formale Definition: Ein (periodisches) Raumagitter ist definiert durch:

1. Einem Vektortripel, bestehend aus den Basisvektoren a 1, a2, az, mit denen man ein Parallelepiped aufspannen
kann, das wir Elementarzelle (oder manchmal auch Einheitszelle) nennen.

2. Einem Satz von « vielen Translationsvektoren T dieses Gitters, die durch T = uaj + vaz + waz (mit (u, v, w) =
alle ganzen Zahlen) definiert werden, und deren Endpunkte die Punkte des Gitters reprasentieren.

Damit ist ein beliebiges Raumgitter eindeutig definiert.

Die Basis

’ Was sind die "identischen Bausteine", die wir die Basis des Kristalls nennen?

In einfachsten Fall besteht die Basis nur aus einem einzigen Atom oder mindesten 2 lonen (warum?). Wenn wir auf
jeden Gitterpunkt dann ein einziges solches "Klgelchen" setzen oder eine "Hantel" aus zwei Kugeln, bekommen
wir die Kristallbildchen, die in Kapitel. 2.1.4 schon mal gezeigt wurden.

’ Wir halten als Definition eines Kristall also fest:

Kristall = Gitter + Basis

Lo00 00
©.0.0.0.0.0.0
L g B e S

Die Gitterpunkte sind hier die kleinen roten Punkte (auch ganz links!)

Die beiden zweidimensionalen Beispiele zeigen:

1. Eine Kklare dichteste Kugelpackung mit einem Atom in der Basis. Das Gitter ist offenbar hexagonal.
2. Einen mdoglichen lonenkristall. Das Gitter ist offenbar kubisch. Die Basis besteht aus zwei (verschieden)
geladenen lonen.

Mit den Begriffen kubisch und hexagonal haben wir Gbrigens ganz bestimmte (und unmittelbar véllig klare)
Symmetrien beschrieben, die diese beiden speziellen Gitter haben.

’ Ein unangenehmer Verdacht kommt hoch. Kann es sein, dass die Kombination eines Gitter plus einer moglicherweise
komplizierten Basis in drei Dimensionen eine Unzahl von Kristallen - von einfachen kubischen Strukturen bis zu
hochkomplexen Gebilden - produzieren kann?

Ja! Gottseidank - die Welt ware sonst erheblich langweiliger! Wer Lust hat schaut sich mal die Bildchen einiger
noch relativ einfacher Kristalle an, oder gleich die Edelsteine. Bemerkenswert ist beispielsweise der Opal.

Wichtige Gitter und Kristalle

’ Wir machen uns das Leben hier aber einfach und schauen uns nur einen kleinen, aber wichtigen Ausschnitt aus der
Welt der Kristalle etwas genauer an. Das tun wir, indem wir die Oberklasse "allgemein definiertes Gitter" in
Unterklassen einteilen, so wie man die Oberklasse "Lebewesen" ja auch unterteilt in z. B. Tiere, Pflanzen, Schleimpilze
und Banker. Wir unterteilen "Gitter" in 14 Untergruppen, genannt "Bravais-Gitter". Insgesamt gibt es aber nur 7
grundlegend verschiedenen Gitter-Symmetrien; diese Symmetrieklassen werden (verallgemeinernd) Kristallsysteme
genannt (und nicht "Gittersysteme", wie eigentlich zu erwarten). Der Link fiihrt zum vollen Programm; hier schauen wir
nur auf wenige wichtige Punkte:

Erstens betrachten wir hier nur 2 Kristallsysteme mit hoher Symmetrie, namlich das kubische und das
hexagonale. Zum kubischen Kristallsystem gehéren drei Bravais-Gitter, zum hexagonalen nur eins:
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Name des Achsenwinkel Zugehorige Bravaisgitter

Kristallsystems Beim fcc-Gitter sind nicht alle Gitterpunkte (=
Lange der blaue Kreise) eingezeichnet.
Basisvektoren Beim hcp-Gitter ist die EZ (dicke Linien) erganzt,

um die hex. Symmetrie zu zeigen)

Kubisch o =B=y=900
a1= ap = a3
=a

= Gitterkonstante kubisch-

kubisch- kubisch-
primitiv raumzentriert flachenzentriert
(body (face centered
centered cubic, fcc)
cubic, bcc)
Hexagonal o =B =900, % Achtung! Die
a;=ap +as Y = 1200 blauen Kreise
Ublich: e oder Kugeln
al—ax=a symbolisieren
az=c W hier
Hex. Ebene = hexagonal mathematische
Basisebene (hex) Punkte!

’ Die gezeigten Gitter haben einen hohen Grad an Symmetrie - im Gegensatz zu dem allgemeinen Gitter, bei dem alle
drei Basisvektoren verschieden lang sind und die drei Winkel zwischen den Basisvektoren beliebige Werte haben
kénnen.

Die kubischen Gitter haben beispielsweise 4-fache Rotationssysmmetrie um drei Achsen, Spiegelsymmetrie an drei
Ebenen (Bild und Spiegelbild sind identisch) und Inversionssymmetrie (Vertauschen von r mit —r bringt nichts
Neues).

In den drei kubischen Gittern haben alle drei Basisvektoren dieselbe Lange; beim hexagonalen Gitter ist die Lange
von agz = ¢ im Prinzip zwar frei, aber spatestens dann eindeutig gegeben, wenn wir das Gitter fir einen dichtest
gepackten Kristall verwenden. Man bezeichnet dann die jeweilige Lange der relevanten Basisvektoren als
Gitterkonstante a.

’ Zweitens beschranken wir uns auf eine Basis mit nur 1-2 Atomen / lonen.
’ Damit kénnen wir folgende, weitreichende Aussagen machen:

1. Die Kombination von 1 Atom in der Basis mit dem kubisch-flichenzentrierten oder fcc-Gitter (face centered
cubic) ergibt immer eine dichteste Kugelpackung.
Etwa 30 % der Elemente kristallieren in einem solchen fcc -Gitter oder -Kristall (hier ist der Unterschied
bedeutungslos), z.B. Al, Ni, Cu, Pd, Ag, Pt, Au sowie alle Edelgase.

2. Die Kombination von 2 identischen Atomen in der Basis (eines bei (0,0,0), das andere bei (S,S,%2) mit dem
hexagonalen Gitter ergibt ebenfalls eine dichteste Kugelpackung.
Etwa 35 % aller Elemente kristallisieren in einem solchen hcp-Kristall (hexagonal close packed), darunter
beispielsweise Mg, Re, Co, Zn, Cd, C (als Graphit), aber auch z.B. N bei tiefer Temperatur.

3. Die Kombination von 1 Atom in der Basis mit dem kubisch-raumzentrierten oder bcc-Gitter (body centered
cubic) ergibt keine dichteste Kugelpackung.
Etwa 30 % der Elemente kristallieren in dieser Form, z. B. K, Rb, Cs, V, Nb, Ta, Cr, Mo und W.

4. Die Kombination von 2 Atomen in der Basis (bei (0,0,0) und (Y4, %, ¥4) ) mit dem kubisch-flachenzentrierten
oder fcc-Gitter (face centered cubic) ergibt keine dichteste Kugelpackung, dafiir aber die Grundstruktur der
meisten Halbleiter wie Si, Ge (Diamantstruktur), GaAs, InP, ... (Zinkblendestruktur).

Diese 4 Punkte werden hier absichtlich nicht illustriert, denn dafiir gibt es eine Ubung!

Ubungsaufgabe
Aufgabe 3.1-1

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 3.1.1
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3.1.2 Notation von Richtungen und Ebenen im Gitter

Miller-Indizes

’ Wer Ubungsaufgabe 3.3-1 gemacht oder zumindest angeschaut hat, ist (iber ein gewisses Sprachproblem gestolpert:
Es wird eine "Raumdiagonalebene" eingefiihrt, und auch sonst werden Ebenen in einem Gitter/Kristall prominent

herausgestellt.

Wenn man nicht beschreibend bleiben will ("die Ebene, die beim Atom oben links beginnt und durch die Atome ...
fihrt"), gibt man sich am besten eine mathematische Definition, die alle mdglichen Falle einschlie3t. Man macht
das Uberall auf der Welt mit den sogenannte Miller-Indizes, die wie folgt definiert sind:

Definition (und Rezept)

Kubisches

a3

Gitter
Schnittpunkte
bei

Eine Ebene in einem Gitter wird durch drei ganze Zahlen indiziert, P

ay,

indem man

e den Ursprung der EZ nichtin die zu indizierende Ebene legt,
sondern in eine Nachbarebene;
¢ die Schnittpunkte der Ebene mit den Basisvektoren

1,1, ©
Indizes (110)

Kubisches

bestimmt (wenn kein Schnittpunkt vorhanden ist, entspricht

das "o Y
¢ das erhaltene Zahlentripel reziprok darstellt und die j
resultierenden Briiche durch Erweitern ganzzahlig macht; — L

Gitter
Schnittpunkte
bei

aus o wird dabei 0. Nicht erlaubt ist Kiirzen, falls die
reziproken Zahlen keine Briiche sind (aus den
Schnittpunkten 1/2, 1/2, 1/2 erhélt man 2, 2, 2 und nicht 1,
1,1).

e Auftauchende negative Zahlen werden durch einen
Uberstrich dargestellt (in HTML nicht so einfach darstellbar,
wir schreiben stattdessen mit '-Zeichen)

¢ Das Zahlentripel hkl wird in runde Klammern (hkl) gesetzt,
falls es sich um eine spezifische Ebene handelt, und in
geschweifte Klammern {hkl}, falls die Gesamtheit aller
kristallographisch gleichwertigen Ebenen mit denselben
Indizes gemeint ist.

0,1, 0

Indizes (010)

Triklines
Gitter
Schnittpunkte
bei
1,1,1
Indizes (111)

Das mag zunachst etwas verquer erscheinen - es ist aber ungeheuer niitzlich, denn mit den so gewonnenen Zahlen

(= Miller-Indizes) laft sich famos rechnen!
’ Wenn wir schon dabei sind, definieren wir gleich noch die Miller-Indizes fur Richtungen:

Definition (und Rezept)

Eine Richtung in einem Gitter wird durch drei ganze Zahlen indiziert, indem

» der Ursprung der EZ auf die gewiinschte Richtung gelegt wird;

* ein Vektor in der gewlinschten Richtung in kleinstméglichen
ganzzahligen Komponenten der Basisvektoren ausgedriickt wird;

» auftauchende negative Zahlen durch einen Uberstrich darstellt werden
(in HTML nicht so leicht darstellbar, wir schreiben stattdessen mit dem
Minus [*-"] oder Strich [* " "]) und

* das erhaltene Zahlentripel uvw in eckige Klammern [uvw] gesetzt wird,
wenn es sich um eine spezifische Richtung handelt, und in spitze
Klammern <uvw>, wenn die Gesamtheit aller kristallographisch
gleichwertigen Richtungen gemeint ist.

<100> = alle Winfelkanten

<110> = alle Flichendiagonalen
<111>=alle Raumdiagonalen, z.B.
alle 3 Petmutationen der Indizes:
[111], [111], [111], (111,

[111], [111], [111], [111],
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’ Das mussen wir iben!

Ubungsaufgabe
Aufgabe 3.1-2

Rechnen mit Miller-Indizes

Wir kdnnen bereits hier einige Vorteile (aber noch langst nicht alle) der auf den ersten Blick etwas seltsamen Miller-
Indizes ableiten und verwenden. Im folgenden sind sie fur kubische Gitter nur postuliert und aufgelistet; die Ableitungen
und Beweise schenken wir uns hier. Wer's genauer wissen will, benutzt den Link.

1. Die Richtung [hKI] steht immer senkrecht auf der Ebene (hkl).
2. Die Abstande dnk| zwischen zwei direkt benachbarten Gitterebenen sind direkt aus den Indizes berechenbar.

Die Formeln fir nichtkubische Gittersysteme kénnen etwas kompliziert sein, aber in unseren kubischen Gittern gilt
ganz einfach:

a

dhkl =

(h2 + k2 + |2)1/2

Damit wird klarer, warum die gewabhlte "reziproke" Definition der Miller-Indizes flr Ebenen sehr vorteilhaft ist.

’ Damit haben wir aber die Thematik "Rechnen mit Miller-Indizes" nur gestreift. Sobald man zum Beispiel
Rontgenstruktruranalytik betreibt, d.h. aus Réntgenbeugungsmessungen den Kristall rekonstruieren will, wird man
heftigst mit Miller-Indizes hantieren.

Fragebogen
Einfache Fragen zu 3.1.2
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3.1.3 Kristall und Eigenschaften

Unmittelbare Eigenschaften

’ Inzwischen wissen wir, dass viele Eigenschaften der Materialien aus der (Kristall-)Bindung kommen. Die exakte Gestalt
des Potentialtopfes einer Bindung gibt uns:

* Den Gleichgewichtsbindungsabstand — oder die Gitterkonstante des Kristalls.
» Die Bindungsenergie (und damit eine Idee fur den Schmelzpunkt Tm.

* Den Elastizitdtsmodul E.

* Den thermischen Ausdehnungskoeffizienten .

» Die Frequenz der Gitterschwingungen.

» Die maximale Bruchdehnung und -spannung

Das ist eine ganze Menge. Falls wir aber die Kristallstruktur kennen, d.h. Gitter und Basis, wissen wir noch etwas
mehr.

’ Alle obigen Eigenschaften (und noch viel mehr) kénnen in zwei Varianten auftreten:

e isotrop; d. h. in jeder beliebigen Richtung mif3t man dieselbe Eigenschaft, z. B. denselben Wert des E-Moduls.
e anisotrop; d. h. die Eigenschatft ist eine Funktion der Kristallrichtung <u,v,w >.

’ Kurzes (oder langeres) Nachdenken fuhrt zum Schluss, dass alle Gitter aul3er den kubischen automatisch zu
anisotropen Eigenschaften fihren muissen!

Wer's nicht glaubt, berechnet mal den E-Modul als Funktion von <u,v,w >. Hinweis: Da der E-Modul die auf eine
Flacheneinheit bezogene "Federkonstante" der Bindung ist, muss man die Zahl der Bindungen pro Einheitsflache
abzéahlen.

Vom (hexagonalen) Graphit wissen wir, dass die {001}-Kristallebenen sehr leicht gegeneinander verschiebbar sind,
senkrecht dazu aber "gar nichts geht". Anisotroper geht's nicht. Im "Bleistift" oder in Graphitschmierstoffen wird
diese Eigenschaft gezielt genutzt; ebenso in CFK (Carbon-Faser-Kunststoffverbund).

’ Die sich aufdrangende Frage ist nun: Warum merkt man vom grundsétzlich anisotropen Verhalten der meisten Kristalle
(z. B. der Steine oder der hex. Metalle "eigentlich" nichts? Die Antwort ist:

1. Die meisten Kiristalle sind Polykristalle. In jedem Korn sind die Eigenschaften anisotrop. Uber viele Kérner mit
statistisch verteilten Richtungen gemittelt, finden wir aber einen isotropen Mittelwert.

2. Die Anisotropie ist durchaus vorhanden, fallt dem Laien aber nicht auf, da er die Zusammenhange nicht
durchschaut. Zum Beispiel sind die hexagonal dicht gepackten Metalle wie Mg deutlich sproder als die kubischen
fcc- oder bcc-Metalle, und das ist sowohl eine direkte Folge der anisotropen hexagonalen Kristallstruktur als auch
ein groRRes technisches Problem.

Defektinduzierte Eigenschaften

’ Ein Polykristall ist im Gegensatz zum Einkristall eine Struktur mit Kristallgitterdefekten. Diese Defekte kénnen sein
Verhalten isotrop machen, obwohl der zughdérige Einkristall stark anisotrop sein kann.
Ein Polykristall enthalt notwendigerweise Korngrenzen, und Korngrenzen sind Defekte im Kristall. Wir haben einen
unubersehbaren Hinweis darauf, dass Defekte die Eigenschaften eines Kristalls stark &ndern kénnen, wie schon in
der Einleitung behauptet.
’ Dass Al>03 als Polykristall plebeisches Schleifpapier oder Korund darstellt, wahrend der mit Cr oder Ti leicht
verunreinigte AloO3z-Einkristall als Rubin oder Saphir teuer verkauft wird, wurde auch schon mal erwahnt.

Wir werden uns also bald den Defekten im Kristall widmen; voher schauen wir uns aber noch ein paar wichtige
Kristalle genauer an.

Fragebogen
Einfache Fragen zu 3.1.3
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3.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 3.1 "Kristall und Symmetrien”

’ Kristall = Gitter + Basis
Gitter: Periodische Punktfolge im Raum

Definiert durch drei Basisvektoren a j und
Translationsvektor
T =uaj+vax+waz;u,vVv,w=Integer

Basis = Minimal 1 Atom bis zum komplexen
Atomverbund

¥ wichtige Gitter:

Kubisch flachen- und raumzentriert (fcc und bcc ; oben)
und hexagonal (hex , unten; links Grundgitter, rechts mit
zusatzlichen Gitterpunkten fur dichteste Kugelpackung,

hcp)

Mit Miller-Indizes werden Richtungen und Ebenen definiert
und beschrieben.

.
E Kubisches Gitter;
Schnittpunkte bei
1,1, «
-l Indizes (110)
a

Mit Miller-Indizes kann man rechnen.

’ Einkristalleigenschaften sind anisotrop (auf3er die kubischer
Gitter).

Kristall = regelmaRige

Anordnung
von identischen
Bausteinen
Kristall = Gitter + Basis
{i}qaq}}q‘j}. L] L] * L] *
@’@qb‘@' L] L] L] L] L]
_ o
Loeee = .+ 0o
{;}.@qb.@. . . * . *
Q00 a
{E} {El {3} {E} L] L] L] L] L]

fcc (1 Atom in Basis) und hcp =
dichteste Kugelpackungen
Packungsdichte ca. 74 %
Etwa 2/3 aller Elemente
Rest meist bcc

Richtung: Kleinste Integers des
Vektors,

<u, v, w>allgemeine Richtung
[u, v, w] spezifische Richtung

Ebene: Ganzzahlige reziproke
Schnittpunkte mit Achsen,
{h, k, I} allgemeine Ebene

(h, k, ) spezifischen Ebene

a

dhki =
(h2 + k2 + |2)1/2

Polykristalle sind isotrop
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3.2 Einige wichtige Kristalle
3.2.1 Dichteste Kugelpackungen

’ Dichteste Kugelpackungen sind uns schon mehrfach begegnet. Sie sollten automatisch auftreten, falls Atome der
gleichen Sorte ungerichtete Bindungen eingehen. Wir haben auch schon gesehen, dass eine dichteste Kugelpackung in
zwei Varianten vorkommt:

e Kubisch-flachenzentriertes Gitter mit einem Atom in der Basis.
¢ Hexagonales Gitter mit zwei Atomen in der Basis.

) Hier schauen wir uns diese beiden Varianten schnell noch etwas genauer an.

’ Wir verwenden eine neue Methode, um einen dicht gepackten Kristall zu bilden: Wir arrangieren seine Bausteine (die
Basis) erst mal in einer Ebene (hier also schlicht Atome derselben Sorte), und wir packen sie gleich noch so dicht als
maoglich.

(" Das sieht ohne Zweifel so aus wie unten links gezeigt.

Dicht gepackte Atomlage auf einer Ebene  Die zweite dicht gepackte Atomlage

{5 Danach legen wir einfach die nachste Atomlage auf die schon vorhandene erste Lage. Die Atome wollen moglichst
dicht zusammenhocken; damit sitzen die Atome der 2. Lage ganz natirlich in den Kuhlen der 1. Lage; so wie oben
rechts gezeigt.

& Um die Lagen auseinanderhalten zu kénnen, nennen wir die erste Lage die "A"-Lage, die zweite Lage die "B"-Lage.
’ Und so weiter. Die 3. Lage kommt auch wieder "auf Kuhle".

. Ja, schon — aber auf welche? Wenn wir genau hinschauen, gibt es jetzt zwei grundsatzlich verschiedene
Kuhlensorten, wie unten links gezeigt.

Die zwei Kuhlensorten der zweiten Lage Die zwei moglichen Stapelfolgen

& Unterhalb der "hex-Kuhlen" liegt ein Atom der A-Lage, unterhalb der “fcc-Kuhlen" liegt eine Kuhle der A-Lage.
Wenn wir das nicht berticksichtigen, sondern einfach an verschiedenen Stellen mal ein Atom der dritten Ebene
draufpacken (wie oben rechts gezeigt) und dann weitermachen, wird es ein Problem geben — wie oben rechts
gezeigt.

’ Falls wir Atomlagen, die exakt Ubereinandersitzen, den gleiche Buchstanben geben, haben wir die Stapelfolgen ABA...

und ABCAB... realisiert, denn im Bild oben links miissen wir den griinen Atomen einen eigenen Buchstaben als
Lagenkennzeichnung geben; sie liegen nicht tiber den A- oder B-Lagenatomen.

’ Wie geht's weiter? In Prinzip kbnnte man jede Stapelfolge machen, die eine Kopf-auf-Kopf-Situationen vermeidet, also
zum Beispiel ABCABACBABCABAC...; nicht aber zum Beispiel ABCAABCCB.... Das ist dann aber mdglicherweise
kein Kristall mehr, falls es "nach oben" keine Periodizitat mehr gibt. (Mit unterschiedlich gro3en Perioden kommt sowas
in der Natur aber durchaus vor, siehe z.B. die vielen Polytypen des SiC [vgl. hier]!)

) Mutter Natur hat es oft (aber nicht immer) einfach und ordentlich und macht deshalb (fast) nur diese Stapelfolgen:
* ABABABAB... = "Hexagonal close packed" (hcp): Kristall gebildet aus dem hexagonalen Gitter mit zwei

Atomen in der Basis (bei (0,0,0) und bei (S,S,%2)).
¢ ABCABCABC... = fcc-Gitter mit einem Atom in der Basis.
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Es ist automatisch klar, dass die Packungsdichte (= durch Kugeln besetztes Volumen der Elementarzelle in %) in
beiden Fallen exakt gleich ist - es sind 74 %. Mehr geht nicht — weniger schon. Ein bcc-Kristall mit einem Atom in
der Basis liegt zum Beispiel bei 68 %.

Wer die Ubungsaufgabe schon gemacht hat, wei3, warum das so ist. Wer die Aufgabe nicht gemacht hat, schaut
sich das Bild unten an und kommt selbst zum Schluss, dass die ABCABC...-Stapelfolge wie oben gezeichnet
nichts anderes ist als ein Blick auf die {111}-Ebenenschar des fcc-Kristalls.

’ Mit einem Atom in der Basis des fcc-Gitters, das dann auf den Ecken und Seitenmitten des Wirfels sitzt, kristallieren
z.B. Al, Ni, Cu, Pd, Ag, Pt, Au sowie alle Edelgase. Das deckt etwas weniger al 30 % der Elemente ab. Etwa 35 %
aller Elemente kristallisieren in einem hcp-Kristall, darunter beispielsweise Mg, Re, Co, Zn, Cd, C (als Graphit), aber
auch z.B. N bei tiefer Temperatur.

Das ist eigentlich klar, denn z.B. alle Metalle sollten wegen ihrer ungerichteten Metallbindung automatisch in einer
dichtesten Kugelpackung kristallisieren.

’ Zwei Fragen dirfen sich jetzt aufdrangen:

1. Warum tun das nicht alle? Was hindert die ca. 30 % der Elementmetalle im Periodensystem (z. B. K, Rb, Cs, V,
Nb, Ta, Cr, Mo und W) daran, in einer dichtesten Kugelpackung zu kristallisieren?

2. Nach welchen Kriterien wahlt Mutter Natur zwischen den beiden dichtesten Kugelpackungen aus? Warum hat
Nickel (Ni) die fcc-Struktur, das sehr @hnliche Kobalt (Co) aber die hexagonale?

’ Die Antwort ist nicht einfach — wir werden spéter darauf zuriickkommen. Es hat etwas mit Entropie zu tun, dem Grad
der Unordnung, und damit auch etwas mit der Temperatur.

Mutter Natur macht die Sache sogar noch spannender: Nicht ganz wenig Metalle &ndern ihre Kristallstruktur mit der
Temperatur. Zwei Beispiele:

» Eisen (Fe): Schmelzpunkt (1535 °C) — 1402 °C: bcg;
1402 °C - 910 °C: fcc;
910°C - 273 °C: bcc.
e Kobalt (Co): Schmelzpunkt (1495 °C) — 440 °C: fcc;
440°0C - 273 °C: hcp.
Das ist nicht nur "interessant", sondern hat gewaltige technische Konsequenzen fir die "metal bending industry"!
Da uns die aber nicht so toll interessiert, gehen wir hier nicht darauf ein.

’ Hier noch eine etwas anspruchsvollere Ubung zur dichtesten Kugelpackung im fcc-Gitter:

Ubungsaufgabe
Aufgabe 3.2-1

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 3.2
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3.2.2 Kristallgalerie

Einfache Kristalle

’ Schauen wir uns mal ein paar Kristallbildchen an — nur um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, was man mit einem Gitter
und einer Basis so alles anfangen kann.

Erst mal wichtige Strukturen fir die Elektrotechnik. Die Striche sind Hilfslinien. Sie illustrieren zwei véllig
verschiedene Dinge: 1. das Bravaisgitter (z. B. die "Wiirfel"), 2. die kovalenten Bindungen.

Zinkblende-Struktur Calciumfluoridstruktur
(wegen ZnS), auch (CaFy):
Sphalerit genannt; . 2), Wurtzit-Struktur
) ) . auch Zirkonoxid-Struktur
bei nur einer Atomsorte: enannt
Diamantstruktur g
Cdia, Si, Ge, GaAs, InP, GaN (auch SiC)
GaP, ... Wichtige Sensoren (z. B. GaN ist
Fast alle wichtigen Lambda-Sonde) Schlusselmaterial fur die
Halbleiter Optoelektronik
’ Hier sind die einfachsten lonenkristalle:
NaCl-Struktur CsClI-Struktur
KCI, AgBr, KBr, PbS, ... oder MgO, FeO, ... TIJ, ..., oder AlINi, CuZn

Wer glaubt, dass die CsCl-Struktur entsteht, indem man Atome auf ein bcc-Gitter setzt, hat etwas griindlich
miRverstanden!

’ Perowskite gewinnen immer mehr an technischer Bedeutung. Es sind immer drei verschiedene Atome beteiligt, und
der prizipielle Aufbau ist sehr einfach:

Typischer Vertreter: BaTiO3 [Ba bei (0,0,0), O bei (¢, ¥2, 0) und Ti im Zentrum bei
(¥, Y2, Y2)]
oder CaTiOg; aber auch YBayCu3z07.

Bei der etwas merkwurdigen Substanz YBaCuOz sollte jetzt vielleicht leise ein Glocken im Hirn zu klingeln
anfangen.

Kompliziertere Kristalle
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’ Schon die einfachsten natirlichen Mineralien haben in der Regel komplizierte Kristallstrukturen.

. Das ergibt sich meist schlicht aus der Tatsache, dass 3,4,5,... viele Atomsorten beteiligt sind. Aber schon mit nur
zwei Atomsorten kann's trickreich werden:

A
v 1T
A
ba !
A
O Al Leer-
stelle

Halbe Elementarzelle von Korund =

schlichtes Aluminumoxid (Al203) Opal im Rasterelektronenmikroskop

Verwendet fir Schmirgelpapier oder, falls

einkristallin, als Substrat fiir Dichte Kugelpackung (fcc) von kleinen
Optoelektronik, kratzfestes "Glas" fur amorphen
teure Uhren; mit etwas Cr oder Ti SiOp-Kigelchen (= Quarzglas). Sehr
verunreinigt als Schmuckstein (Rubin merkwirdig!
bzw. Saphir).

. Die roten "Wiirfil" sind auch im
ABzO4 8Pl piyererTeil des Kristalls

Spinelle = die Welt der Mineralien. Spinell: Mg2*(AI3*)2(0% )4,
Grundformel: Ag B1g O32 Magnetit: Fe3*(FeZ* Fe3+)(0%),

’ Wenn wir jetzt noch die Biologie bemuhen, wird's richtig kompliziert. Wer tiberdies noch den Link betatigt, lernt sogar
noch was uber Kristalle in 6 (!) Dimensionen.

Ein komplexes Protein als Basis. Die
"Bander" symbolisieren C-Ketten mit
Nebengruppen

Relativ simples Protein als Basis;
Anordnung in einem Kristall.

Realer Proteinkristall mit komplexer Basis

’ Jetzt misste sich eine Frage aufdrangen: Woher weil3 man eigentlich, dass das komplexe Protein oben rechts raumlich
so aufgebaut ist wie gezeichnet? Oder ganz allgemein: dass alle hier gezeigten Strukturen so sind wie gezeichnet?
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Antwort: Aus der Strukturanalyse von Kristallen mit Hilfe der Rontgenstrukturanalyse (man kann auch

Elektronenstrahlen oder Neutronenstrahlen nehmen). Um die raumliche Struktur eine Proteins aufzuklaren (die seine
Funktion bestimmt), muss man

1. das Molekul dazu bringen zu kristallisieren (schwierig, miihsam und nicht immer moglich);
2. die Struktur durch Rontgenbeugung bestimmen (nur mit GroRrechner und sehr viel Theorie machbar).

Das paradigmatische Beispiel ist: Bestimmung der DNA-Struktur durch Watson, Crick und Franklin; Anfang der
1950er Jahre

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 3.2
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3.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 3.2 "Einige wichtige Kristalle"

’ Man kann Kugeln (= Atome) auf zwei Arten dicht packen:

. Hexagonal in einer Ebene und dann Stapelfolge

» ABCABCABC...
* ABABABAB...

) Die korrespondierenden Gitter sind

e fcc: 1 Atom in Basis, stapeln auf {111}-Ebenen.
* hex: 2 Atome in Basis, stapeln auf Basisebene {001}.

’ Nicht alle "Metalle" kristallisieren in dichtester Kugelpackung; das ist ein Hinweis
auf eine gerichtete Komponente in der Bindung.

’ Stoéchiometrie und Ladungsneutralitat kbnnen komplexere Strukturen erzwingen.

’ Eine komplexe Basis (z. B. Proteinkristalle) fihrt ebenfalls zu komplexen
Strukturen trotz moglicherweise einfacher Gitter.
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3.3 Zusammenfassungen zu Kapitel 3

3.3.1 Merkpunkte zu Kapitel 3 "Idealer Kristall"

’ Kristall = Gitter + Basis
) Gitter: Periodische Punktfolge im Raum

{0 Definiert durch drei Basisvektoren aj und Translationsvektor
T=ua; +vay +waz; u, v, w = Integer

) Basis = 1 Atom - komplexer Atomverbund

’ Wichtige Gitter:

& Kubisch flachen- und raumzentriert (fcc und bee ; oben) und
hexagonal ( hex unten; links Grundagitter; rechts mit
zusatzlichen Gitterpunkten fur dichteste Kugelpackung, hcp).

’ Mit Miller-Indizes werden Richtungen und Ebenen definiert und
beschrieben.

Kubisches Gitter;
Schnittpunkte bei 1, 1, »
LT Indizes (110)
B H-\-s-..\_‘_
a-

& Mit Miller-Indizes kann man rechnen.

’ Einkristalleigenschaften sind anisotrop (auf3er die kubischer Gitter).

Kristall = regelmaRige

Anordnung
von identischen
Bausteinen
Kristall = Gitter + Basis
@ng})qz}. L] L] * L] *
{;}.@%.{;}. L] L] L] L] L]

_ o
QLeee = ., + d
{;}.{;}QD.{;}. . . * . *
[SXGASNG
{E}@@@ L] L] L] L] L]

fcc (1 Atom in Basis) und hcp =
dichteste Kugelpackungen
Packungsdichte ca. 74 %
Etwa 2/3 aller Elemente
Rest meist bcc

Richtung: Kleinste Integers des
Vektors,

<u, v, w>allgemeine Richtung
[u, v, w] spezifische Richtung

Ebene : Ganzzahlige reziproke
Schnittpunkte mit Achsen,

{h, k, 1} allgemeine Ebene

(h, k, I) spezifischen Ebene

a

dhkl =

(hZ + k2 + |2)1/2

Poly kristalle sind isotrop
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’ Man kannn Kugeln (= Atome) auf zwei Arten dicht packen:

{1 Hexagonal in einer Ebene und dann Stapelfolge

* ABCABCABC..
» ABABABAB..

) Die korrespondierenden Gitter sind

» fcc; 1 Atom in Basis, stapeln auf {111}-Ebenen.
* hex ; 2 Atome in Basis, stapeln auf Basisebene {001}.

’ Nicht alle "Metalle" kristallisieren in dichtester Kugelpackung; Hinweis auf
gerichtete Komponente der Bindung.

’ Stdchiometrie und Ladungsneutralitat kbnnen komplexere Strukturen
erzwingen.

’ Eine komplexe Basis (z. B. Proteinkristalle) fuhrt ebenfalls zu komplexen
Strukturen.
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3.3.2 Was man wissen muss

’ Kristall = Gitter + Basis
Die drei kubischen Gitter; Bedeutung von fcc, hex und bcc.

’ Dichteste Kugelpackung: fcc und hex; betreffen ca. 2/3 der Elementkristalle.
Unterschiede der Stapelfolge: ABCABC =fcc, ABABAB = hcp.

’ Miller-Indizierung von Richtungen und Ebenen.

Klare Vorstellung von {100}, {110}, {111} (man kann es in einem Wiirfel einzeichnen, ohne grof3 nachzudenken).

Erkennen der Diamantstruktur bei diesen Beispielen:

Zahlen und Formeln

’ Auf jeden Fall muss man wissen:

Anmerkung: In der Regel reichen "Zehner"-Zahlen. Genauere Werte sind in Klammern gegeben.

Zahlen neu
GroflRe Zehnerwert Besserer Wert
Typische Gitterkonstante a ~ 1A=01nm 2A...5A
Zahlen alt
GroRRe Zehnerwert Besserer Wert
GroRe eines Atoms (Durchmesser) ~ 1A=01nm 1A...3A
Photonenenergie (sichtbares) Licht = leVv 16...33) eV
_Schw!ngungsfrequenz Atome ~ 1013 Hz
im Kristall
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Formeln alt

GroRRe (Vektoren haben einen Unterstrich) Formel
e2
Coulombpotential Ucou =
Amm-€q-r
Beziehung Kraft F(r) — Potential U(r) ED = -Vup
F
o =
A
I(o) — 1o
Mech. Spannung o, Dehnung €, E-Modul E € = ————
lo
do
E =
de
Mittlere thermische Energie Ueilchen — Vofkg T

eines klassischen Teilchens

(innere Energie; Def. der Temperatur) (f: Anzahl der Freiheitsgrade)

kgT
kgT)

Thermische Energie Etherm
(GroRenordnung von UTeijichen) (UTeilchen

u
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4. Realer Kristall

4.1 Was sind Kristalldefekte?

4.1.1 Wozu braucht die ET&IT Kristalldefekte?

4.1.2 Die Zoologie der Kristalldefekte

4.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.1 "Was sind Kristalldefekte?"

4.2 Atomare Fehlstellen und Diffusion

4.2.1 Grundtypen und Konzentration

4.2.2 Diffusion mit atomaren Fehlstellen und Ficksche Gesetze

4.2.3 Random Walk und Diffusionslange

4.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 4.2 "Atomare Fehlstellen und Diffusion"

4.3 Versetzungen, plastische Verformung und der Rest

4.3.1 Versetzungen und plastische Verformung

4.3.2 Die restlichen Defekte

4.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.3 "Versetzungen, plastische Verformung und der Rest"

4.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 4

4.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 4 "Realer Kristall und defektbedingte Eigenschaften"

4.4.2 \Was man wissen muss
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4. Realer Kristall

4.1 Was sind Kristalldefekte?

4.1.1 Wozu braucht die ET&IT Kristalldefekte?

’ Die ET&IT braucht Materialien mit betimmten, oft sehr prézise definierten Eigenschaften, z.B. Silizium.

Daraus macht sie (oder sonstwer) Bauelemente wie simple Widerstande oder hochkomplexe Chips. Das "Machen"”
impliziert eine Folge von Prozef3schritten, und somit, dass an den Materialien etwas geandert wird. Das heif3t
schlicht und ergreifend, dass nicht mehr alle Atome exakt da sind, wo sie vorher waren.

Ein moderner Chip entsteht z. B. indem ein Ausgangsstuck Si (der Wafer) durch mehr als 500 Prozel3schritte lauft;
bei jedem ProzeRschritt (im einfachsten Fall z. B. "HeiBmachen") hat sich im Si oder im Chip etwas geéndert, und
damit muf3 sich auch im atomaren Mal3stab etwas geander haben.

’ Es gilt nun die einfache Regel:

1. Kristalldefekte bestimmen viele wichtige
Eigenschaften.

2. Kristalldefekte kann man durch
"Prozessieren” leichter manipulieren als
den Kristall.
3. Viele Eigenschaften werden durch

Manipulation der Defekte eingestellt.

’ Zum Thema "Eigenschaften” ist es nitzlich, zwischen defektunabhangigen und defektabhangigen Eigenschaften zu
unterscheiden.

Die ersteren — die defektunabhéngigen Eigenschaften — kennen wir schon. Das sind all die Eigenschaften, die sich
schon ziemlich komplett aus dem Bindungspotential ergeben. Das waren Eigenschaften wie Schmelzpunkt,
Elastizitatsmodul, thermischer Ausdehnungskoeffizient, Schwingungsfrequenz um die Gleichgewichtslage, und
maximale Bruchdehnung.

Es ist vom Prinzip her vollig klar, dass Defekte — z.B. ein bilichen Verunreinigung — diese Eigenschaften in der
Regel allenfalls ein biRchen beeinflussen kénnen. Wir haben aber auch schon gesehen, dass z.B. die
Bruchfestigkeit der "Theorie" nicht so gut folgt, und postuliert, dass hier Defekte eine Rolle spielen.

’ Defektabhangige Eigenschaften werden wir hier etwas naher untersuchen. Sie sind aus zwei Griinden extrem wichtig:

Erstens: Defektabhéngige Eigenschaften kdnnen wir manipulieren, defektunabhéngige Eigenschaften nicht.
HeiBmachen ("Tempern") eines Materials wird den E-Modul nicht permanent &ndern kénnen, wohl aber z.B. die
Leitfahigkeit oder die mechanische Harte. Prozessieren heif3t i.d.R. dal3 wir Defekte manipulieren.

Zweitens: Defektabhéngige Eigenschaften sind haufig die fir das Produkt wichtigen Eigenschaften. Das
Paradebeispiel ist die Leitfahigkeit der Halbleiter (oder die Harte von Stahl).

4.1.2 Die Zoologie der Kristalldefekte

’ Was Defekte im Kristall, Kristalldefekte, oder schlicht Defekte ganz allgemein sind, sagt schon der Name. Was sie
speziell sind, schauen wir uns jetzt naher an.

Man kann sich einen Kristalldefekt leicht vorstellen: Wir machen uns ganz klein, setzen uns auf einen Gitterpunkt
und schauen in die Gegend. In einem perfekten Kristall sehen wir dann die anderen Gitterpunkte der unmittelbaren
Nachbarschaft, und wir sehen auch die diversen Atome der Basis an den durch Gitter und Basis prazise vorgegeben
Positionen. Wenn alles exakt so ist, wie es sein sollte (wir ignorieren die Schwingungen der Atome um ihre
Gleichgewichtslage und eventuelle elastische Verzerrungen), dann ist an unserem Sitzplatz oder direkt daneben
kein Kristalldefekt.

Wenn etwas "nicht stimmt", oder genauer gesagt, wenn die fiir den Kristall typische Symmetrie lokal gestort ist,
dann sitzen wir auf oder direkt neben einem Kristalldefekt.
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’ Es ist eine gute Idee, Kristalldefekte nach ihrer "Ausdehnung" bzw. Dimensionalitat einzuteilen. Das sieht dann so
aus:

Nulldimensionale Defekt hat kleinstmégliche Ausdehnung ..."“‘.
Defekte ="null", d.h. atomare Dimensionen. Wir o0o000
haben @ o0

(auch "Punktdefekte"

e 0 o0
" . o000
Punktfehler”, "atomare ¢ Fehlende Atome = Leerstellen. 0000
Defekte" genannt)

e Extra-Atome, "Eigen-" oder
fremde Zwischengitteratome

Eindimensionale Entlang einer Linie (die nicht gerade
Defekte verlaufen muf3, sondern willkirlich
gekriimmt oder in sich geschlossen sein
kann) ist die Symmetrie verletzt.

(oder "Versetzungen",
"Liniendefekte ")

» Das sind Versetzungen T e
Beispiel: Stufenversetzung

e Es gibt Versetzungen aller Arten.

Zweidimensionale Auf einer Flache (beliebig gekriimmt) ist
Defekte an jedem Punkt die Symmetrie verletzt —
die Teile rechts und links passen nicht

(oder "Flachendefekte") zusammen. Wir haben

Beispiel: Korngrenzen
¢ Korngrenzen,

e Phasengrenzen,
e Stapelfehler,
¢ Oberflache.

Dreidimensionale In einem beliebigen Volumen liegt an
Defekte jedem Punkt eine andere Symmetrie vor

(oder "Volumendefekte") als im Wirtskristall.

e Ausscheidungen, 20 nm
e "Hohlraume" (= Voids) ! . o
Ausscheidung im Beispiel: Void
Polykristall (TEM Bild)
Skala
beachten!

’ Das ist ziemlich anschaulich und nachvollziehbar — die Versetzung vielleicht ausgenommen.

Wir schauen uns das gleich noch etwas genauer an, vorher aber noch mal den Merksatz:

1. Kristalldefekte bestimmen viele wichtige
Eigenschaften.

2. Kristalldefekte kann man durch
"Prozessieren” leichter manipulieren als
den Kristall.
3. Viele Eigenschaften werden durch

Manipulation der Defekte eingestellt.

’ Man kann es gar nicht dramatisch genug ausdriicken. Ohne Kristallgitterdefekte gabe es weder Low-Tech noch High-
Tech; nahezu jede (Material-)Technologie ist im Kern "Defect Engineering", die Manipulation von Defekten in einem
Kristall.

’ Hier noch eine Ubersicht von einigen Kristalldefekten in einem (in der Natur nicht realisierten) kubisch-primitiven Gitter
mit zwei Sorten von Atomen: Leerer Kreis = Basisatom des Kristalls; schwarzer Kreis = falsches Atom ("Dreck").
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. Acht Defekttypen sind gezeigt. Es ist eine gute Idee, zu versuchen, diese Defekte anhand des obigen Schemas zu
identifizieren.

@) Wer den Link betatigt, lernt dariiber hinaus noch, warum es vorteilhaft ist, Defekte zunacht mal in einem kubisch-
primitiven Modellkristall zu illustirern, obwohl es sowas gar nicht gibt.
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4.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.1 "Was sind Kristalldefekte?"

¥ Defekte sind wichtig!

¥ Nulldimensionale Defekte
(oder "Punktdefekte”, "Punktfehler”, atomare Defekte)

Defekt hat kleinstmdgliche Ausdehnung = "null", d.h. atomare
Dimensionen.

* Fehlendes Atom = Leerstelle.
* Extra-Atome, "Eigen" oder fremd

¥ Eindimensionale Defekte
(oder "Versetzungen”, "Liniendefekte”)

Entlang einer Linie (die nicht gerade verlaufen muf3, sondern
willkiirlich gekriimmt oder in sich geschlossen sein kann) ist die
Symmetrie verletzt.

’ Zweidimensionale Defekte
(oder "Flachendefekte™)

Auf einer Flache (beliebig gekrimmt) ist an jedem Punkt die
Symmetrie verletzt — die Teile rechts und links passen nicht
zusammen.

* Korngremzen

* Phasengrenzen
e Stapelfehler

’ Dreidimensionale Defekte
(oder "Volumendefekte™)

In einem beliebigen Volumen liegt an jedem Punkt eine andere
Symmetrie vor.

e Ausscheidungen
e "Hohlrdume" (= Voids)
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* Viele Eigenschaften sind
senstiv auf Defekte.

e Defekte erlauben
Prozessieren.

Beispiel: Leerstelle

Beispiel: Ausscheidung im
Polykristall




4.2 Atomare Fehlstellen und Diffusion
4.2.1 Grundtypen und Konzentration

Die vier Grundtypen

’ Man kann atomare Fehlstellen (AF) mit Atomen des Grundkristalls (also mit Atomen der Basis) machen, oder aber mit
Fremdatomen ("Dreck"), die eigentlich nicht in den Kristall gehdren.

Die Punktfehler kdnnen also "von innen" oder intrinsisch erzeugt werden, oder aber "von au3en" oder extrinsisch.
Zu beiden Grundtypen gibt es zwei Unterarten:

’ Die beiden Unterarten der intrinsischen Defekte sind:

Die Leerstelle (oder englisch "vacancy "); abgekirzt
immer mit V (nicht mit V= Vanadium verwechseln!)

Ein Atom fehlt. Die restlichen Atome werden naturlich
nicht starr am Platz sitzen bleiben, wie in der Graphik
gezeigt, sondern sich etwas in Richtung auf die Licke zu
festsetzen.

Das Bild rechts ist ein STM-Bild (Scanning Tunnel
Microscopy) von Leerstellen auf einer Pt-Oberflache (die
blauen "Kugeln" sind Pt-Atome) und zeigt: 1. dass
Leerstellen sehr reale Defekte sind; 2. dass der
Tunneleffekt sehr reale Anwendungen hat. Hier ist ein
STM-Bild von Si-Leerstellen.

Das Eigenzwischengitteratom (gelegentlich abgekurzt mit ZGA), oder,
O 0 0 O gebrauchlicherweise auf englisch "self-interstitial "; abgekirzt dann " i".
0 00 Ein Atom der Sorte, aus denen der Kristall besteht, sitzt "auf Liicke" zwischen
......... den regularen Atomen.
® 000 © O Wie schon frither, muR hier mal wieder darauf hingewiesen werden, daR die
@ @ o @ blauen Kreise in den Bildchen nicht die Atome reprasentieren — die mufiten
0 000 sich "bertihren"”. Allerdings héatten wir dann Probleme, ein ZGA zu "zeichnen".
o000 . . ) o . . .
Eigenzwischengitteratome sind in den meisten einfachen Kristallen (z. B. alle

Metalle) sehr unwichtig. Die einzige, sehr wichtige Ausnahme ist Silizium und
vielleicht noch einige andere Halbleiter wie GaAs.

’ Die beiden Unterarten der extrinsischen atomaren Defekte sind:

Das substitutionelle Fremdatom.
O ® 000
" N X Ein regulares Atom des Kristall wird durch ein Fremdatom ersetzt bzw.
o 0o 0 substitutioniert .
o .......
Wichtige Vertreter dieser Spezies sind As, B, P in Silizium — die typischen
0000
Dotierelemente, ohne die es keine Mikroelektronik gébe.
Das interstitielle Fremdatom.
® .. ......
O 0 0 O Ein Fremdatom wird ins Zwischengitter gezwangt.
0 00
® 000 0 O
......... Wichtige Vertreter dieser Spezies sind O in Si (kann gut oder schlecht sein)
o000 oder C in Fe (hier beginnt aus weichem Eisen der harte Stahl zu werden).
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’ Das war's. Nicht so schwer. Die Frage, die sich jetzt stellt, ist natlirlich: Wieviele von diesen AF wird man in einem
Kristall typischerweise finden? Und warum?

Konzentrationen atomarer Fehlstellen (AF)

’ Wie messen wir Konzentrationen von AF?

Einfach! Entweder als Anzahl pro cm?3 (d.h. als Dichte mit der MaReinheit cm=3 ) oder als Konzentration in relativen
Einheiten wie % oder ppm , ppb, ... (d.h. als relative Haufigkeit).
’ Bei extrisischen AFs in einem gegebenen Kristall ist die Herkunft und damit die Konzentration im Prinzip klar: Die als
AF vorliegenden Fremdatome stammen aus:
Dem Rohmaterial — d.h. sie waren schon im Ausgangsmaterial vorhanden. Da es keine 100% reine Substanzen gibt,
wird jedes Material unvermeidlich immer ein biRchen "Dreck" auch in Form atomarer Fehlstellen enthalten.
Der Bearbeitung des Materials. Vom Rohmaterial (z.B. ein Stiick Stahlblech oder ein Si-Wafer) bis zum Produkt
(ein Kotfligel oder ein Chip) fuhren immer einige Bearbeitungsschritte. Dabei ist grundsétzlich méglich, daf3 sich der
Gehalt an extrinsischen AF andert. Der Frage, wie das geschehen kann, widmen wir uns etwas spéater.
Man kann und mulR noch unterscheiden, ob die extrinsischen AF absichtlich (wie bei der Halbleitertechnologie oder
Stahlherstellung) oder unabsichtlich in das Material eingebracht wurden. Bei den unabsichtlich vorhandenen AF muf3
man weiterhin fragen, ob sie méglicherweise (und ohne dafd der Anwender das wuf3te) fur die Funktion des Materials
wichtig waren...?
’ Wo kommen nun die intrinsischen AF her? Man konnte sich einen Kristall ja auch ohne sie vorstellen. Die Antwort wird
uns zur statistischen Thermodynamik fihren; hier erst mal nur soviel:
Bei endlichen Temperaturen "mdchten” alle Dinge ein biRchen "unordentlich”" sein — insbesondere auch Kristalle.
Ganz generell gilt fir den "Zustand grof3tmoglicher Zufriedenheit":

Zum thermodynamischen Gleichgewicht
(= Zustand tiefster freier Energie) gehort immer
ein genau definiertes Mal3 an Unordnung.

Was im Detail mit "freier Energie" gemeint ist, klaren wir im nachsten Kapitel; hier interessieren wir uns zunachst

nur fir die Konsequenzen dieser allgemeingtltigen thermodynamischen Aussage.

Ein Kristall enthalt im thermodynamischen Gleichgewicht offenbar immer eine bestimmte Anzahl von intrinsischen
AF wie Leerstellen ("vacancies”, Index V) und Zwischengitteratome (“interstitials”, Index i); sie gehdren untrennbar
zu seiner Struktur.

Ihre Dichte ny j bzw. Konzentration c v ist (in guter N&herung) gegeben durch folgende Formel:

Ev,if
nvi = No-exp(- — )
kgT
nv,i Ev,if
cvi= —— = exp (- — )
No ks T

Hierbei ist Ng die Dichte der Atome, gemessen in cm=3 , ny,i wird ebenfalls in cm~3 gemessen, cv,i dagegen in %
(bzw. in ppm, ppb etc.), und Ey i ist eine fiir den spezifischen Defekt (Leerstelle oder ZGA) typische
Bildungsenergie (englisch "Formation") mit Werten um ~ (0,5 - 2) eV fir Leerstellen und = (2 - 5) eV fir ZGA. (Der
Index F steht bei Ev,iF oben, um diese Energie von der Fermi-Energie EF unterscheiden zu kénnen, die wir schon
bald kennenlernen werden.)

kg T = Boltzmann-Konstante kg mal absolute Temperatur T hat die Dimension einer Energie (sinnvollerweise
gemessen in eV) und ist, wie wir schon wissen, ein Mal3 fur die mittlere thermische Energie eines Teilchens.

Wir kénnen auch leicht ausrechnen, oder wissen schon, daf (kgT)rT = 1/40 eV.

Mit diesen Zahlen sollte man mal spielen! Jeder Ausdruck der Form exp[— Energie / (kgT)] heil3t Boltzmann-
Faktor; er wird uns noch sehr oft begegnen!
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’ Falls man die Bildungsenergie einer intrinsischen AF kennt, kann man jetzt die Gleichgewichtskonzentration

ausrechnen.
Das machen wir als Ubung.

Ubungsaufgabe
Aufgabe 4.2-1

’ Falls die Ubung gemacht wurde, wird sich dem durchschittliche ET&IT-Studi (von den Wirsings ganz zu schweigen)

folgende Frage aufdrangen: "Was soll der Sch...."
Bei Si haben wir selbst dicht am Schmelzpunkt nur eine Handvoll Leerstellen (weniger als ppm) im
thermodynamischen Gleichgewicht. Bei Raumtemperatur sind's unmefbar wenige. Kann man die nicht einfach

vergessen?
Kann man nicht! Denn alle AF haben eine bestimmte Eigenschatft, die sie fur die ET&IT unglaublich wichtig macht:

Atomare Fehlstellen kdnen sich im Gitter
bewegen; sie "diffundieren”

Diffusion im Kristall ist das A und O der Materialtechnik; wir werden das in einem eigenen Modul sogleich naher

anschauen.

Fragebogen
Schelle Fragen zu 4.2.1
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4.2.2 Diffusion mit atomaren Fehlstellen und Ficksche Gesetze

Atomare Diffusionmechanismen

’ Die Bedeutung der Diffusion in Kristallen (d.h. der Bewegung von Atomen in Kristallen) fur die Technologie kann kaum
Uberschatzt werden.

. Betrachten wir als Beispiel die Standardaufgabe der Halbleitertechnik, die Herstellung eines MOS-Transistors.
Folgende (stark vereinfachte) Struktur soll hergestellt werden:

Gate
=]
Sour ce Drain

Querschnitt durch einen einfachen MOS-Transistor

’ Entscheidend ist, daf3 der (hellblau gezeichnete) Si-Kristall ganz bestimmte substitutionelle Fremdatome enthélt — die
roten Punkte markieren z. B. Phosphor-Atome, die blauen Punkte Bor-Atome in Konzentrationen um 1 ppm.

. Diese Fremdatome mussen bei der Herstellung des Transistors in die richtigen Bereiche des Kristall in der richtigen
Konzentration eingebracht werden — aber wie?

& Sie koénnen dabei nurl) von auBen kommen, d.h. sie miissen durch die Oberflache in den Kristall hinein
diffundieren. Wie geht das? Der Kristall ist ja ein geschlossenes Gebilde; Atome kdnnen da nicht so einfach
durchwandern. Wir haben eine Situation wie im néchsten Bild gezeigt.

Oben links ist die Ausgangssituation gezeigt.

Zwei rote Phosphoratome sitzen auf der Oberflache und sollen ins Innere.

Das geht erst, wenn mal eine Leerstelle "vorbeikommt" (mittleres Bild).

Das rechte Bild zeigt dann die Situation etwas spater.

Die beiden Atome sind etwas ins Innere gewandert, sitzen aber immer fest, bis mal
wieder eine Leerstelle vorbeischaut!

Der Kristall ist dabei noch viel geschlossener, als es hier aus Griinden der
Ubersichtlichkeit gezeichnet ist.

Die Kugeln muRten sich ja beriihren, oder sogar ein biRchen durchdringen, wenn
richtige Bindungen vorliegen.

’ Gezeigt ist der Leerstellenmechanismus der Diffusion . Nur Giber diesen Mechanismus ist die Bewegung von
Atomen auf Gitterplatzen mdglich. In der Regel werden die Atome des Kristalls selber in eine benachbarte Leerstelle
springen (man spricht dann von Selbstdiffusion), aber hin und wieder gelingt das auch der kleinen Minoritat der
substitutionellen Fremdatome. Das Ganze kann unten links mal animiert betrachtet werden:
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Links: Leerstellenmechanismus der Selbstdiffusion;
rechts: Diffusion interstitieller Fremdatome

Die Leerstelle selbst muR3 dabei notwendigerweise auch beweglich sein. Sie sitzt nicht immer am selben Platz,
sondern bewegt sich durch das Kristallgitter in véllig statistischer Weise. Sie diffundiert, indem benachbarte
Gitteratome mit ihr den Platz wechseln.

’ Damit wird klar, daR die Diffusiongeschwindigkeit, mit der sich ein Phosphoratom im Si-Gitter bewegen kann (oder
jedes andere substitutionelle Fremdatom in jedem anderen Gitter) im wesentlichen davon abhangt, wie hoch die
Leerstellenkonzentration ist und wie schnell sich die Leerstellen selbst bewegen.

Die entscheidende Grofe fur die Mobilitat eines Fremdatoms ist seine Sprungrate (oder -frequenz) r, d.h. die
(mittlere) Zahl von Platzwechseln pro Sekunde, mit der (im Mittel) sich eine Leerstelle auf einen Nachbarplatz
bewegt oder, exakt dasselbe, ein Atom in die Leerstelle.

’ Die Diffusion von interstitiellen Fremdatomen kommt dagegen ohne Leerstellen aus. Hier hipfen die Atome direkt von
einem Zwischgitterplatz zum nachsten — wie oben rechts gezeigt. Interstitielle Fremdatome diffundieren deshalb haufig
schneller als die substitutionellen.

’ Wie groR ist die Sprungrate von Leerstellen oder ZGAs — egal ob intrinsische oder extrinsische?
Wir wissen , daR die Atome mit einer Frequnz von ca. Vg ~ 1013 Hz um ihre Gleichgewichtslage vibrieren. Anders

ausgedriickt: Ein atomarer Nachbar einer Leerstelle nimmt ca. 1013 mal pro Sekunde einen Anlauf, um den groRen
Schritt in die Leerstelle zu machen. Wie oft ist das Atom erfolgreich?

Einfach: Zahl der Versuche pro Sekunde mal der Wahrscheinlichkeit, daf es klappt. Als Formel fir die Sprungrate

r ergibt sich
EM
r o= Vo - exp (- )
kgT
Zahl der Wahrscheinlichkeit,
Anlaufe /s daf es klappt

EM ist dabei die Wanderungsenergie ("Migration”), d.h. die Energiebarriere, die das hiipfende Atom {iberwinden
muss, um seinen Platz zu wechseln.

’ Fur hiipfende Zwischengitteratome aller Arten gilt exakt dieselbe Gleichung, nur die Wanderungsenergien sind
spezifisch.

’ Die Gleichung oben sollte Assoziationen auslésen! Sie enthalt einen Boltzmannfaktor — exakt wie im vorhergehenden
Modul definiert.

Ein Verdacht kommt auf: Ist ein Boltzmannfaktor schlicht eine Wahrscheinlichkeit? Falls ja, fur was?

’ Die Antwort ist:
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1.Ja

Falls ein wie ein Kristall
"thermodynamisches
System™

verschiedene angeregte
Energiezustande E;j
oberhalb des Grundzustands

hat

(wobei Eg die Energie des Alle Platze mit
Grundzustands [= Zustand Atomen besetzt =
mit der kleinsten Energie] Ep:=0eV

ist),

dann istim

thermodynamischen
Gleichgewicht
(d.h. bei einer bestimmten

Temperatur)

die Zahl der "Teilchen" N; wie z.B. Leerstellen
= Atome weg

bei der Energie E;j hier:

Bildungsenergie EF

gegeben durch

N i Ej
= exp|-——
No kgT

’ Man kann diese Gleichung, die wir Boltzmann-Verteilung nennen und der wir hier zum ersten mal begegnen, gar nicht
grol3 und dick genug schreiben!

Wir werden sie noch so oft brauchen, dal} man gut daran tut, sie jetzt schon zu verinnerlichen.
’ In der Gleichung oben ist Ng die Zahl der Teilchen bei der Energie Eg = niedrigste Energie des Systems =
Grundzustand; i.d.R. = 0 gesetzt.

Fur insgesamt Ntotal Teilchen, wobei Ng Teilchen, die auf dem Energieniveau bei Eg = 0 eV "sitzen", und N1
Teilchen bei E1 > 0 eV, gilt No = Ntotal — N1 .

Falls aber nur sehr wenige Teilchen die héheren Niveaus besetzen, kann man Ng = Ntotal annehmen; dann hat man
in guter Nahrung die einfache Boltzmann-Verteilung:

Ej
Ni = Ntotal - €Xp [ ———
kg T

Diffusionsstrom und 1. Ficksches Gesetz

’ Wir betrachten eine Horde Leute, die wahrend einer Party in zwei gleichgrof3en Séalen nur so umherwandern, ohne Ziel
und Zweck. Das ist im Zweidimensionalen genau das, was eine Leerstelle im Kristall in drei Dimensionen macht.

Man nennt so eine Bewegung, bei der ein Schritt nach rechts genauso wahrscheinlich ist wie ein Schritt nach links
oder nach vorne oder hinten (oder oben oder unten) eine Zufallsbhewegung oder einen "random walk".

Die Wande betrachten wri als perfekt reflektierend. Nun 6ffen wie eine Tir ziwschen den Sélen. Hin und wieder wird
nun eine Person rein zuféllig durch die Tur hindurchtreten und dann im jeweils anderen Saal landen. Wie grof3 ist
dann der Nettostrom von Personen, die pro Sekunde durch die Turflache (= x m2) durchtreten?
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’ Nach kurzem Nachdenken sollte klar sein:

’ Die

* Der Nettostrom, nennen wir ihn mal j, ist die Differenz der Teilstrome: j = ji_2 — j2-1, d. h. er ist gleich der Zahl
der Personen, die pro Sekunde vom Saal 1 in Saal 2 gelangten und umgekehrt.

* Falls gleich viel Leute in beiden Séalen sind, d. h. falls die Dichten n1 und n2 der "Teilchen" gleich sind, gilt aus
Symmetriegrinden: j1-2 = j2- 1; der Nettostrom istj = 0.

e Falls n1 >np, werden wir j «< n1 — n erwarten; es werden vom Bereich der héheren Dichte mehr Teilchen in den
Bereich niedriger Dichte wandern als umgekehrt.

e Es st sinnvoll, nicht den Strom, sondern die Stromdichte (= Strom pro Flache) zu betrachten.

Verallgemeinerung, die zum 1. Fickschen Gesetz fihrt, ist offensichtlich:

In einem Kristall mit der lokalen und momentanen Dichte n(x,y,z;t) = n(r;t) an statistisch herumhuipfenden Teilchen
(= diffundierenden Teilchen) — wie Leerstellen, substitutionelle Fremdatomen (lber Leerstellen) oder ZGA — flief3t
durch ein differentiell kleines Flachenelement senkrecht zu den Achsen die momentane Teilchennettostromdichte
1 mit den folgenden Komponenten (wobei wir hier der Ubersichtlichkeit halber die Zeit-Variable t weglassen):

o n(x,y,z)

jx w ————
oX

o n(x,y,z)

jy « —
oy

onxy,z)

jz « ——
0z

Da der Nettostrom positiv ist, wenn er von Bereichen hoher zu niedriger Dichte fliet, was zu einer negativen
ersten Ableitung der Dichte fuhrt, kann bei den Proportionalitdten ein Minuszeichen explizit berlicksichtigt werden;
dies fuhrt dazu, daR die verbleibende Proportionaltiatskonstante (als D notiert) positiv ist:

) ==D - Vn(r;t)

Diese Proportionaltiatskonstante D heif3t Diffusionskoeffizient des Teilchens. Sie ist durch die Eigenschaften des
diffundierenden Teilchens und der Art des Gitters, in dem es herumirrt, eindeutig gegeben. Fir fcc- und bcc-Gitter
haben wir beispielsweise

EM EM
DT = a2-r(M=2a2-vo - exp(———) =Dog - exp(-—)
kT kgT

Dabei haben wir fiir die Sprungrate r die Formel von oben eingesetzt. Der Vorfaktor Dy ist offenbar a2 - vo — und das
gilt mit kleinen (und hier unwichtigen) Modifikationen fur alles, was in Kristallgittern herumhapft oder per random
walk diffundiert.

obige Formel heif3t "1. Ficksches Gesetz" nach Herrn Adolf Fick und ist eine der wichtigsten

materialwissenschaftlichen Formeln der ET&IT .

Warum? Nun, wir brauchen die Diffusion von P in Si usw. nicht nur zum Herstellen von elektrotechnischen
Produkten, sondern nirgendwo war gesagt, dal3 die diffundierenden Teilchen keine Ladung haben dirfen. Leerstellen
und ZGA kodnnen geladen sein (man betrachte diese Defekte mal in einem lonenkristall); Elektronen sind definitiv
geladen — und fur frei umherirrende Elektronen (wie in Metallen und Halbleitern) gilt das 1. Ficksche Gesetz auch!

In diesem Fall wird durch einen Teilchendiffusionsstrom jpiff immer auch Ladung transportiert: Die Einheit ist jetzt
lipiff ] = C/(cm?2 - s) = AlcmZ2, und dies ist eine elektrische Stromdichte!

Ein elektrischer Diffusionsstrom ist
ein
Strom elektrisch geladener Teilchen,
der dem 1. Fickschen Gesetz gehorcht.
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’ In anderen Worten: Sollte irgendwo ein Dichtegradient diffusionsfahiger geladener Teilchen existieren, wird ein
Diffusionsstrom und damit automatisch auch ein elektrischer Stom einsetzen.
Und der Diffusionsstrom ist kein vernachlassigbarer Minimaleffekt, sondern dominant in Halbleiterbauelementen (und
vielen anderen Komponenten der Elektrotechnik).

’ Dichtegradienten sind aber nicht die einzige Ursache fiir elektrischen Strom!
Elektrische Felder E, zum Beispiel, Uben Krafte auf geladene Teilchen aus und sorgen daduch fiir

Bewegung=Teilchenstrom=elektr. Strom. Elektrische Felder produzieren deshalb in (fast) allen Materialien eine
Feldstromdichte jgeld, die gegeben ist durch das lokale Ohmsche Gesetz in der Form

jreld = 0-E= 1/p-E

mit o = spezifische Leitfahigkeit und p = 1/0 = spezifischer Widerstand.

’ Mikroelektronik usw. "funktioniert" nur, weil sich die beiden Stromtypen — Diffusionsstrom und Feldstrom — ins
Benehmen setzen missen.

Dichten und 2. Ficksches Gesetz

’ Wir legen noch eins drauf, schauen das Bild oben an, erkennen, daf? bei der Ausgangsverteilung der Phosphoratome
jetzt ein Phosphoratom-Diffusionsstrom ins Innere des Si (nach rechts) fliel3t, und fragen uns, wie sich dadurch die
Dichte np(x, t) der Phosphoratome in der Tiefe x im Si mit der Zeit t andert.

Die Antwort auf diese Fragestellung gibt das 2. Ficksche Gesetz.

’ Das 2. Ficksche Gesetz laR3t sich leicht aus dem 1. Fickschen Gesetz ableiten; wir bendtigen zusatzlich nur noch die
Kontinuitatsgleichung.

Zu deren Ableitung betrachten wir eindimensional ein Volumenelement des Systems und erhalten dann die lokale
Anderung der lokalen Dichte aus einer Bilanzierung: Anderung = Was reinflieRt minus was rausflieRt — und sonst

nichts (deshalb der Name Kontinuitatsgleichnung).
I_SIT_I Referenzvolumen

X x+dx

’ Wir bilanzieren wie beim Girokonto : Was wir auf dem Konto haben, ist die Differenz dessen, was zu- und was abflief3t
— plus das, was schon da war.

Die zeitliche Anderung der Dichte "am Ort x", dn(t)/d t, ist gegeben durch das, was bei x pro Zeiteinheit hineinflief3t
(= j(x)/dx), minus dem, was bei x + dx hinausflielt (= j( x + dx)/dx).
Warum jeweils die Division durch dx? Weil das, was hinein- oder herausflie3t, immer gleich ist, wir aber die Dichte
im gesamten Volumen "Querschnittsflache mal dx" bilanzieren. Und je grof3er dieses Volumen ist, desto kleiner ist
die Veranderung der Dichte durch das, was hinein- oder herausflief3t.
Betrachten wir mal nur den Zustrom durch die Querschnittsflache A, gegeben durch den Ausdruck j(x) - A. Well
dieser Ausdruck eine absolute Gesamtteilchenanzahl angibt, &ndert sich die Dichte im betreffenden Volumen V
folglich um j(x) - A / V. Weil hier aber V = A - dx ist, ergibt sich fir die Anderung der Dichte der durch dx geteilte
Ausdruck.
Damit machen wir also aus der Flachendichte, gemessen in cm—2 (auf die sich die Stromdichte j bezieht), die
Volumendichte, gemessen in cm=3! (Wer das nicht unmittelbar nachvollziehen kann, sollte dringend die Links
betatigen!)

’ Damit erhalten wir die eindimensionale Kontinuitatsgleichung (hier vereinfacht ohne partielle Ableitungen notiert):

dn(t) ) —j(x +dx) dj(x)

dt dx dx
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Auf drei Dimensionen erweitert, lautet die Kontinuitatsgleichung (in der abkiirzenden Physiker-Schreibweise, daf}
die partielle Ableitung nach der Zeit durch einen Punkt oberhalb der betreffenden Gré3e angezeigt wird) einfach n +
V-] = 0; hierbei bedeutet V-j die Divergenz der Stromdichte, d. h. die lokale Starke ihrer Quellen und Senken.

’ Setzen wir fur die Stromdichte auf der rechten Seite das 1. Ficksche Gesetz ein (d. h. den Diffusionsstrom) und
verwenden gleich die Erweiterung auf drei Dimensionen, erhalten wir das 2. Ficksche Gesetz — jetzt mit den partiellen
Ableitungen notiert, um die wir uns zuvor gedriickt haben; dafir wurde Gberall das Argument (x,y,z;t ) weggelassen:

on 0 2n 02n 92n
— =D- + + =D An
ot ox2 oy? 072

Das Dreieck auf der rechten Seite ist zwar der griechische Buchstabe "Delta", bedeutet hier aber keine Differenz,
sondern bezeichnet den Laplace-Operator (Summe der zweiten partiellen Ableitungen nach allen drei
Ortskoordinaten; in Kurzfassung: A = V- V). ("Mathematik ist die Wissenschaft der Abklrzungen." — Prof. H. Foll)

Das 2. Ficksche Gesetz ist also nichts anderes als die Kontinuitatsgleichung des Diffusionsstromes, d. h. sie
druickt aus, daRd sich beim Diffundieren die lokale Dichte nur als Netto-Effekt von Zu- und Abstrom &ndert; weder
entstehen lokal Teilchen aus dem Nichts, noch verschwinden sie spontan. (Nun ja: Derartige Prozesse gibt es
auch, aber die lernen wir erst spater kennen!)

’ In anderen Worten: Kennen wir die Dichteverteilung der diffundierenden Teilchen zu einem bestimmten Zeitpunkt,
kénnen wir durch Lésung der obigen Differentialgleichung das Dichteprofil der Teilchen, d.h. ihre Verteilung im Raum,
fur jeden beliebigen Zeitpunkt berechnen.

Das ist so etwas wie die Grundaufgabe der Halbleitertechnologie — siehe oben!

Die durch das 2. Ficksches Gesetz postulierte Differentialgleichung sieht nicht besonders schwer aus; wir wollen
sie also Ubungsweise mal fir einfache Randbedingungen lésen. Je nach der verwendeten Randbedingung ergibt
sich eine reine Umverteilung aller Teilchen im Raum (bei einer "erschopflichen Quelle" der diffundierenden Teilchen),
oder es kann eine Anderung der Gesamtteilchenzahl eintreten, wenn ein externer Zu- oder Abstrom vorhanden ist
("unerschopfliche Quelle/Senke").

Ubungsaufgabe
Aufgabe 4.2-2

’ Wer die Ubung gemacht hat, weif3, daf das 2. Ficksche Gesetz trickreicher ist, als man auf Anhieb denkt! Selbst
einfache Situation haben Ldsungen, in denen GauRverteilungen oder "error functions" vorkommen; d.h. mathematische
Formeln aus der Stochastik. Warum auch nicht — die Differentialgleichung beschreibt ja ein statistisches Phanomen —
vollig regelloses Herumgehiipfe!

Wir wollen deshalb an dieser Stelle aufhdren und im nachsten Unterkapitel nur noch eine schnelle Konsequenz der
Diffusion anschauen, die mit einer sehr einfachen Formel verbunden ist.

Fragebogen
Schelle Fragen zu 4.2.2

1) Keine Regel ohne Ausnahmen. Bei der sogenannten "Neutron transmutation doping"-Technik werden substitutionelle
Phosphoratome im Si dadurch erzeugt, daf man den Si-Kristall fur einige Zeit in einen Kernreaktor hangt; durch die dort
vorhanden Neutronen werden Si-Atome in P-Atome umgewandelt ("transmutated"). Obwohl das etwas abwegig scheinen
mag, handelt es sich um eine etablierte und benutzte Technik.
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4.2.3 Random Walk und Diffusionslange

’ Ein paradigmatischer Volltrunkener kommt aus einer Kneipe und torkelt durch die Gegend. Jeder Schritt fihrt mit
gleicher Wahrscheinlichkeit nach vorne oder hinten, nach rechts oder links. In welchem mittleren Abstand <r|>von der
Kneipe finden wir die hilflose Person nach N Schritten der (immer gleichen) Schrittlange a?

Die Art der Fragestellung ist sehr wichtig. Wir kénnen &hnliche, aber in
der Bedeutung doch ganz verschiedene Fragen stellen, zum Beispiel:

* In welchem mittleren Abstand <|r|>= <(x2 + y2)/2>finden wir die T
hilflose Person? (Das ist die Frage von oben.)

* Wo, d.h bei welchem mittleren Ort <r>, finden wir im Mittel die < a "
hilflosen Personen? (Offenbar beir = 0!) L=~

* Bei welchem Abstand |r| wahr ist es am wahrscheinlichsten, den
Trunkenbold zu finden? 1)

Sei's drum! Wir interessieren uns hier nur fiir den mittleren Abstand, den \ / f‘r ¥
N\

wir Diffusionslange L nennen. Offenbar hangt L von der Gesamtzahl N
der Schritte ab (im Bild sind es 16) und von der Schrittweite a.

In dem obigen Beispiel betrachten wir einen speziellen Fall des
sogenannten Random Walk: Zwei Dimensionen, feste Schrittweite, 4
feste Winkel.

Auf deutsch heif3t Random Walk "statistische Wanderung" oder
Zufallsbhewegung — aber nur der englische Ausdruck ist wirklich gelaufig.
Man kann Random Walk fir jeden Fall und ganz allgemein immer
erzeugen, indem man den nachsten Schritt in irgendeine der mdglichen
Richtungen mit einem geeigneten Wirfel auswurfelt. (1 = vor, 2 = zurick,
3=..)

’ Wir kdnnen das mal experimentell machen. Eine Bewegung sei nur linear méglich (Besoffene in der Mitte eines
Tunnels). Statt eines Wirfels nehmen wir eine Minze (Kopf = Schritt nach links, Wappen = Schritt nach rechts. Wir
lassen auch gleich einen Haufen Besoffene loslaufen (= Punkte), dann ergibt sich sofort die Verteilung der individuellen
Abstande und daraus der mittlere Abstand.

Wir kdnnen dieses einfache Experiment durchfiihren, indem wir eine Miinze werfen und unsere Teilchen bei "Zahl"
nach rechts, bei "Kopf" nach links um eine Einheit (unsere Gitterkonstante) bewegen. Das sieht dann
beispielsweise so aus:

Link
zum "Random Walk"-Simulator
(leider defekt)

’ Spielt man ein bilBchen mit dem Simulator oder wirft selbst eine Miinze, fallt schnell auf, dal ein Teilchen nach einigen
Wirfen in der Regel nicht mehr beim Ausgangspunkt ist, obwohl die Wahrscheinlichkeiten fir Schritte nach rechts oder
nach links genau gleich grof3 sind.

’ Arbeitet man sich durch die Mathematik, erhalt man fiir die Diffusionslange L = mittlerer Abstand nach N Schritten mit
(mittlerer) Schrittweite a in ausreichender Naherung:

L2 N-a?2

I—
1

a- (N)”

Betrachten wir jetzt nicht mehr Besoffene, sondern Atome oder Leerstellen mit vergleichbarer Intelligenz, ist ihre
Schrittweite rund und roh eine Gitterkonstante a, und die Zahl N der Schritte oder Hipfe ist ihre Sprungrate mal Zeit
oderN=r-t.

Die Sprungrate wiederum steckt im Diffusionskoeffizienten des diffundierenden Teilchens. Setzt man alles
zusammen, erhalt man eine sehr wichtige und sehr simple Beziehung zwischen der Diffusionslange eines Teilchens
(wie weit kommt es im Mittel?) und seiner Lebensdauer T = verfiigbare Zeit zum Rumrennen in der Form

L~ (D T)”
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’ Diese Formel wollen wir uns gut merken! Wir haben, allgemein gesprochen, eine Formel erhalten, die uns das Ergebnis

eines statistischen Prozesses an die Zeitdauer koppelt, fiir die der Prozess lauft.
Das gilt fir jeden solchen Vorgang, also auch fiir alle Diffusionsphamomene. Ob Leerstellen in einem Kristall
wandern, Tintenmolekile in Wasser, Elektronen im Halbleiter — was auch immer; solange es mit "Random Walk"
geschieht, gelten die obigen Beziehungen.
Ausblick: In allen Formeln zu Halbleiterbauelementen steckt die Diffusionslange L = (DT)2 der Ladungstrager, die
mit der Lebensdauer T dieser Ladungstrager und ihrem Diffusionskoeffizienten D durch unsere Random-Walk-Formel
verknlpft ist. Zahlenwerte fiir L und T (der Wert von D folgt dann aus der Formel) sind deshalb sehr wichtige
KenngréRen fur Halbleitermaterialien!

Am Rande sei hoch bemerkt, dass wir das Ergebnis natirlich auch tber die Fickschen Gleichungen (plus atomare

Deutung des Diffusionskoeffizienten) erhalten kénnen.
Wir lI6sen ein passendes Diffusionsproblem (es wird uns eine Gaul3verteilung geben) und errechnen aus der Lésung
den mittleren Abstand. Das ist aber mathematisch ziemlich anspruchsvoll.

Fragebogen
Schelle Fragen zu 4.2.3

1) Dass ein Mittelwert nicht gleichzeitig der wahrscheinlichste Wert sein muR, wird sofort an folgendem Beispiel klar. Im
Einkaufszentrum tummeln sich 1000 Personen, von denen 990 (ber ein Einkommen von € 2.000,- verfligen, wahrend 10
Personen ein Einkommen von € 2.000.000,— haben. Das mittlere Einkommen (= € 21.980,-) ist dann ganz bestimmt nicht
das wahrscheinlichste Einkommen.
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4.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 4.2 "Atomare Fehlstellen und Diffusion

’ Es gibt vier Grundtypen atomarer Fehlstellen:

Die intrinsischen Fehlstellen Leerstelle (Index V
= "vacancy") und Eigen-Zwischengitteratom
(ZGA; Index i = "interstitial") sind im
thermodynamischen Gleichgewicht immer
vorhanden, mit einer Dichte ny i oder der
Konzentration (relative Haufigkeit) cy i

entsprechend
Ev,if
ny,i = Np-exp(- — )
kg T
ny,i Ev,i"
cv,j= — = exp (- — )
No kg T

’ Die Konzentration steigt also exponentiell mit der
Temperatur.
Typische Bildungsenergien Ey i" liegen im
Bereichum 1 eV.

Merken: kgT bei RT = ca. 1/40 eV = 25 meV.

’ Die Konzentration der extrinsischen AF ist i.d.R.
durch die Qualitat des Ausgangsmaterials bedingt;
sie liegen dann in Uber- oder Unterséttigung vor.

Atomare Fehlstellen sind beweglich. Sie kénnen im
Kristall diffundieren.

Intrinsische und extrinsische ZGA diffundieren
direkt durch Spriinge auf aquivalente
Nachbarpositionen.

Leerstellen diffundieren durch Spriinge der
Nachbaratome in die Leerstelle.
Substitutionelle Fremdatome diffundieren tber
einen Leerstellenmechanismus =

Diffusion ist eine Grundtechnologie, insbesondere fir
Halbleitertechnik.

’ Entscheidend ist die Sprungrate r:

Vo = Schwingungsfrequenz der Atome im
Kristall ~ 1013 Hz.

’ Wesentliche Erkenntnis: Der Boltzmannfaktor
exp[-E/(kgT)] ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein
Teilchen innerhalb eines Ensembles bei der
Temperatur T die Energie E "hat".

Leerstelle

Substitution. FA

Leerstellen: Ey i ~(0,5-2) eV

ZGA: Evyif~(2-5eVv

Vo

Zahl der
Anlaufe /s

Em
exp(-— )
kgT
Wahrscheinlichkeit,
daf es klappt
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’ Makroskopische Diffusionsstrome j (= Teichen pro s
und cm?2) werden durch Dichtegradienten Vn
getrieben:

Das 1. Ficksche Gesetz koppelt Stréme und
Gradienten.

Der Diffusionskoeffizient D beschreibt
Teilcheneigenschaften (a = Gitterkonstante).
Typische Wanderungsenergien Epm (M:
"migration”) liegen im Bereich von 1 eV.

Das 2. Ficksche Gesetz beschreibt die zeitliche
Anderung der Dichte.

2
on o2n g2 O°M
__ =D + +— | =D
: o An
0t ox2  0y? 52

Diffusionsstréme geladener Teilchen sind
elektrische Strome!

Diffundierende Teilchen machen einen "random
walk™:
Zwischen Schrittweite (meist = Gitterkonstante
a), Zahl der Schritte N, Diffusionskoeffizient D,
"Laufzeit" T und der Diffusionslange L gibt es
einfache Zusammenhange:

L2 = N.a2

—
1l

©- Ty

Die letzte der beiden Gleichungen muf3 man
wissen!

0 n(x,y,z)
Jx o
0 X
i) = =D-Vn(
Ewm
D(T) = a2-r(T) =aZ-vg - exp(-—)
kT
Em
=Dy -exp(——)
kg T
A_.'
s S
h > dv“ /\
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4.3 Versetzungen, plastische Verformung und der Rest
4.3.1 Versetzungen und plastische Verformung

Was ist eine Versetzung?

’ Nun ja — hier ist das Eingangsbild noch einmal, zusammen mit einem HRTEM-Bild (High-Resolution Transmission
Electron Microscopy) realer Versetzungen im Si-Kristall.

Y o ):Ow"’
Schematische Darstellung einer Versetztung

Reale Versetzungen in Si

. Entlang einer Linie, die in diesem Bild dem Ende einer zusatzlich in das Gitter / den Kristall hineingeschobenen
"Halb"-Ebene entspricht, ist die Symmetrie massiv gestort — die Linie stellt einen Defekt dar. Die roten Striche im
HRTEM-Bild markieren die "eingeschobenen” Ebenen.

’ Die schematische Darstellung einer sog. Stufenversetztung im obigen Bild ist ein Klassiker, gibt aber aus der grofl3en

Menge aller moglichen Versetzungen nur einen ganz bestimmte Typus wieder. Leider kann man all die anderen Typen

nicht in einfachen Bildern veranschaulichen.

) Macht aber nichts — fiir ET&IT-Studis reicht die Stufenversetzung.
’ Wir nehmen nur mal 2 Punkte zur Kenntnis:

. Ein Versetzung definiert eine Linie im Kristall und hat danmit eine bestimmte Lange. Die Lange aller in einem
Kristall vorhanden Versetzungen bezogen auf das Kristallvolumen ist die Versetzungsdichte p; wir haben also

Gesamtlange Versetzungen

p =
Volumen Kristall

cm
[p] = — =cm™
cm3

. Die Versetzungsdichte in einem gegebenen Kristall ist eine wichtig Strukturgréf3e; sie liegt irgendwo zwischen 0
cm—2und 1012cm2 .

Wozu Versetzungen gut sind

’ Uber Versetzungen sollten ET&IT-Studis (so wie der Rest der Menschheit) zunéchst mal nur eines wissen:

Die plastische Verformung aller Kristalle
(= aller Metalle) erfolgt ausschliel3lich
durch die Erzeugung und Bewegung

von Versetzungen.

& In anderen Worten: Die gesamte Metalltechnik und damit die gesamte Zivilisation (wenn nicht gar die Kultur) hangt
an diesem 1-dimensionalen Defekt.
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’ Die Umkehrung des obigen Spruches ist auch richtig: Will ich plastische Verfomung verhindern, muf3 ich die Erzeugung
und (wichtiger) die Bewegung von Versetzungen verhindern.

Aber nicht immer und hundertprozentig — denn sonst hétte ich ein sprodes Material —, sondern so, dal ich
maximale "Harte " (= Widerstand gegen plastische Verformung) kombiniere mit einem Rest an Duktilitét (=
plastische Verformbarkeit).

Das Paradigma dazu war jahrtausendelang das "magische" Schwert; heutzutage ist es die Autokarrosserie (und der
Golfschlager!).

’ Selbstverstandlich ist plastische Verformbarkeit au3erordentlich nitzlich, um ein bestimmtes Teil herzustellen (Kotfligel
etc., z.B. durch Pressen). Aber auch Glas kdnnte man (bei htherer Temperatur) in die Form eines Kotfligels oder
Schwerts pressen; trotzdem haben Glasautos und Glasschwerter keine Bedeutung erlangt.

Denn plastische Verformbarkeit ist auch beim fertigen Produkt, das sich eigentlich nicht mehr verformen soll,
eminent praktisch: Das Stahlschwert bricht eben nicht, wenn man auf ein anderes Stahlschwert haut, sondern hat
allenfalls eine kleine Macke (= lokale plastische Verformung). Schlecht, aber allemal besser als der beim
Glasschwert sichere Bruch. Bei Kotflligeln etc. gilt dasselbe Prinzip.

’ Plastische, d.h. bleibende Verfomung heif3t, daf3 sich ein Kristall nach Einwirkung einer Kraft bleibend verformt hat. Das
gilt z. B. fur einen Kotfligel, nachdem man gegen einen Baum gefahren ist — der Metallkristall hat jetzt eine ander Form
als vorher. Der Baum selbst, falls man ihn nicht gefallt hat, hat sich i.d.R. elastisch verformt (von den Verletzungen der
Rinde abgesehen). Er ist nach Wegnehmen der Kraft wieder in der vorherigen Gestalt.

Plastische Verformung bedingt zwangslaufig, dal3 Teile eines Kristalls sich gegentiber anderen Teilen verschoben
haben. Einige Atome sind nicht mehr dort, wo sie friither waren. Die damit verbundenen bleibenden Verschiebungen
der Atome werden immer durch den Durchlauf von Versetzungen durch den Kristall erzeugt.

Wie das schematisch funktioniert, ist hier gezeigt:

’ Im ersten Schritt legen wir eine "Scherspannung"” an, die den oberen Teil des Kristalls gegeniiber dem unteren Teil nach
links verschieben mdéchte. In anderen Worten: Wir hauen mit dem Hammer auf die obere rechte Halfte.

Solange die Spannung nicht zu groR ist, wird der Kristall sich nur elastisch verformen. Nach Uberschreitung einer
bestimmten GroR3e, der FlieRspannung oder Flie3grenze, bildet sich jedoch eine Stufenversetzung, die in der
gezeigten Weise durch den Kristall wandert. Versetzungserzeugung und -bewegung geschieht, sobald die
"Fliegrenze" Rp auf dem nebenstehendem typischen Spannungs-Verformungs-Diagramm tberschritten wird.

Nach Durchqueren des Kristalls hat sich auch auf der rechten Seite eine Stufe gebildet. Der Nettoeffekt des
Durchgangs einer Versetzung ist die Abgleitung der oberen Kristallhélfte relativ zur unteren um ungeféhr eine
Gitterkonstante oder Atomabstand.

’ Warum so kompliziert, wenn es eigentlich auch einfach geht? Warum rutscht die obere Kristallhalfte nicht einfach
geschlossen nach links? Die Antwort ist einfach: Dazu mufiten erheblich héhere Kréafte wirken — man muf3 dann ja sehr
viele Bindungen gleichzeitig 16sen; mit einer Versetzung sind es viel weniger.

’ Im taglichen Leben ist das ein bekannter Effekt. Oft gelingt die Bewegung eines Kdrpers relativ zu einem anderen viel
besser, wenn ein "Defekt" erzeugt wird, der durch den Korper lauft. Nachfolgend ohne Kommentar drei Beispiele.

@ @
A -

(>
@ Qs

i ‘ (=

R (e

Teppichverricken mit Raupe ("Inchworm®) Regenwurm
Falte

’ Wie kann eine makroskopische Verformung in allen drei Raumrichtungen (Kotfliigel!) durch Versetzungen entstehen,
wenn eine Versetzung gerade mal eine Verformung um Bruchteile eines Nanometers bewirkt? Die Antwort ist klar:

1. Es missen sehr viele Versetzungen zusammenwirken, und
2. Sie mussen auf vielen verschiedenen Ebenen durch den Kristall laufen.
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’ Wie grofR3 sind Versetzungsdichten in normalen Kristallen? Die Antwort wurde oben schon gegeben: man findet eine
Bandbreite von 0 cm~—2 bis zu 1012 cm—2 | Beispiele dazu:
Versetzungsfreies Silizium — das Basismaterial fiir die Siliziumtechnologie: p = 0 cm=—2
Es gibt auch noch versetzungsfreies Ge, sonst haben alle Kristalle (mit Ausnahme mikroskopisch kleiner) immer
eine endliche Versetzungsdichte.

"Gute" Einkristalle (fiirs Labor geziichtet): p ~ (103 bis 10°) cm=2.
Normale Kristalle inkl. Polykristalle: p ~ (10° bis 10%) cm=2.
Stark verformte Kristalle: p = bis 1012 cm=2.

’ Wenn man sich vor Augen hélt, daR eine Versetzungsdichte von 1010 cm~2 bedeutet, daR in einem cm3 Kristall
insgesamt 1010 cm = 100 000 km Versetzungen stecken, wird begreiflich, warum sich selbst groRe makroskopische
Verformungen durch die winzigen Verschiebungen der Einzelversetzung darstellen lassen.

’ Zum Schluf3 ein Link zu einem Bild aus dem Transmissionselektronenmikroskop (TEM ), mit dem man bei hoher
Vergrof3erung durch diinne (d.h. Dicke = 1 um) Kristalle hindurchsehen und dabei Versetzungen direkt sichtbar machen
kann. Die dreidimensionale Versetzungsstruktur wird dabei projiziert dargestellt.

Wann Versetzungen schlecht sind

’ Versetzungen bestimmen nicht nur mechanische Eigenschaften der (kristallinen) Materialien, sondern auch elektrische
Eigenschaften.

Teilen wir die Welt der elektrotechnischen Materialien klassisch ein in

* Leiter (meist Metalle)
* Isolatoren (= Dielektrika)
* Halbleiter
* Ferromagnete
finden wir — ganz grob — folgende Effekte:

’ Metalle: Wichtig ist eigentlich nur der spez. Widerstand .

Versetzungen erhéhen immer den spez. Widerstand — der Effekt ist aber nicht sehr grof3 und relativ unwichtig.
’ Isolatoren: Wichtig sind Dielektrizitdtskonstante und Durchschlagsfestigkeit.

Versetzungen gibt es nur in kristallinen Varianten. Dann sind sie nicht gut fir diese Eigenschaften, aber fur

gebrauchliche Materialien nahezu unbedeutend.

’ Halbleiter: Wichtig ist der Leitungstyp , der durch Dotieren eingestellte spezifische Widerstand, das
Rekombinationsverhalten der Ladungstrager (bestimmt u.a., ob und wieviel Licht rauskommt) und das Verhalten von
"Phasengrenzen" ("pn-Ubergange").

Fur die allermeisten Halbleiterbauelemente (Dioden, Transistoren, Thyristoren, integrierte Schaltungen,
Optoelektonik (LED, Laser, Lichtdetektoren, ...) gilt die einfache Regel: Versetzungen sind tddlich.

Die Ausnahme sind diverse Solarzellentypen und einige optoelektonische Materialien (insbesondere GaN). Dort sind
Versetzungen zwar auch immer schlecht, man kann (und muss) aber mit innen leben.

’ Ferromagnetische Materialien:

Versetzungen, zusammen mit all den anderen Defekten, beeinflussen sehr stark die Form der Hysteresekurve.
Das ist Uberwiegend gut, denn damit kann man magnetische Materialien optimal anpassen.

’ Fazit: Auch wenn i.a. kein Schwein (inshesondere in der Form von Geisteswissenschaftlern, Politikern,
Kulturschaffenden, ...) weild was Versetzungen sind, heif3t das noch lange nicht, dass sie unwichtig sind.
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4.3.2 Die restlichen Defekte

Nochmals plastische Verformung

Die plastische Verformung aller Kristalle
(= aller Metalle) erfolgt ausschliel3lich durch die
Erzeugung und Bewegung von Versetzungen

OK — das haben wir verstanden. Wenn wir unterstellen, dass die Erzeugung von Versetzungen den meisten
Kristallen keine Probleme bereitet (das ist so), bleibt nur die Frage, wie leicht oder schwer es einer Versetzung fallt,
sich zu bewegen.

’ Ganz von alleine geht es erfahrungsgeman ja nicht. Man muss schon mehr oder weniger kraftig driicken oder ziehen,
bevor sich ein Material plastisch verformt, d.h. sich die Versetzungen in Inneren bequemen, durch den Kristall zu laufen.

Die minimale mechanische Spannung, die man dazu braucht, heif3t Flie3grenze (als Rp in Zugversuchsdiagramm
eingezeichnet). Die FlieRgrenze ist (fur Metalle) nichts anderes als die wohlbekannte Harte — auch wenn sie anders
gemessen wird und eigene Mal3einheiten hat (der Link gibt Auskunft). Hier sind nochmals einige pardigmatischem
Spannungs-Dehnungs-Diagramme:

o [Nfmm?]
A
1000 Stahl (C45)

Stakl 105W2)
00 Stakl (X10CeNi 18-9)

600 Messing

400 —

AlQMSi1)
200
cus Stakl (5t 37N)
T T T —>

0mnnnns > 10 20 30 40
Dehmungin %

Prinzipbild Reale Materialien

’ Also — was bestimmt die Flie3grenze oder Harte eines gebenen Metalls?

Man konnte es erraten: die Art und Zahl der Hindernisse, die eine Versetzung auf ihren Weg von hier nach da
Uberwinden muss. Als Hindernisse kommen naturlich (1?) nur Kristallgitterdefekte in Betracht

’ Die Versetzung spirt alles! Fremdatome sind Hindernisse, genauso wie Ausscheidungen, Korngrenzen, Voids, ....

Deshalb ist Eisen oder Aluminium mit ein paar Kohlenstoff- bzw. Kupferatomen (=
1000 extrinsische Punktdefekte) deutlich harter als reines Eisen; feinkdrnige Materialien
Ea isz F sind harter als grobkdrnige, und solche Kristalle, die schon viele Versetzung
MPa, . enthalten, sind harter als relativ versetzungsfreie. Das Bild links zeigt den Einfluss von
200 F Kohlenstoff auf die Flie3grenze Rp und die maximale Zugfestigkeit Ry von Eisen.
] L R R Der letzte Punkt macht die Theorie der plastischen Verformung zu einem der
— % schwierigeren Kapitel der Materialwissenschaft, denn das, was gerade passiert (per
Versetzungsbewegung), hAngt sowohl davon ab, was gerade passiert (plastische

Verformung erhoht die Versetzungsdichte und macht weitere Versetzungsbewegung
schwieriger), als auch davon, was friiher passiert ist (bereits vorverformte Metalle
brechen friher).

Der letzte Punkt eréffnet aber auch ungeheure Mdéglichkeiten fur die Metalltechnik: Ich
kann die Verformungseigenschaften eines Materials auf unglaublich viele Arten
beeinflussen und damit optimieren; das Bild unten zeigt, wo's langgeht.
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’ Leicht zu merken:

Fe-Mn-ARSI |
TwIpP-Stahle

austenitische

Fe-Mn-Al-C-
Stane

Fe-Mn-Al-Si
TRIP-Stahle

Bruchdehnung ¢, [%)]

o B N W & 8 8 3 88

ZStE BH (P)

Al-Legierungen

konventionelle

shle
Komiplexphiaseri-]

. L 1
200 300 400 S50 60 A0 80 900
Zugfestigkeit R, [Mpa]

L
1000 1100

Was bei Stahl so mdglich ist

Beziehung zwischen Def

ekten

Alle Defektsorten kdnnen miteinander

wechselwirken.

Atomare Fehlstellen lagern sich an Versetzungen an (mit teilweise schrecklichen Langzeitkonsequenzen);
Versetzungen beranden zweidimensionale Defekte; Korngrenzen emittieren oder absorbieren AF's und

Versetzungen, ...

SiOo-
Ausscheidung in
Si mit ersten
Versetzungen

Defekte kdnnen sich dadurch auch umwandeln: Ein fir die

Mikroelektronik sehr relevantes Beispiel:

Die beiden TEM-Bilder rechts und links zeigen den Anfang
einer solchen Versetzungsbildung; im Zentrum (dunkel) die
(amorphe) SiO2-Ausscheidung. Die mit "A" bezeichnete
Ausscheidung rechts produziert Versetzungsringe.

Interstitielle Sauerstoffatome im Uberschuss (beim
Abkuhlen) lagern sich zu einer Ausscheidung

Zusammen.

Die Ausscheidung ist durch eine Phasengrenze

berandet.

Die Phasengrenze ist eine gute Versetzungsquelle.

Bei internen Spannungen (z. B. wegen

Temperaturgradienten) werden Versetzungen erzeugt

und laufen los.

Eine Versetzung erreicht einen Transistor. Der Kristall
ist im kritischen Bereich nicht langer versetzungsfrei;

das Produkt landet im Mull

SiOy-
Ausscheidung in
Si als
Versetzungsquelle

Das ist kein theoretisches Horrorszenario, sondern traurige Realitat in der Halbleitertechnologie. Die Tatsache, dass
es funktionierende Halbleiterbauelemente gibt, zeigt immerhin, dass man derartige Schweinereien vermeiden kann.

Schon wabhr, aber:

It ain't easy, man!
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4.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.3 "Versetzungen, plastische Verformung und der Rest"

’ Praktisch alle Kristalle enthalten Versetzungen in einer Dichte

Die plastische
Verformung aller

Kristalle
Gesamtlange Versetzungen (= aller Metalle) erfolgt
p = _ ausschliellich durch
Volumen Kristall .
die Erzeugung und

Bewegung von

Versetzungen
"Gute" Einkristalle (Labor): p ~ (103 bis 10%) cm—2.
Normale Kristalle inkl. Polykristalle: p = (10° bis 10%) cm—2 M/\
Stark verformte Kristalle: p = bis 1012 cm=2. / |
’ Materialentwicklung Strukturwerkstoffe (Stahl, Alukarrosserie,
Turbinenschaufeln, ...) = Metallbearbeitung o
Beeinflussung der
Ohne Versetzungen keine Metallurgie! Erzeugung u nd
Bewegung
Mit Versetzungen Probleme bei elektronischen Eigenschaften. von Versetzu ngen

durch andere Defekte

’ Mikroelektronik braucht versetzungsfreies Silizium!
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4.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 4

4.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 4 "Realer Kristall und defektbedingte Eigenschaften”

¥ Defekte sind wichtig!

¥ Nulldimensionale Defekte
(oder "Punktdefekte", "Punktfehler"”, atomare Defekte)

Defekt hat kleinstmdgliche Ausdehnung = "null", d.h. atomare
Dimensionen.

* Fehlendes Atom = Leerstelle
» Extra-Atome, eigene oder fremde

¥ Eindimensionale Defekte
(oder "Versetzungen", "Liniendefekte")

Entlang einer Linie (die nicht gerade verlaufen muf3, sondern
willkirlich gekriimmt oder in sich geschlossen sein kann) ist die
Symmetrie verletzt.

’ Zweidimensionale Defekte
(oder "Flachendefekte™)

Auf einer Flache (beliebig gekrimmt) ist an jedem Punkt die
Symmetrie verletzt — die Teile rechts und links passen nicht
zusammen.

* Korngremzem
* Phasengrenzen
o Stapelfehler

’ Dreidimensionale Defekte
(oder "Volumendefekte™)

In einem beliebigen Volumen liegt an jedem Punkt eine andere
Symmetrie vor.

e Ausscheidungen
e "Hohlraume" (= Voids)
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sensitiv auf Defekte.
Defekte erlauben
Prozessieren.
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Beispiel: Ausscheidung im
Polykristall




’ Es gibt vier Grundtypen atomarer Fehlstellen:

Die intrinsischen Fehlstellen Leerstelle (V) und
Eigen-Zwischengitteratom (ZGA oder i) sind im
thermodynamischen Gleichgewicht immer
vorhanden mit der Dichte n v i oder der
Konzentration (relative Haufigkeit) cy i:

Ev,iF

nv,i = No-exp (- )
kT
AV EV,iF

cv,ji= — = exp (- )
No ksT

S et
Seeseres sandene:

LN ) o000 e
Leerstelle Eigen - ZGA
00000 00000
......... .........
@ o0 o0 00

Substitution. FA  Interstitielles FA

’ Die Konzentration steigt also exponentiell mit der
Temperatur.

Typische Bildungsenergien Ey i sind im Bereich
vonleV.

Merken: (kgT) rT = 1/40 eV.

’ Die Konzentration der extrinsischen AFs isti.d.R.
durch das Ausgangsmaterial bedingt. Sie liegen dann
in Uber - oder Untersattigung vor

’ Atomare Fehlstellen sind beweglich. Sie kénnen im
Kristall diffundieren.

Intrinsische und extrinsische ZGA diffundieren
direkt durch Springe auf aquivalente
Nachbarpositionen.

Leerstellen diffundieren durch Spriinge der
Nachbaratome in die Leerstelle.
Substitutionelle Fremdatome diffundieren tber
einen Leerstellenmechanismus =

Diffusion ist eine Grundtechnologie, insbesondere fir
Halbleitertechnik.

’ Entscheidend ist die Sprungrate r.

Vo = Schwingungsfrequenz der Atome im Kristall
~ 1013 Hz

’ Wesentliche Erkenntnis: Boltzmannfaktor
exp[— E/(kgT)] = Wahrscheinlichkeit , dass ein
Teilchen (eines Ensembles mit der Temperatur T) die
Energie E "hat".

Leerstellen: Ey i~ (0,5-2)eV

ZGA: EviF=~ (2-5)eV

Em
r = Vo - exp (- )
kgT
Zahl der Wahrscheinlichkeit,
Anlaufe /s dass es klappt
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¥ Makroskopische Diffusionstrome | (= Teichen pro's
und cm?2) werden durch Konzentrationsgradienten Vc
getrieben.
1. Ficksches Gesetz koppelt Stréme und
Gradienten.
Diffusionskoeffizient D beschreibt
Teilcheneigenschaften (a = Gitterkonstante).
Typische Wanderungsenergien Ep (M =
"migration”) sind im Bereich von 1 eV.

0 n(x,y,z)
jx o« ——
ox
) = -D-Vn()
Em
(M =a%2-vg - exp(-—)
kgT
Em
exp (-—)
kgT

- 2
2. Ficksches Gesetz beschreibt die zeitliche D(T) a
Anderung der Konzentration.
on 02n  02n 02n = Do -
+ + =D-
P A Y
ot ox2  0y2 0 z2

Diffusionsstréme geladener Teilchen sind
elektrische Strome!

’ Diffundierende Teilchen machen einen "random walk":

Zwischen Schrittweite (meist = Gitterkonstante a),
Zahl der Schritte N, Diffusionskoeffizient D,

"Laufzeit" T und der Diffusionléange L gibt es 3
einfache Zusammenhéange:

L2 = aZN

o~
¥
., @R
| GDB-
»Q:_
—1 A\

©- Ty

-
1

Die letzte der beiden Gleichungen muss man
wissen!

’ Praktisch alle Kristalle enthalten Versetzungen in einer Dichte

Gesamtlange Versetzungen

p =
Volumen Kristall

"Gute" Einkristalle (Labor): p = (103 bis 10°) cm~2.
Normale Kristalle inkl. Polykristalle: p ~ (10° bis 10%) cm—2

Stark verformte Kristalle: p bis 1012 cm=2.

Die plastische
Verformung aller
Kristalle
(= aller Metalle) erfolgt
ausschlief3lich durch
die Erzeugung und
Bewegung von
Versetzungen
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’ Materialentwicklung Strukturwerkstoffe (Stahl, Alukarosserie,
Turbinenschaufeln, ...) = Metalltechnik =
Beeinflussung der
Ohne Versetzungen keine Metallurgie! Erzeug ung u nd
Bewegung
Mit Versetzungen Probleme bei elektronischen Eigenschaften. von Versetzu ngen
durch andere Defekte

’ Mikroelektronik braucht versetzungsfreies Silizium!

Herstellung komplett versetzungsfreier Si-Einkristalle ist eine
hohe Kunst!
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4.4.2 \Was man wissen muss

’ Die Defekt-"Zoologie": null- bis dreidimensionale Defekte mit mindestens je einem Beispiel.
’ Die je 2 intrinsischen und extrinsischen atomaren Fehlstellen mit Beispiel.
Formel fiir Gleichgewichtskonzentration der Leerstellen / Eigen-ZGA als Anwendung der Boltzmann Verteilung.
Atomares Bild zur Diffusion; Groé3enordnung von Bildungs- und Wanderungsenergie der Leerstelle.
Technische Bedeutung der Diffusion; Beispiel Transistor.
’ 1. und 2. Ficksches Gesetz.
Definition und Bedeutung Diffusionsstromdichte jpjff

1. Ficksches Gesetz: jpiff proportional zum Gradienten der Dichte; Proportionalitatskonstante
D = Diffusionskonstante der diffundierenden Teilchen

D bestimmt sich aus atomaren Eigenschaften.

2. Ficksches Gesetz (= Kontinuitat): zeitl. Anderung Dichte n = Differenz "rein" minus "raus"; on/ot =D - An.
’ "Random Walk"-Prinzip und Grundformel Diffusionslange.

Diffusionslange L proportional zu Wurzel der Schrittzahl oder Wurzel der Laufzeit: L = (DT)”2 =a - N*2.

’ Die plastische Verformung aller Kristalle (= aller Metalle) erfolgt ausschlieRlich durch die Erzeugung und Bewegung von
Versetzungen.

Versetzungen (und andere "grof3e” Defekte) kénnen fir mikroelektronische Bauelemente tddlich sein.

Zahlen und Formeln

’ Auf jeden Fall muss man wissen:

Anmerkung: In der Regel reichen "Zehner"-Zahlen. Genauere Werte sind in Klammern gegeben.

Zahlen neu

GrolRe Zehnerwert Besserer Wert

Bildungs- und Wanderungs- leVv ca.(0,5...5 eV
energie Leerstelle

(keT)RT ~  1/40 eV =0,025 eV
Zahlen alt

Grole Zehnerwert Besserer Wert

Typische Gitterkonstante a ~ 1A=01nm 2A...5A

GroRe eines Atoms (Durchmesser) ~ 1A=01nm 1A...3A

u

Photonenenergie (sichtbares) Licht leVv 16...33) eV
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Schwingungsfrequenz Atome
im Kristall

1013 Hz

Formeln neu

Boltzmannfaktor
(Wahrscheinlichkeit fiir E)

Boltzmannverteilung
(Eo: Grundzustandsenergie)

Leerstellenkonzentration
(V: "vacancy"; EvF: Bildungsenergie)

Sprungrate r atomarer Defekte
(EM: Wanderungsenergie)

—=exp (-

exp[-E/(kgT )]

N(E) E-Eo

)

N(Eo) ksT

cv = exp[-Ev F/(kgT)]

r = vo - exp[-EM/(kg T)]

Diffusionsstromdichte jpjs (Vektor!) ipiff = -D Vn
Diffusionslange L L =DT1)"%
Formeln alt
e2
Coulombpotential Ucou =
Amm- €1
Beziehung Kraft F(r) — Potential U(r) F(r) = -vU(r)
F
O =
A
(o) — lg
Mech. Spannung o, Dehnung €, E-Modul E € = ——
lo
do
E =
de
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Mittlere thermische Energie UTeilchen = Y5 fkgT

eines klassischen Teilchens .
. . f: Anzahl der Freiheitsgrade
(innere Energie; Def. der Temperatur) ( 9 )

kgT
kgT)

Thermische Energie Etherm
(GréRenordnung von UTejlchen ) (UTeilchen

u
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5. Grundziige von Thermodynamik und Statistik

5.1 System, Temperatur, Energie und Entropie

5.1.1 Was ist ein System oder Ensemble?

5.1.2 Der 2. Hauptsatz und die Entropie

5.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 5.1 "System, Temperatur, Energie und Entropie"

5.2 Freie Energie und Minimierungsprinzip

5.2.1 Minimiere die freie Enerqgie

5.2.2 Berechnung der Leerstellendichte und Verallgemeinerung

5.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 5.2 "Freie Energie und Minimierungsprinzip"

5.3 Zustandsdichten und Verteilungsfunktionen

5.3.1 Die Boltzmann-Verteilung

5.3.2 Die Fermi-Dirac-Verteilung

5.3.3 Eigenschaften der Fermi-Verteilung

5.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 5.3 "Zustandsdichten und Verteilungsfunktionen"

5.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 5

5.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 5 "Grundzige von Thermodynamik und Statistik"

5.4.2 Was man wissen muss
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5. Grundzuge von Thermodynamik und Statistik

5.1 System, Temperatur, Energie und Entropie
5.1.1 Was ist ein System oder Ensemble?

Systeme und erste Schluf3folgerungen

’ Thermodynamik im Wortsinn hat was mit Temperatur und Dynamik zu tun. Das Wort "Temperatur " impliziert, daf3 wir
ein Ensemble oder System betrachten, das Wort "Dynamik" impliziert, daf3 sich im betrachteten System etwas andert.

Bevor wir uns Begriffen wie Temperatur oder gar "Entropie” ndher zuwenden, definieren wir erst mal, was genau ein
"System" ist. In der harten Physik benutzt man gern das Wort "Ensemble” statt System und macht noch ein paar
Fallunterscheidungen, wir verwenden ab jetzt aber nur noch den Ausdruck "System" ohne weitere Differenzierung.

Im folgenden wird der gelernte Physiker oder Materialwissenschaftler deshalb viele Ungenauigkeiten oder
"eigentlich" unzulassige Vereinfachungen finden. Sei's drum. Wir machen hier "Thermodynamik" nicht, weil es so
eine tolle Wissenschatt ist (ist sie!), sondern nur, um die allernotwendigsten Begriffe kennenzulernen, die man fir
Halbleiter usw. unbedingt braucht.

’ Was ist ein thermodynamisches System? Soweit es uns betrifft, reicht die folgende Definition:

Ein thermodynamisches System besteht aus einer
grof3en Zahl von Teilchen, die miteinander in
Wechselbeziehung in Form von Energieaustausch
stehen.

Was bedeutet "grof3e Zahl"? Nehmen wir als Beispiel ein makroskopisches Kriimelchen, das wir so gerade noch
sehen kénnen, also ca. (0,1 mm)3 =1 - 1015 nm3 groR. Ein Atom, das wissen wir jetzt, hat einen Radius in der
GroRenordnung von 0,1 nm und ist damit ca. 0,004 nm3 groR (Abschatzung via Kugelvolumen). In unserem kleinen
Kriimelchen stecken also rund und roh 2,5 - 1017 Atome — eine durchaus groRe Zahl.

Was wir uns ungefahr merken, ist die Avogadrokonstante Na = Zahl der Teilchen in einem Mol = 6 - 1023 mol~1.
(Das molare Volumen eines Stoffes ist das Volumen, das genau ein Mol des Stoffes enthalt, d.h. Na Teilchen.)

’ Statt diese Definition lange zu diskutieren, schauen wir uns drei Beispiele an, um uns noch den einen oder anderen
Punkt zu verdeutlichen.

Wir betrachten insbesondere die innere Energie U, d.h. was energetisch noch bleibt, nachdem man aul3ere
Energien, wie z.B. das Gravitationspotential oder die kinetische Energie, die allen Teilchen gemeinsam ist,
abgezogen hat. In anderen Worten: Es ist uns gleichguiltig ob unser Kristall bei Hohe Normalnull (=0 m; mgh =0
eV) sitzt, auf der Spitze des Mount Everest oder auf dem Mond, oder ob wir ihm mit dem Auto durch die Gegend
fahren und damit ¥amv2ato zusétzliche &ulRere Energie einbringen.

Die drei unten gezeigten Systeme sollen auch soweit geschlossen sein, daf3 sich die Zahl der beteiligten Teilchen
nicht &ndert. Das heil3t schlicht, dal3 das Gas in einem Kasten eingesperrt ist und der Kristall eine feste Grél3e hat.

Gas Kristall : Atome Kristall: freie Elektronen
e ¥ P . h 0
= % ‘73: s @ii v
o Q, )u V ( &)’E s’ J a
BB gPop . g e 30N
ol CAS R
L . Ein Kristall .
Ein (einatomiges) Gas Ein "Elektronengas "
Die drei Systeme (bei der Temperatur T) in einer Momentanbetrachtung
Die Atome (oder auch Molekiile) Die Atome schwingen in ihrem Die Elektronen (oder auch "Locher")
fliegen mit konstanter Potentialtopf (symbolisiert durch fliegen mit konst. Geschwindigkeit
Geschwindigkeit (angedeutet durch Federn) um die Gleichgewichtslage. (angedeutet durch braune Pfeile)
braune Pfeile) durch den verfiigbaren  Dies ist eine Momentaufnahme mit durch den verfligbaren Raum. Dies ist
Raum. Dies ist eine Bezug auf die Geschwindigkeiten eine Momentaufnahme mit ganz
Momentaufnahme mit ganz kurzer mit ganz kurzer Belichtungszeit. kurzer Belichtungszeit. Wenige
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Belichtungszeit.

Wenige Mikroekunden spéater sehen
die Pfeile Gberall anders aus, da sich
durch StoR3e die
Geschwindigkeitsvektoren standig
andern. Das neue Bild ist aber im
Prinzip dem alten sehr &hnlich.

Die Summe der in den individuellen
Bewegungen der Atome steckenden
inneren Energie U = 3% mv?2 ist
konstant. Damit kann man einem
Atom (und auch Molekil unter
Bertcksichtigung mdglicher
Rotationsenergien) eine mittlere
Energie zuordnen.

Die Atome / Molekile im Gas darf
man noch wie klassische
"Massenpunkte" behandeln.

Aus quantenmechanischer Sicht
verhalten sie sich wie Bosonen , d.h.
sie dirfen alle denselben Zustand (=
Energie) haben

Verfugbare Energien bilden ein
Kontinuum, beginnend bei U =0 eV,
sinnvollerweise fur die
Geschwindigkeitv =0 cm/s.

Wenige Nanosekunden spater sieht
im Details alles anders, im Prinzip
aber gleich aus.

Die drei Systeme im Zeitmittel

Die in der Schwingung der Atome
steckende innere Energie

U = 2(Upot + Ukin) ist konstant.
Damit kann man einem Atom eine
mittlere Energie zuordnen

Die Natur der beteiligten Teilchen

Die Atome im Kristall darf man
bezlglich ihrer "Mechanik" noch wie
klassische "Massenpunkte" an
Federn behandeln.

Aus quantenmechanischer Sicht
verhalten sie sich wie Bosonen, d.h.
sie durfen alle denselben Zustand (=
Energie) haben

Verfugbare Zustande / Energien

Verflighare Energien bilden ein
Kontinuum, beginned bei U =0 eV,
sinnvollerweise fur die
Schwingungsamplitude = 0 cm.

Picosekunden spéater sehen die Pfeile
Uberall anders aus, da sich durch
StolRe die Vektoren standig andern.
Das neue Bild ist aber im Prinzip dem
alten sehr ahnlich.

Die "irgendwie" in den Elektronen
steckende innere Energie U ist
konstant.

Die Elektronen im Kristall unterliegen
voll der Quantentheorie.

Sie sind Fermionen, max. 2 (Spin
“rauf” bzw. "runter") kénnen
denselben Zustand besetzen.

Die verfigbaren Zustande mit den
zugehdorigen Energien sind i.d.R.
diskret; die Zustande sind i.d.R.
beziglich der Energie mehr oder
weniger entartet (mehrer
unterschiedliche Zusande haben
dieselbe Energie).

Die Zustande fir die hier betrachteten
"freien” Elektronen sind in Bandern
angeordnet.

derart erreicht sein, daf? folgendes gilt:

¥V Erste Schlul3folgerung: Bei allen drei Systemen wird nach hinreichend langer Zeit (ns . . . ms) ein Gleichgewicht

Uberall (= in jedem Volumenelement dV >> TeilchengréRRe) ist die Situation im Mittel dieselbe, d.h. die Teilchen

haben im Mittel dieselbe Energie.

Warum? Das ist die zentrale Frage! Weil sich denkbare Unterschiede im Laufe der Zeit durch die Wechselwirkung
(= Stofe) nivellieren. Schauen wir das System "Gas im geschlossenen Horsaal" an: Wenn in einer Ecke die
Stickstoff- und Sauerstoffmolekiile aus irgendeinem Grund plétzlich viel schneller waren als der Rest, werden sie bei
jedem Stofl3 mit einem langsameren Kollegen im Mittel mehr Energie abgeben als aufnehmen — und zwar so lange,
bis alle wieder im Mittel gleich sind. Fur die Elektronen gilt das genauso.

Das ist uns aus dem taglichen Leben so wohlvertraut, daf3 wir die Einstellung des so beschrieben Gleichgewichts
gar nicht mehr hinterfragen.

Wir kdnnen diesen alltaglichen Sachverhalt, daf3 sich bei Vorliegen eines Gleichgewichts im Mittel raumlich und
zeitlich nichs mehr &ndert, auch so ausdricken:

Im Gleichgewicht ist die Besetzung der
verfugbaren Energieniveaus uberall und immer
dieselbe.

Wenn links unten im Gas im einem Volumenelement von ca. 10 nm3 im Mittel 234 Atome mit ¥amv12 herumflitzen,
86 mit ¥2m v22 und v > v1, wahrend es bei v3 > v nur noch 17 Teilchen sind, dann wird in einem gleichgroRBen
Volumenelement irgendwo an der Spitze des Ortsvektors r es im Mittel genauso sein.
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Falls wir ein derart definiertes Gleichgewicht haben, ist die innere Energie offenbar gleichverteilt.

’ Zweite Schluf3folgerung / Definition: Bei Gleichverteilung der Energie (= Gleichgewicht) erhalt die im System

steckende konstante innere Energie U fir klassische Teilchen einen eigenen Namen. Als MaR fur die

innere Energie benutzen wir das uns bereits bekannte Wort (absolute) " Temperatur” , immer gemessen in K (Kelvin).
Damit haben wir erstmals den Alltagsbegriffbegriff "Temperatur " sauber definiert. Als formale Definition der
Temperatur benutzen wir den sogenannten Gleichverteilungssatz. Wir kennnen ihn schon (wenn auch nicht unter
diesem Namen), er lautet:

Bei der (absoluten) Temperatur T hat ein klassisches Teilchen
in einem Teilchensysten (Kristall, Gas, ...) im Mittel die innere (thermische) Energie

UTeilchen= Y2fkpT

(mit f = Zahl der Freiheitsgrade fir Energieaufnahme).

’ Auch die Bedeutung des omindsen "f = Zahl der Freiheitsgrade fur Energieaufnahme” haben wir uns schon angeschaut.

Wir halten dazu nochmals fest:

* Fir einatomige Gase ist f = 3, entsprechend der 3 Mdglichkeiten, in x- y- und z-Richtung kinetische Energie
zu deponieren.

* Fir zwei- oder mehratomige Gase ist f > 3, weil Energie noch in diverse Rotations- und
Schwingungszustande gesteckt werden kann.

* Fur Kristallatome ist f = 6 (dreimal kinetische und dreimal potentielle Energie); vgl. das Bild oben.

Das ist aber fir ET&IT-Studis nicht so wichtig. Es reicht vollstandig und ist erforderlich zu wissen:

Thermische Energie (GrofRenordnung von UTeilchen):

UTeilchen® Etherm = kBT

Etherm(300 K) ~ 1/40 eV

’ Zeit fir eine Ubung:

Ubungsaufgabe

Aufgabe 5.1-1: Mittlere Energien

Die Sache mit den Elektronen = Fermionen

’ Wie ist das nun bei nicht-klassischen Teilchen wie unseren Elektronen?

Ganz anders!

Das Wort "Temperatur” hat fir unsere im Kristall herumsausenden Elektronen eine ganz andere Bedeutung als fur
unsere "klassischen" Atome. Das kann man ganz leicht einsehen: Kihlen wir unser "Elektronengas"” ab, wirde die
innere Energie bei Glltigkeit des Gleichverteilungssatzes im Extremfall auf (nahezu) null absinken. Das wirde aber
bedeuten, dal alle Elektronen auf dem niedrigsten Energieniveau (bei E = 0) zu sitzen kAmen — und damit alle
denselben Zustand besetzten. Da aber der Entartungsgrad des Grundzustands immer sehr viel kleiner ist als die
Zahl der Elektronen, geht das nicht!

Herr Pauli hat's "verboten"! Das Pauli-Prinzip ist absolut unverletzlich; es gilt immer. Die Elektronen besetzen
deshalb auch die energetisch hther gelegenen Niveaus.

Das hat eine enorm wichtige Konsequenz: Die gesamte Energie der Elektronen geht deshalb nicht mit der
Temperatur gegen null!

Aber was bedeutet dann "Temperatur"?

’ Statt eine pauschale Temperatur als makroskopischer Kenngréf3e flir das gesamte System anzugeben, ist es
notwendig, etwas differenzierter vorgehen. Wir brauchen zur pauschalen Beschreibung eines "Elektronengases” im
Kristall zwei Gré3en:
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1. Eine Zahl, namlich den Wert der Energie (in eV), bei der auch das letzte Elektron fir minimale
Gesamtenergie (bei T = 0 K) untergebracht werden kann. Diese wohldefinierte Energie nennen wir
Fermienergie ; sie ist eine der wichtigsten Kenngrof3en fir Halbleiter.

2. Eine Funktion fiir die Zahl z(E) (oder Dichte D(E), d.h. z per cm3), die uns sagt, wieviele Zusténde es bei E
gibt, d.h. wieviele Elektronen bei der Energie E untergebracht werden kénnen. Das ist sowas wie der
Entartungsgrad.

Diese beiden Systemgrof3en werden in so gut wie jeder Gleichung fir Halbleiterbauelemente wie Transistoren
auftauchen, man kann sich gar nicht friih genug damit vertraut machen.

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik

Der beriihmte 1. Haupsatz der Thermodynamik ist nichts anderes als der uns wohlbekannte Energieerhaltungssatz .

In den obigen Betrachtungen steckt er schon drin ("Die Summe der in den individuellen Bewegungen der Atome

steckenden inneren Energie ist konstant").
Die "Berihmtheit" kommt schlicht vom historischen Ballast: Solange vollig unklar war, was "Warme " eigentlich ist,
hatte die Thermodymanik eine Sonderstellung und ein Problem. Mit "Warmekraftmaschinen" wie den friihen
Dampfmaschinen konnte man einiges machen, es pafite aber nicht so recht zur damals schon bekannten
Newtonschen Mechanik. Die entscheidenden Erkenntnisse waren, daf3 (i) Warme Q, gemessen in Kalorien oder
sonstwas, schlicht eine Energieform ist, und dal3 sie aber (ii) keine Zustandsgrof3e ist (wie die Temperatur oder die
innere Energie), sondern eine Prozel3grole; dieser Link gibt ein paar Hinweise auf die zugehorige Geschichte.

Man kann ihn auch so formulieren

Es gibt kein Perpetuum
Mobile!

’ Mit AU = Anderung der inneren Energie U des betrachteten Systems bei dem betrachteten ProzeR, Q = zugefiihrte
Warmeenergie, W = nach aul3en geleistete mechanische Arbeit, &Rt sich der 1. Haupsatz wie folgt formulieren:

AU=Q - W

’ Das ist der Energieerhaltungssatz unter Einschlu der Warmeenergie "Q". In Worten besagt obige Gleichung:

Die (resultierende) Anderung AU der im System vorhandenen inneren Energie U ist gleich der zugefiihrten
Warmeenergie Q minus der nach auf3en geleisteten Arbeit W.

Die nach auf3en geleistete Arbeit resultiert in der Regel aus einer Volumenanderung — der paradigmatische Kolben
bewegt sich in einem Zylinder, z.B. in der Warmekraftmaschine Benzin- oder Dieselmotor.

Statt dem "Anderungs A " wird oft das "Differenzierungs d" des totalen Differentials geschrieben, das ist aber nicht
so ganz richtig. Warum das so ist, kann man sich aus den Links zusammenreimen. Fir unsere Zwecke ist der
feine Unterschied aber bedeutungslos.

Fliiche A,
Volunen V

Wirme 4Q
1ein

Arbeit AW AW = F-dx = p-A-dx = p-dV
rams

’ So genau wollen wir das aber hier gar nicht wissen. Wer nur mal sehen will, wie's weitergeht und wie man aus der
obigen simplen Gleichung noch allerlei herausholen kann, der betatige den Link.

’ Hier listen wir nur mal kurz die Fragen auf, die uns der 1. Hauptsatz (auch bei intensiver Pflege) nicht beantwortet:

1. Wie ist das mit der Verteilung der im System steckenden inneren Energie U auf die Elektronen / Fermionen?
2. Allgemeiner: Nach welchem Prinzip ergibt sich der stabile Zustand des Systems (= Gleichgewicht); der 1.
Haupsatz alleine ist ja mit vielen denkbaren Mikrozustanden vertraglich.
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In Worten: Der 1. Haupsatz verlangt nur, dal3 Energie nicht aus Nichts entsteht oder einfach verschwindet. Es ist
ihm aber egal, ob die innere Energie eines Gases nur in 10 Atomen steckt oder gleichverteilt in allen. Es ist ihm
auch egal, ob die Atome im "Gleichtakt" fliegen oder vibrieren, oder statistisch ungeordnet. Der schon eingeflihrte
Gleichverteilungssatz folgt also nicht unmittelbar aus dem 1. Hauptsatz.
Wir brauchen ein 2. Prinzip, das klart, welche der vielen mit dem 1. Hauptsatz vertraglichen Mdéglichkeiten wirklich
vorliegt.
Dieses Prinzip ist der 2. Haupsatz der Thermodynamik, der im nachsten Unterkapitel behandelt wird. Er dreht sich um
den Begriff der Unordnung in Systemen, oder wie wir das zukiinftig nennen wollen, ihrer Entropie .

’ Hier die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 5.1.1
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5.1.2 Der 2. Hauptsatz und die Entropie

Unordnung und Entropie

’ Um ein Gefuhl fir die Bedeutung von Unordnung oder Entropie zu entwickeln, betrachten wir mal zwei einfache
Beispiele:

1. Einen einfachen Kristall aus zwei Atomsorten A und B, bei dem die Bindungsenergie zwischen allen Beteiligten
immer gleich groR ist, d.h. U o—_a = Up_g = Ua_B . Wer das gekunstelt findet, nimmt zwei verschiedene Isotope
derselben Atomsorte - es kommt nur darauf an, dass wir A und B unterscheiden kénnen.

2. Einen perfekten Kristall aus einer Atomsorte mit und ohne ein paar Leerstellen

Wie das aussieht, ist hier gezeigt:

’ Im ersten Fall kénnten die A- und B-Atome vollstandig regelmaRig (d.h. in perfekter Ordnung ) die Gitterplatze
besetzen (wie links gezeichnet), sie kénnten das aber auch "rein statistisch" in perfekter Unordnung tun, wie im rechten
Bild (fir jeden Platz eine Miinze werfen; Kopf = rot, ...).

Was werden sie denn tun? Der 1. Hauptsatz sagt dazu gar nichts. Die innere Energie ist fur jede der beiden
Anordnungen dieselbe, auch dann noch, wenn man die Schwingungen um die Gleichgewichtslage mitnimmt.

Die Erfahrung sagt aber ganz klar, dass es ziemlich unwahrscheinlich ist, perfekte Ordnung zu finden.
Spatestens wenn wir noch zulassen, dass die Atome sich (per Diffusion) etwas bewegen kdnnen, wird Ordnung,
falls sie jemals existierte, nicht lange aufrecht erhalten werden kénnen. Die Grundaussage ist also:

Bei gleicher innerer Energie sind
unordentliche Anordnungen der
Teilchen des Systems viel
wahrscheinlicher als ordentliche
Anordnungen.

Das ist eigentlich ziemlich trivial: Es gibt einfach unglaublich viele Méglichkeiten, einen unordentlichen Zustand zu
erwirfeln, und nur eine sehr, sehr unwahrscheinliche Mdglichkeit, die perfekte Ordnung zu erwurfeln. Anders
ausgedrickt: Sehr viele Wege fihren vom ordentlichen Ausgangszustand zur Unordnung, aber nur einer von sehr
vielen Wegen fiihrt vom unordentlichen Zustand zur Ordnung.

’ Das gilt in noch viel starkerem Mal3e fur das erste System (ein Gas), das wir im vorhergehenden Unterkapitel
angeschaut haben.

Stellen wir uns zwei Teilchensorten vor (O2 und Ny, blau oder , ...), dann konnten wir die Teilchen halbwegs
ordentlich im gegebenen Volumen unterbringen, indem wir die blauen eher links und die gelben eher rechts halten.
Nicht besonders ordentlich, aber definitiv ordentlicher als eine rein statistisch durchgemischte Anordnung. An den
Geschwindigkeiten &ndern wir nichts, also ist die innere Energie immer dieselbe.

Das Bild zeigt, wie das aussieht — einfach nur absurd. Gibt's nicht; sowas macht Mutter Natur niemals. Zumindest
ist es sehr unwahrscheinlich, dass in einem gegebenen Volumen (der Horsaal) sich alle Stickstoffmolekule hinten
und die Sauerstoffmolekile alle vorne befinden — und sei es auch nur ganz kurzzeitig! Direkt verboten ist das aber
auch nicht.

’ Wie wahrscheinlich es ware, ist leicht auszurechnen:
Teile das verflgbare Volumen in soviel Volumenelemente wie Molekile vorhanden sind (= N). Werfe fur jedes
Volumenelement eine Miinze: Kopf: Oz geht ins Volumenelement, Zahl: N2 geht ins Volumenelement.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit w(N), dass fiir die Volumenelemente 1, 2, ..., N/2 (mit N so um die 1024) immer
nur Zahl geworfen wird? Nun ja, w(N) ist nicht exakt null, aber schon sehr, sehr klein.
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’ Wiederum ist offenbar von allen méglichen Anordnungen mit gleicher innerer Energie die mit der gré3ten Unordnung am
wahrscheinlichsten. Schlicht und ergreifend deswegen, weil es nur wenige Mdglichkeiten gibt, eine ordentliche
Verteilung zu "wurfeln", aber sehr viele Mdglichkeiten fir Unordnung.

’ Jetzt schauen wir uns das Bild des Kristall mit Leerstellen an. Relativ zum perfekten Kristall links hat derselbe Kristall
mit drei Leerstellen eine hdhere innere Energie — wir mussten dreimal die Bildungsenergie einer Leerstelle, also 3E\F,
hineinstecken, um die Leerstellen zu erhalten.

Trotzdem werden wir bei h6heren Temperaturen den Kristall voller Leerstellen finden — mit einer Konzentration
cv = exp (EvF/kgT) wie bereits gehabt. Mit diesen Leerstellen ist der Kristall definitiv unordentlicher als mit
keinen, und sein Grad an Unordnung nimmt mit steigender Leerstellenkonzentration, also mit steigender
Temperatur, zu. Leerstellen sind in dieser Betrachtung "unaufgeraumte" Atome.

Das ist ein deutlicher Hinweis darauf, dass das System "Kristall" nicht unbedingt nur den Zustand mit der
kleinstmdglichen Energie und gleichzeitig gréRtmdéglichen Unordnung anstrebt, sondern bereit ist, fir mehr
Unordnung mit etwas mehr Energie "zu bezahlen". Je hdher die Temperaturen, umso mehr "wert" scheint
Unordnung zu sein.

Wenn wir ein biRchen nachdenken, ist das ein generelles Prinzip: mit zunehmender Temperatur steigt die
Unordnung von so ziemlich allem (und die Energie). Es scheint auf die richtige Balance anzukommen.

’ Bei einer bestimmten Temperatur, die wir Schmelzpunkt Ty nennen, wird das Ganze sogar "makroskopisch” sichtbar:

Eine Schmelze ist definitiv eine sehr viel unordentlichere Anordnung von Atomen als ein Kristall mit Defekten. Es
braucht aber nicht ganz wenig Energie (die "Schmelzwarme"), um bei Tm aus einer festen Phase eine flissige zu
machen — trotzdem schmelzen die Kristalle!

Offenbar ist das System "grof3er Haufen Atome" aber bereit, am Schmelzpunkt diesen "Energiepreis” zu bezahlen.
Der grol3e Gewinn an Unordnung bei der Schmelzpunktstemperatur wiegt die Energieinvestition offenbar auf - es
lohnt sich, bei Ty diese Investition zu machen. Bei kleineren Temperaturen lohnt es sich nicht, deshalb bleibt der
Kristall fest.

Auch wenn das ein biichen merkwirdig erscheint: Der Zugewinn an Unordnung, oder wie wir das jetzt nennen
wollen, an Entropie, ist der einzige Grund daflr, dass Materialien schmelzen.

’ Das Prinzip, nach dem ein System "entscheidet”, was es tut, ist also: Finde die optimale Balance zwischen minimaler
Energie und maximaler Unordung.

Das zwar ein interessantes aber nutzloses Prinzip, solange wir es nur in Prosa aufstellen. Als Ingenieure wollen wir
Dinge berechnen, und dazu benétigen wir wohl oder tbel ein MalR fur die Unordnung, so dal3 wir sie mit einer Zahl
versehen konnen. Wir wollen nicht mehr nur sagen "mein Zimmer ist heute viel ordentlicher als gestern" sondern
"mein Zimmer hat heute eine Unordnung von 17 verglichen mit den gestrigen 132". Dazu definieren wir die Entropie
als "quantitatives Unordnungsmaf3".

Quantitative Definition der Entropie

’ Fir eine "gemessene" Unordnung benutzen wir nur noch den Begriff Entropie S, mit der MaR3einheit eV/K (K =Kelvin).
Warum das eine sinnvolle Maf3einheit ist, wird sich in Kiirze zeigen.

Wie mif3t man den Grad an Ordnung oder Unordnung in einem System? Eine schwere Frage fir die immer noch
Uberwiegend mannlichen Ingenieure, obwohl ihre Mitter mit hoher Wahrscheinlicheit sehr oft versucht haben, ihnen
beizubringen, was Ordnung ist. Eigentlich ist es ganz einfach:

Ordnung heifl3t:
Jedes Ding ist an seinem Platz.
Es gibt nur einen Platz fir jedes Ding.

Man denke an das perfekt aufgeraumte Zimmer, und man erkennt, daf3 einerseits die Definition ganz sinnvoll ist,
andererseits perfekte Ordnung auch hier einen eher unwahrscheinlichen Zustand darstellt.
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Im Umkehrschluf3 bedeutet dies: Es gibt nur eine einzige Mdglichkeit, perfekte Ordnung einzustellen! Im
aufgeraumten Zimmer ist jedes Ding an seinem Platz, im perfekten Kristall ist jedes Atom an seinem Platz.

’ Es gibt aber viele Mdglichkeiten, ein unordentliches Zimmer, einen unordentlichen Schreibtisch oder einen
unordentlichen Kristall zu produzieren. Es gibt sehr viele Mdglichkeiten, 10 dreckige Socken auf die vorhandenen Platze
in Zimmer zu verstreuen - einer auf dem Schreibtisch, einer unter dem Bett, einer hinter der Tur, usw. - aber nur einen
einzigen richtigen Platz (Hinweis fur die Manner: den Waschekorb).

Es gibt also viele grundsatzlich aquivalente Méglichkeiten, Unordnung in einem Zimmer (oder in einem Kristall) zu
erzeugen. Diesen Ansatz Uber die Mdglichkeiten kann man verallgemeinern und quantifizieren.

’ Quantifizieren wir mal das Sockenbeispiel: Wir haben n Socken und N Platze, auf die wir Socken verteilen kénnen.
Damit kann man anfangen zu rechnen.

Makroskopisch sind n und N die beiden einzigen Grol3en, die das Zimmer-Socken-System (ZS-System)
charakterisieren. Jedes mdgliche Wertepaar von n und N definiert damit einen spezifischen makroskopischen
Unordnungszustand, kurz einen Makrozustand (n, N) des ZS-Systems.

Aber zu jedem mdglichen Makrozustand gibt es viele Mikrozustande oder Realisierungsmdglichkeiten, zum
Beispiel:
Zu dem ZS-Makrozustand (5,23) gehort folgende Mikrozustande

1. Socken Nr. 1 auf Platz 1, Socken Nr. 2 auf Platz 2, ...

2. Socken Nr. 3 auf Platz 1, Socken Nr. 5 auf Platz 2, ...

3. usw. — aber nicht ad infinitum!
Die Liste hort irgendwann auf, sie lauft von 1., 2., 3., bis zu einer Zahl p, die wir mit hinreichend viel Kombinatorik-
Kenntnissen ausrechnen kénnen.

’ Nehmen wir jetzt Leerstellen statt Socken und einen Kristall statt einem Zimmer, dann ist der Makrozustand durch die
Zahl n der Leerstellen und die Zahl N der verfigbaren Platze im Kristall gegeben.

Die makroskopischen Eigenschaften des Kristalls hangen nur von diesem Makrozustand ab, d.h. von der
Konzentration cy = n/N der Leerstellen. Welcher der vielen méglichen Mikrozustande zu einer gegebenen
Konzentration realisiert ist, spielt dabei keine Rolle.

’ Schauen wir uns mal qualitativ an, was fur Moglichkeiten wir haben, um Leerstellen im Kristall anzuordnen:

Zum Makrozustand i = 0: "Alle Atome auf ihren Platzen"; d.h es gibt keine Leerstellen, oder (n, N) = (0, N) gibt es
nur einen Mikrozustand, eben alle Atome auf ihren Platzen — perfekte Ordnung!

Zum Makrozustand i = 1: " Eine Leerstelle irgendwo"; oder (n, N) = (1, N) gibt es genau p; = N Mikrozustande, die
Leerstelle kann auf jedem der N Platze sitzen.

Zum Makrozustand i = 2: "Zwei Leerstellen irgendwo"; oder (n, N) = (2, N) gibt es auf jeden Fall mehr als N
Maglichkeiten, d. h. p2 > p1; wieviel genau werden wir noch ausrechnen.

Und so weiter. Fir drei Leerstellen gibt es mehr Mikrozustande als fiir zwei — die Zahl der Mikrozustande pj steigt
jedenfalls mit n = i. Gleichzeitig wird der Kristall immer unordentlicher, so wie ein Zimmer mit 30 verstreuten
Socken noch unordentlicher ist als eines mit nur 5.

’ Wir erkennen:

Die Zahl pj der méglichen Mikrozustande zum Makrozustand Nr. i
ISt ein quantitatives Mal? fur den Grad der Unordnung dieses
Zustands.

’ Damit kénnen wir jetzt die Entropie quantitativ definieren: Das ist die beriihmte Formel von Boltzmann, die wir hier in
leicht vereinfachter Form benutzen:

Si =k - In pj

Die GroRRe kg ist die mit Recht so genannte Boltzmannkonstante. Boltzmannkonstante und Entropieformel haben
ungefahr den gleichen "Rang" wie Lichtgeschwindigkeit ¢ und E = mc2 oder Plancksche Konstante h und E = hv.

’ Die schlechte Nachricht ist aber: Die obige Entropieformel ist schwierig in der Anwendung. Man muss tief in die
Kombinatorik einsteigen und sich vorher noch klar dartiber werden, was genau man "kombiniert". Wie grof3 ist die
Entropie von n Photonen in einem Spiegelkasten? Sehr schwer zu beantworten — Planck hat beim jahrelangen
Nachdenken Uber diese Frage seine Strahlungsformel gefunden!

Die gute Nachricht ist: Meistens ist es nicht erforderlich, die Formel so, wie sie dasteht, zu verwenden. Herr
Boltzmann und Kollegen haben eine universelle "Abkiirzung" gefunden, die das Ganze ziemlich einfach macht.
Bevor wir das aber im néchsten Kapitel kennenlernen, gehen wir zur Ubung erst einmal "in die Vollen" und x-en das
Lerstellenbeispiel von oben durch.
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Beispiel: Die Entropie von Leerstellen im Kristall

’ Wir betrachten n Leerstellen in einem Kristall bestehend aus N Atomen und berechnen jetzt die Entropie S(n).
Mit der Entropieformel Sj = k g - In pj von Boltzmann ist das leicht (haha) mdglich.

’ Die Frage ist zunachst, wieviel Mikrozustande pj es zum Makrozustand i = "n Leerstellen verteilt auf N Platze" gibt. Es
kann nattrlich immer nur eine Leerstelle auf einem Platz sitzen. Die Zahl der Mikrozustande ergibt dann das pj fur die
Formel.

Das ist eine Standardaufgabe aus der elementaren Kombinatorik. Die Formel dazu ist leicht herzuleiten; wir
betrachten dazu eine Tabelle der Méglichkeiten, beginnend bei n=0.

n(=i) pi = Kommentar
0 1 Es gibt genau eine Mdglichkeit, keine
Leerstelle zu haben: Alle Atome auf ihren
Platzen.
1 N Es gibt N Platze fur die 1. Leerstelle und
damit N Mikrozustande.
2 N-(N-1) Es gibt N Platze fir die 1. Leerstelle und
noch N — 1 Platze fur die 2. Leerstelle.
2 Vertauschen bringt jedoch nichts Neues
— die Anordnungen sind
ununterscheidbar. Wir miissen also noch
durch 2 dividieren.
3 N-(N=1)-(N=2) Vertauschen aller 3 Leerstellen bringt
nichts neues, da die moglichen
5.3 Anordnungen alle ununterscheidbar sind,
' wir mussen deshalb durch6=2 - 3
dividieren.
usw.
n N-(N=1)-(N=2) - ....- (N=(n = 1)) Wir haben ein offenkundiges
Bildungsgesetz.
1.2.3 Der Nenner ist per definitionem n!
e n (gesprochen "enn Fakultat").
n N-(N=1)-(N=2)-...-(N=(n-1)) (N—n) Kleiner Trick:
Wir erweitern mit (N — n)! und erhalten:
n! (N—=n)!
n N! Das ist eine so haufige Formel, dass sie
- (N ) einen eigenen Namen und Symbol hat:
n
n! - (N-n)! E = Binomialkoeffizient

’ Die Entropieformel lautet damit

N!
Sn=kp-In (—): kB-(In N'—Inn!—=In(N—=n)! )

n! - (N-n)!

Sieht geil aus, aber was niitzt's? Gemach, wir werden die Nutzlichkeit dieser Formel im nachsten Kapitel schon
noch sehen. Hier geht es nur darum zu zeigen, dass es "geht" - wenn auch mit Muhe.
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Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

’ Wir krénen diese Kapitel mit einer noch einfachen Variante des 2. Haupsatzes der Thermodynamik :

Im thermodynamischen Gleichgewicht hat ein System eine mdglichst
grof3e Entropie
und
Die Entropie eines abgeschlossenen Systems wird nie von alleine kleiner.

’ Der erste Satz ist klar, der zweite Satz hat es in sich und muf3 erklart werden.
Der 2. Hauptsatz definiert irreversible Prozesse: Denn ein Prozel3, bei dem die Entropie zunimmt, kann offenbar
geschehen, der Ruckwartsprozel jedoch nicht. Die Konsequenz daraus ist:

Der 2. Hauptsatz definiert eine Richtung der Zeitachse: Auf der Zeitachse kann man sich nur in Richtung héherer
Entropie bewegen. (Der 2. Hauptsatz ist im tbrigen das einzige Naturgesetz oder Axiom, das eine Zeitrichtung
kennt. Wenn man bedenkt, wie fundamental es fiir uns ist, daf3 die Zeit immer nur in eine Richtung flief3t, ist das
schon sehr erstaunlich!)

Der 2. Hauptsatz definiert den Warmetod des Universums: Irgendwann wird universelles Gleichgewicht (im
wabhrsten Sinne des Wortes) und damit maximale Unordnung erreicht sein. Nichts wird sich mehr &ndern - das
Universum hat den Warmetod erlitten.

Man sieht: Der 2. Haupsatz hat erheblichen Tiefgang. Wir kénnen das hier aber nur ganz oberflachlich ausloten. Zum
Schluss noch eine weitere Formulierung des 2. Haupsatzes, die man oft antrifft;

Es gibt kein
Perpetuum Mobile
2. Art!

’ Was ist ein Perpetuum Mobile 2. Art? Das beim 1. Hauptsatz erwahnte war dann wohl ein Perpetuum Mobile der 1. Art?

So ist es. Ein Perpetuum Mobile 1. Art generiert Arbeit = Energie aus dem Nichts - das gibt's nicht. (Zumindest ist
bislang das Gegenteil nicht bewiesen worden, allem Gerede Uber esoterische "freie Energie" zum Trotz.)

Ein Perpetuum Mobile 2. Art wirde Arbeit generieren, indem es aus einem Warmereservoir (z. B. die Weltmeere)
Waérme = Energie entnimmt und vollsténdig in mechanische Arbeit umwandelt; das Meer muss sich dabei irgendwie
abkiihlen. Dabei bleibt zwar die Gesamtenergie erhalten, aber die Entropie sinkt.

Auch das gibt's nicht. Leider.

’ Man kann das auch so formulieren:

e 1. Haupsatz: You can't win.
e 2. Haupsatz: You can't even break even.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 5.1.2
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5.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 5.1 "System, Temperatur, Energie und Entropie"

’ Ein thermodynamisches System besteht aus einer grof3en
Zahl von Teilchen, die miteinander in Wechselbeziehung in N a;jg' =,
Form von Energieaustausch stehen. of Dol x 2.
Es gibt eine definierte Zahl an Méglichkeiten (= ’m’?&ﬂ’ﬁﬁ%
Freiheitgrade f) in den Teilchen, Energie zu "haben” e
(Bewegung, Rotation, Potential, ...) i oder Kristallatome

Im Gleichgewicht gilt dann fir klassische Teilchen der
Gleichverteilungssatz (= Definition der Temperatur).

Utherm = %fkgT

~ kgT

’ Fur T - 0 K folgt Utherm = 0 eV; d. h. alle Teilchen im

selbem Zustand = _ De_r
Gleichverteilungssatz
Trotzdem ist im Gleichgéwicht die Besetzung der gilt nicht far
vorhandenen Energie-Zustande immer dieselbe. Fermionen!

’ Es gilt immer der Energieerhaltungssatz = 1. Haupsatz der
Themodynamik.

Der Gleichverteilungssatz folgt nicht aus dem 1.
Haupsatz.
Der 1. Hauptsatz regelt nicht, wasmikroskopisch vorliegt,
d.h. welche innere Energien U die Teilchen im Mittel
haben = welche Energieniveaus durch wieviel Teilchen
besetzt sind.

Es wird ein 2. Prinzip bendtigt.

’ Die Entropie S ist ein quantitatives Mal} fir Unordnung.

Die Zahl pj beschreibt die Zahl der mikroskopisch Si = kB - In pi
maoglichen Anodnungen der Teilchen zum selben
Makrozustand i.
2. Hauptsatz: Entropie von n Leerstellen und N — n
Atomen

Im thermodynamischen Gleichgewicht hat ein
System eine mdglichst grof3e Entropie

N!
und
Die Entropie eines abgeschlossenen Systems Sn = kg -In ( )
wird nie von alleine kleiner n! - (N—-n)!

kg - (In N! —In n! —In (N —n)! )

Beispiel: Leerstellen machen Unordnung. Die zugehorige

Entropie kann man (mihsam) ausrechnen.
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5.2 Freie Energie und Minimierungsprinzip

5.2.1 Minimiere die freie Energie

Definition der freien Energie

’ Wir erinnern uns: Das Prinzip, anhand dessen ein System "entscheidet”, was es bei einer bestimmten Temperatur T
tut, ist dies: Finde die optimale Balance zwischen minimaler Energie E und maximaler Unordung S.

Weiterhin ist méglichst viel Unordnung bei héheren Temperaturen wichtiger als bei tiefen. Um das alles méglichst
einfach in eine Formel zu packen, definieren wir jetzt eine neue ZustandsgroéRle , die freie Energie G wie folgt:

G=U-TS

Puristen sagen an dieser Stelle Ubrigens nicht "Energie"”, sondern "Enthalpie" — dementsprechend auch nicht “freie
Energie”, sondern "freie Enthalpie”; ET&IT-Studis durfen die feinen Unterschiede zwischen Energie und Enthalpie
aber ignorieren.

’ Das Prinzip ist also sehr einfach: Nimm die gesamte innere Energie U des System und subtrahiere die Unordnung (=
Entropie S) mal absoluter Temperatur T. Dal3 man subtrahiert, ist hochgradig relevant — wie man an den Konsequenzen
ersehen kann:

Nimmt bei konstanter Energie U und Temperatur T die Unordnung zu, wird G kleiner (aufRer bei T = 0 K). Nimmt bei
konstanter Unordnung S und Energie U die Temperatur T zu, wird G kleiner — usw.

Aber: Nimmt bei konst. T die Unordnung S um ein AS zu, aber nur, wenn die Energie U auch um ein AU zunimmt,
wird G grof3er oder kleiner, je nach Temperatur und der Verkntpfung der AU und AS.

Daraus folgt: Es gibt ein spezielles AS, fur das G (wegen der Verknipfung mit AU) ein Minimum hat.

’ Einfach und allgemein gilt schlicht und ergreifend:

Ein System ist im (thermodynamischen)
Gleichgewicht,
sobald die freie Energie G minimal ist.

Diese Bedingung spiegelt exakt das wieder, was eingangs gesagt wurde: Finde die optimale Balance zwischen
minimaler Energie U und maximaler Unordung S.
Man kann das auch so formulieren: Fir alle Prozesse, die von selbst ablaufen (d. h. ohne dal? von auf3en Energie
zugefihrt oder sonstwie nachgeholfen wird), gilt:

0G
dG = 33— -dxj< O
OXi

Die xj sind dabei die frei gebliebenen Variablen des Systems, d. h. diejenigen, die nicht von au3en vorgegeben sind
(z. B. die Zahl der Leerstellen, das Volumen, was auch immer).
Diese Gleichung ist auch eine Formulierung des 2. Haupsatzes. Es gibt sehr bekannte Wissenschatftler, die diese
Gleichung fiir eine der fundamentalsten Aussagen tber die Welt und das Universum halten.

’ Da alle auftretenden GroéfRen exakt und quantitativ definiert sind, kdnnen wir damit rechnen! Wie das geht, schauen wir

uns gleich mal an:

Fur unsere n Leerstellen in einem Kristall aus N Atomen ist die freie Energie eine Funktion der Grundenergie Ug des
Kristalls (= Energie des perfekten Kristalls), der variablen Zahl n der Leerstellen, der Zahl N der Kristallatome und
der Temperatur T.
Wir haben G = G(n; Ug, N, T) = G(n) , da wir Ug, N und T als Parameter verwenden, die das System "gegebener
Kristall bei T" definieren; sie sind keine freien Variablen, beziiglich derer unser Kristall ins thermodynamische
Gleichgewicht laufen kann. Nur die Zahl n der Leerstellen kann noch verandert werden, um G zu minimieren.
Nimmt man die bereits berechnete Entropie flir das Problem und die ebenfalls bekannte Tatsache, daf3 man zur
Bildung von n Leerstellen die Energie n - EF braucht (EF ist offenbar die Bildungsenergie einer Leerstelle), bekommt
man fir die freie Energie des Problems:

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 144



N!
G(n) = Eog+n-EF —kgT-In
n! - (N—n)!

’ Alles, was zu tun bleibt, um die Gleichgewichtskonzentration cgg=n(T) / N der Leerstellen zu erhalten, ist, das
Minimum von G bezlglich der Variablen n zu fiinden. Das berechnen wir, wie immer, Uber

dGn)

dn

Jetzt war's natlrlich gut, wenn man (und frau) wiil3te, wie man Fakultaten ableitet: Betrachte y = x! — was ist dann
dy/dx?

Da "uns" das wahrscheinlich erhebliche Mihen macht, verschieben wir die Mathematik des Problems (es ist nur
noch Mathe!) auf das nachste Unterkapitel.

’ Hier schauen wir uns die Méachtigkeit des Prinzips "Minimiere die freie Energie" erst mal noch qualitativ an.

Minimierung der freien Energie und Schmelzen

’ Betrachten wir ein erstes, rein qualitatives Beispiel fur die gro3artigen Moéglichkeiten, die in der freien Energie stecken.
Wir vergleichen die freie Energie eines beliebigen Materials in festem und flissigem Zustand, wobei wir zun&chst mal
annehmen, dal3 beide Zustande bei allen Temperaturen existieren konnten .

Die einzige Variable, die wir zulassen, ist die Temperatur T; wir haben also G=G(T).

In beiden Zustanden oder Phasen ist der Faktor T - S=0 fur T=0. Da die Flussigkeit aber immer der unordentlichere
Zustand ist, hat sie bei jeder endlichen Temperatur eine grof3ere Entropie als der feste Zustand; T - S wird von O
beginnend fir die Flussigkeit also schneller mit T anwachsen als fir den festen Zustand.

Die innere Energie U ist im flissigen Zustand ebenfalls immer gro3er als im festen Zustand (Bindungen sind nicht
abgesattigt und im optimalen Abstand; die Teilchen haben kinetische Energie); in beiden Féllen wéchst U irgendwie
mit T. (Nicht vergessen: T ist ein MaR fur die im System steckende Energie!).

’ Man erhalt also folgendes prinzipielle Diagramm; die blauen Kurven sind die beiden freien Energien Gfest und Glussig
(wichtig: nie eine Prinzipzeichnung mit der "Realitat" verwechseln!):

U; TS; G
F 3

4
T Sﬂusslg

fliissig

T Sfw;t
Ul‘est

gy Al
"-._C'ﬂi'lssig

Al
C'fpst
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’ Der Einfachheit halber sind alle Kurven als Geraden gezeichnet und Schnittpunkte fir U(T) und T - S(T) eingezeichnet
(damit kennt man die Nullpunkte von G(T); angedeutet mit den gestrichelten Hilfslinien) und kann die G-Geraden leicht
zeichnen.

Das ist aber alles vdllig irrelevant und vereinfacht nur die Schemazeichnung. Die Schluf3folgerung aus diesem
Diagramm gilt fur alle monoton ansteigenden Funktionen, ob mit oder ohne Schnittpunkte:

’ Es existiert immer eine Temperatur T, die Schmelzpunktstemperatur, oberhalb der die freie Energie G fiissig der
flissigen Phase kleiner ist als G fest der festen Phase. Anders ausgedrtickt:

Materialien schmelzen bzw. gefrieren, weil in der jeweilig stabilen Phase die freie Energie im Vergleich zur
Alternative am kleinsten ist. Das ist eine ziemlich weitreichende Vorhersage, die wir hier zwanglos erhalten!
Selbstverstandlich gelten exakt dieselben Uberlegungen fiir das Verdampfen und andere Phasenanderungen.

’ Wir kdnnen aber noch mehr erkennen: Falls die beiden G(T)-Kurven sich so flach oder noch flacher schneiden, als es in
der Zeichnung angedeutet ist, wird die quantitative Berechnung von Schmelzpunkten sehr schwierig sein. Denn die Lage
des Schnittpunkts zweier sich flach schneidenden Geraden wird sehr stark davon abhéangen, wie genau man die
Geraden kennt.

Das ist in der Tat so; Schmelzpunkte ergeben sich aus dem Vorzeichen der Differenz grof3er Zahlen. Kleinste
Anderungen haben groRe Effekte, und die Berechnung von Schmelzpunkten aus Daten der Atome des Materials ist
nach wie vor schwierig und unbefriedigend.

’ Damit aber genug der qualitativen Diskussion. Der Ingenieur, insbesondere der ET&IT -Ingenieur (von den Ingeneurinnen
ganz zu schweigen!), will's rechnen ! Im nachsten Unterkapitel!

’ Hier die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 5.2.1
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5.2.2 Berechnung der Leerstellendichte und Verallgemeinerung

Berechnung der Leerstellendichte

’ Die Formel zur Berechnung der Leerstellendichte im Gleichgewicht haben wir bereits hergeleitet, sie lautete:

N!

Eg + n-EF —kgT- In

G(n)
n! - (N—n)!

’ Damit ist die Errechnung der Gleichgewichtszahl an Leerstellen Giber dG(n)/dn = 0 jetzt eine mathematische Aufgabe
geworden.

Der schwierige Teil ist dS(n)/dn, also

dSn

dn

kg -

d

dn

(In N! —[In n! +In (N=n)!] )

’ Die mathematische Aufgabe reduziert sich auf die Berechnung von

d [Inn!]

d [In(N = n)!]

dn

dn

’ Da man Funktionen mit Fakultaten nicht so recht differenzieren kann (sie sind ja gar nicht stetig), ist es jetzt notwendig,
einige Naherungen zu machen:

’ Mathematische Naherung: Anwendung der einfachsten Version der Stirlingschen Formel fir Fakultaten:

~

In x! X -In X

Diese simple Formel generiert nicht nur einen ganz gut passenden Zahlenwert fur nicht zu kleine x, z.B. x = 17,
sondern produziert auch eine stetige Funktion, d.h. sie liefert auch Werte fur z.B. x =17,31 . Was 17,31! bedeuten
mag, lassen wir mal offen — aber auf jeden Fall kbnnen wir mit dieser Naherung jetzt differenzieren.

’ Physikalische Naherung: Fur einen realen Kristall gilt immer:

n << N

N-n N

Das ist gerechtfertigt, da die Zahl der Leerstellen immer viel kleiner sein wird als die Zahl der Atome.

’ Weiterhin benutzen wir statt der Zahl bzw. Dichte n an Leerstellen auch ihre Konzentration (relative Haufigkeit) cy tber
die inzwischen pekannte Beziehung

n

N

= cy = Konzentration von Leerstellen (Index V)

Nochmals: Haufigkeiten wie hier definiert haben keine Maf3einheit; ein cy-Wert von 0,01 entspricht 1 % Leerstellen
bezogen auf die Zahl der Atome. Statt Prozent benutzt man aber gerne folgende Abkiirzungen:

» ppm=parts per million =105

» ppb=parts per billion =109

DaR die englische bzw. amerikanische Billion der deutschen Milliarde (= 109) und nicht der deutschen
Billion (= 1012) entspricht, ist ein Quell standiger Irrtiimer in allen deutschen Zeitungen, aber natiirlich nicht bei
ET&IT-Ingeneurinnen!
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’ Die nun recht einfache Mathematik (iberlassen wir einer Ubungsaufgabe.

Ubungsaufgabe 5.2-1

Berechnung der Gleichgewichtsdichte an
Leerstellen

’ Als Ergebnis erhalten wir fiir die Leerstellenkonzentration im thermodynamischen Gleichgewicht

EFV
cv =exp (- —)
kgT

Das ist die in einem vorhergehenden Kapitel bereits postulierte Formel. Aber jetzt haben wir sie aus "first
principles" hergeleitet!

’ Dies bedeutet, dal3 im thermodynamischen Gleichgewicht eine ganz bestimmte Konzentration cy ( T) an Leerstellen
prinzipiell vorliegt.
Kristalle ganz ohne Leerstellen bei endlicher Temperatur oder mit der falschen Anzahl sind nichtim GG!

Der jeweilige Wert der Gleichgewichtskonzentration sinkt exponentiell mit steigender Bildungsenergie und steigt
exponentiell mit der Temperatur (Minuszeichen im Exponenten beachten!). Wer Probleme mit der Visualisierung von
Exponentialfunktionen hat, betétigt den Link.

Verallgemeinerung

’ Wir kdnnen diese ausfihrliche Betrachtung jetzt sofort verallgemeinern, denn sie gilt analog auch fur andere atomare
Fehlstellen:

Nehmen wir die Bildungsenergie der Eigenzwischengitteratome EF(i), haben wir die Gleichung fiir die
Gleichgewichtskonzentration an Eigenzwischengitteratomen.

Nehmen wir eine spezifische Energie zur Beschreibung des Einbaus eines Fremdatoms, EL(FA), beschreiben wir
damit die Loslichkeit eines Fremdatoms, d. h. die optimale Konzentration bei einer bestimmten Temperatur.
EL(FA) beschreibt dabei die Energie, die man aufbringen muR, um ein Fremdatom ins Gitter einzubauen.

Hier mul3 man allerdings ein bi3chen aufpassen. Wahrend man zur Erzeugung , d.h. zum Einbau einer Lehrstelle
oder eines ZGA, immer Energie aufwenden muR, kann EL(FA) auch mal negativ sein, d.h. man gewinnt Energie
durch Einbau eines Fremdatoms (einfach weil Kristallatome manchmal lieber ein Fremdatom als Nachbar haben als
eines der eigenen Sorte). Auch kann EL(FA) sehr klein sein (d.h. es ist dem Kristall dann ziemlich egal, wer auf den
Gitterplatzen sitzt).

’ Solange die Konzentrationen klein sind, d.h. solange die diversen atomaren Fehlstellenarten sich gegenseitig "nicht
sehen”, sind alle Konzentrationen einfach additiv - GG verlangt nach der jeweils richtigen Konzentration aller im System
machbaren atomaren Fehistellen.

’ In jedem Fall erfordert das Minimum der freien Energie, daf eine bestimmte Konzentration an atomaren Fehlstellen
vorhanden ist . Fir hohe Bildungs- oder Loslichkeitsenergien oder niedrige Temperaturen kann diese Konzentration
beliebig klein werden, mathematisch null wird sie jedoch nie!

Physikalisch Null ist eine Konzentration aber spatestens dann, wenn weniger als ein atomarer Defekt auf alle
Atome des betrachteten Kristalls kommt. Dies ist bei makroskopischen (mit dem blof3en Auge sichtbaren)
Kristallen rund und roh bei Konzentrationen von cy ~ 1021 der Fall.

MeRtechnisch sind allerdings schon Konzentrationen von cy < 10-10 meist nicht mehr direkt erfabar. Das schlieRt
aber nicht aus, dalR atomare Defekte in derart kleinen Konzentrationen trotzdem noch die Eigenschaften eines
Materials beeinflussen kénnen.

’ Eine weitere of sehr traurige Konsequenz der Minimierung der freien Energie Giber atomare Fehlstellen ist, dass Kristalle
dazu neigen, bei hohen Temperaturen zu verdrecken.

Falls die Einbauenergie EL(FA) eines Fremdatoms nicht allzu hoch ist, "méchte” der Kristall bei hoher Temperatur
gerne welche "haben". Sind dies Atome verflgbar - sie sind in der Atmosphére, auf der Oberflache - baut der Kristall
per Diffusion sie so lange ein, bis er die richtige Gleichgewichtskonzentration hat.

Das Problem ist jetzt nur, dass er den Dreck beim Abktihlen nicht mehr los wird — im Gegensatz zu intrinsischen
AF, die auch wieder verschwinden kdnnen. Das ist kein theoretisches Problem, sondern eine nur mit viel Geld zu
bekampfende "Pest" bei jeder Halbleitertechnologie.

’ Hier die schnellen Fragen:
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Fragebogen
Schnelle Fragen zu 5.2.2
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5.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 5.2 "Freie Energie und Minimierungsprinzip"

Alle thermodynamischen Systeme folgen einem
einfachen Minimierungsprinzip (siehe Katen rechts). Ein System istim

In Worten. (thermodynamischen)
* Mache die innere Energie U so klein als Gle_mhg?W'Cht' _
moglich. sobald die freie Energie G

« Ziehe davon méglichst viel mit der Temperatur minimal ist.
T gewichtete Unordnung=Entropie S ab.
* Minmiere die erhaltene Zustandsfunktion G =

U —TS; bei einem entsprechenden Anstieg G=U-TS
von S kann es sich dabei lohnen, U leicht zu
erhdhen.
Es mag sich also lohnen, bei hohen Temperaturen Ungeheuer WiChtig'

etwas in die innere Energie U zu "investieren” (z. B.
duch Aufbringen der Bildungsenergie von
Leerstellen), falls man damit kraftig Entropie
bekommt.

Grundsatzlich sind damit Systeme bei héheren
Temperaturen unordentlicher als bei niedrigen
Temperaturen: Kristalle haben mehr Leerstellen;
Festkorper schmelzen!

’ Beispiel Leerstellen:
L Freie Energie von n Leerstellen im Kristall aus N
Aus G=Minimum folgt dG/dn=0, daraus Atomen:
N!
EF _ E
G(n) = Egp + n-EF — kgT - In
cv =exp (- —) n! - (N=n)
kT

LaRt sich auf jede atomare Fehlstelle
verallgemeinern.

> Kristalle wollen bei hohen Temperaturen
verdrecken!
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5.3 Zustandsdichten und Verteilungsfunktionen
5.3.1 Die Boltzmann-Verteilung

Zustandsdichten

’ In den vorhergehenden Kapiteln haben wir zwei sehr méachtige Prinzipien kennengelernt, codiert in den simplen Formeln
(die man wissen muss!)

Si = kg - In pj

G = U-TS

Das Rechnen mit diesen Formeln war aber miihsam, dies galt insbesondere fir die Entropieformel.

’ Nun sind aber Atome und Elektronen nicht besondere intelligent, sie haben, ahnlich wie Erstsemester oder Banker, von
diesen Formeln noch nie etwas gehort — trotzdem kennen sie fiir jede Situation die exakte Lésung! Wir stellen uns
damit mal die Frage: Was tut so ein Atom oder Elektron eigentlich , um ein System, das im Gleichgewicht ist,
herzustellen?

Die Antwort, schon oft angeklungen, ist einfach: Das Teilchen "besetzt" einen méglichen Zustand mit einer
definierten Energie. Das Wort "besetzt" meint damit keinesfalls "irgendwo im Raum zu sitzen", also ortsfest zu
sein. Das Gasatom, das den Zustand v = (34, 16, -321) m/s besetzt hat, also mit der vektoriellen Geschwindigkeit
wie angegeben durch die Gegend fliegt, ist gerade "irgendwo", aber es "sitzt" fest auf dem Energieniveau

E1 =2 mv2.

Nimmt man die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors v = (v x, vy, Vz) als Definition eines Zustandes (wie hier
geschehen), haben alle Zusténde, fiir die vy2 + vy2 + vz2 = const gilt, offenbar dieselbe Energie, und damit liegt hier
Entartung vor.

’ Statt dem Begriff "Entartung ", der vor allem bei diskreten Energieniveaus sinnvoll ist, definieren wir jetzt eine neue
Grole, die Zustandsdichte D(E ) . Sie bestimmt im Grunde dasselbe wie die Entartung, aber macht das sehr viel
eleganter, insbesondere fir sehr dicht benachbarte Energieniveaus oder sogar fur Energiekontinua.

Wir definieren einfach fur die (differentiell kleine) Zahl der Zustande dN(E) in einem Energieintervall dE

_ Zahl der Zustande im
dNE)=DE) - Energieintervall von E bis E + b
dE = dE cm

’ Hier ist das Bild dazu — bezogen auf das schon bekannte Bild, das die Enststehung der Energiebander aus den
diskreten Niveaus der Atome beim Silizium zeigt:

=

Biinder i
....... AV AR
,pn Niveaus

Diskrete
E - Niveaus

N S

Zustandsdichte D(E) = AN/ AE

Das ist im Grunde sehr einfach. Die Zustandsdichte mal dE gibt einfach nur die Zahl oder, genauer gesagt,
Volumendichte der verfiigbaren Platze in einem (kleinen) Energieintervall dE an (D(E) = dN/d E), die durch die
betreffenden Teilchen besetzt werden kénnen, und das auch noch pro cm3. Wir haben also sowohl eine Dichte
bezogen auf die Energie (D(E) = dN/dE) als auch bezogen auf das Volumen.

’ Zu jedem System gibt es eine Zustandsdichte D(E). Wie die damit beschriebene Funktion genau aussieht, ist von
System zu System verschieden. D(E) ist auch nicht unbedingt eine einfache Funktion. Sie kann sehr kompliziert
aussehen; haufig (z.B. fur Elektronen in Halbleitern) ist sie auch sehr kompliziert. Der Link zeigt ein Beispiel.

Aber was soll's — die Zustandsdichte ist fur ein gegebenes System oder Material (z.B. fir die Elektronen in
Halbleiterkristallen) eine Material'konstante". Hat man sie einmal berechnet oder gemessen, hat man sie fiir alle
Zeiten.
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’ Unser Problem kann damit neu formuliert werden: Wir haben ein System (wir denken jetzt immer an Halbleiter), dessen
Zustandsdichte wir kennen. Die einzige Frage, die man jetzt noch stellen kann, ist:

Wie verteilen sich die Teilchen des Systems im
Gleichgewicht auf die vorhandenen Zustande und damit
Energien?

Haben wir die Antwort einmal gefunden, gilt sie fur alle Zeiten, denn im Gleichgewicht andert sich (im Mittel) per
definitionem nichts mehr!

’ Die Frage laRt sich auch anders stellen. Wir fragen:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit w(E) ist im Gleichgewicht
ein Platz bei der Energie E mit einem Teilchen des Systems
besetzt?

’ Die Dichte n(E) (= Zahl Teilchen pro cm3) der Teilchen mit Energien zwischen E und E + AE ist dann gegeben durch

Zustandsdichte mal
Wahrscheinlichkeit der Besetzung mal
Energieintervall

n(E)

D(E) - W(E) - AE

Das ist eine im Prinzip einfache, aber
ungeheuer wichtige Beziehung,
die wir noch oft brauchen werden!

e guten Nachrichten:

’ 1. gute Nachricht: Mit nur zwei Verteilungsfunktionen w(E) kann man alle Systeme auf der Welt (und im gesamten
Universum) beschreiben!

Wir brauchen zwei Verteilungsfunktionen, denn wir haben zwei grundverschiedene Teilchensorten: Die Bosonen und
die Fermionen ! Jetzt sollte man unbedingt noch mal nachschauen , worin der fundamentale Unterschied zwischen
den beiden Arten besteht! Wir fassen schnell zusammen:

* Auf einem Zustand kann immer nur ein Fermion (z.B. ein Elektron) sitzen.
* Auf einem Zustand kdnnen beliebig viele Bosonen oder klassische Teilchen sitzen.

Dieser fundamentale Unterschied in den Mdéglichkeiten, sich auf gegeben Energiplatze zu verteilen, spiegelt sich in
der zugehdorigen Verteilungsfunktion wider; es gibt also zwei davon.

’ 2. gute Nachricht: Falls die Teilchen eines gegebenen Systems auf die verfligbaren Platze (gegeben durch die
Zustandsdichte des betreffenden Systems) nach MalRgabe der zustandigen Verteilungsfunktion aufgeteilt sind, ist das
System immer und "automatisch” im Minimum seiner freien Energie (und damit im Gleichgewicht).

Wenn das mal keine gute Nachricht ist! Nie mehr Kombinatorik mit Fakultdten usw., um Entropien auszurechnen.
Aber halt! Haben wir uns statt der Pest jetzt die Cholera eingehandelt? Sind die beiden Verteilungsfunktionen
mdglicherweise wahnsinnig kompliziert? Sind sie nicht!

’ 3. gute Nachricht:Die beiden Verteilungsfunktionen fir Fermionen bzw. Bosonen sind mathematisch so einfach, wie es
gerade noch geht, um die benétigte Funktionalitéat darstellen zu kénnen.

’ 4. gute Nachricht: Oft, d. h. unter Umstanden, die wir noch genauer anschauen werden, kann man diese beiden
Verteilungsfunktionen in sehr guter Naherung durch eine einzige mathematisch noch einfachere Verteilungsfunktion
beschreiben, namlich der fur klassische Teilchen — und das ist die Boltzmann-Verteilung, die wir etwas weiter unten
ausfuhrlich einfiihren.

Klassische Teilchen gibt es "eigentlich” ja gar nicht. Mit dem hier gegebenen Hintergrund kénnen wir sie aber sehr
einfach definieren:
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"Klassische" Teilchen sind Bosonen oder Fermionen unter
Umstéanden,
bei denen die
Boltzmann-Verteilung
zur ndherungsweisen Beschreibung vollkommen ausreicht.

’ Es wird jetzt Zeit, diese Verteilungsfunktionen so weit als erforderlich zu konkretisieren.

Die Boltzmann-Verteilung fir klassische Teilchen

Die Uberschrift sagt es schon: Klassische Teilchen gehorchen der Boltzmann-Verteilung , der wir im tibrigen schon
mehrfach begegnet sind.

Hier ist der entsprechende Teil aus dem Kapitel "4.2.2 Diffusion mit atomaren Fehlstellen und Ficksche Gesetze":

Falls ein wie ein Kristall
"thermodynamisches
System*

verschiedene angeregte
Energiezustande E j

relativ zum Grundzustand

Eo hat

(mit Eg = Zustand mit der = 0 = alle Platze mit
kleinsten Energie), Atomen besetzt

dann istim

thermodynamischen
Gleichgewicht

die Zahl der "Teilchen" N;j wie z.B. Leerstellen
= Atome "weg"

bei der Energie Ej Bildungsenergie EF

gegeben durch

N; =
— =exp(-——)
No kg T

’ Falls die weitaus Uberwiegende Zahl der Teilchen auf dem Grundniveau (per definitionem bei E = 0 eV) sitzt, kann man
das noch vereinfachen zu

Ej
Ni = Niotal - exp (- )
kgT

Mehr braucht eigentlich nicht gesagt zu werden. Einige Beispiele haben wir im Vorgriff auf die grundlegende
Thermodynamik, die wir hier kurz anschauen, schon behandelt, namlich

* Konzentration atomarer Fehlstellen
» Diffusion atomarer Fehlstellen
Weitere Beispiele werden folgen!

’ Da wir die Verteilungsfunktion fir Bosonen (die sog. Bose-Einstein-Verteilungsfunktion ) nicht brauchen werden,
lassen wir sie einfach weg.
Damit bleibt nur noch, die Verteilungsfunktion fir Fermionen zu bestimmen, die wir unbedingt brauchen werden. Das
werden wir im nachsten Unterkapitel tun.
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5.3.2 Die Fermi-Dirac-Verteilung

Die Grundlagen zur "Ableitung" der Fermi-Dirac-Statistik

’ Was genau ist die Frage? Als ET&IT-Studis wollen wir in erster Linie wissen, wie sich die Elektronen der
Halbleiterkristalle auf die Energiebander verteilen, die wir immer bekommen, wenn wir aus einzelnen Atomen einen
Kristall machen.

Dazu sollte man sich vielleicht nochmal das betreffende Potentialbild anschauen.
’ Als Einstieg in die Thematik betrachten wir ein Modellsystem mit konstanter Zustandsdichte. Wir geben 10 Platze pro
eV liber den ganzen Energiebereich vor (d.h. D = 10 eV-1 (wir schenken uns das m=3 in der Dimension). In dieses

System stecken wir 90 Elektronen. Wir kénnten auch D = 10 11 ev~1 und 1012 Elektronen (oder jede beliebige ander
sinnvolle Kombination) nehmen, aber das muss dann jemand anders zeichnen.

Also immer wieder: Prinzipzeichnungen nicht mit der "Realitat" verwechseln!
Wir schau'n dann mal, was bei T =0 K und T > 0 K in unserem System passiert.

In jedem Zustand, gekennzeichnet durch eine Energie E, kann man also maximal 10 Elektronen unterbringen. In
Diagramm entspricht ein Platz fur ein Elektron damit einem Kastchen.

AED T=0K AET)

1 1

1 L

X T

Zustinde Er Er

’ Die Verteilung der Elektronen auf die Zustande bei T = 0 K ist Klar.

Fir ein Minimum der freien Energie G ist jetzt nur die Energie zu minimieren, da in G = E — TS der Entropieterm = O
ist. Das machen wir, indem wir erst mal alle Platze bei der niedrigsten Energie besetzen, dann alle Platze bei der
zweitniedrigsten Energie usw, bis wir alle 90 Elektronen energiegiinstigst untergebracht haben - so wie oben links
gezeigt.

Bei irgendeiner Energie sitzt das "letzte" Elektron. Dieser Energie geben wir einen Namen, sie heil3t ab sofort
Fermienergie Ef. Auch das kam schon mal vor. Per definitionem sind bei T = 0 K alle Zustande bis zur
Fermienergie besetzt; danach ist alles leer.

Fur ein gegebenes System (d.h. wir kennen die Zustandsdichte und die Zahl der Teilchen), z. B. ein Stiick Si-
Kristall, liegt die Fermienergie damit fest, man kann sie als einen Materialparameter betrachten.

’ Jetzt schauen wir uns mal an, wie ordentlich oder unordentlich wir die Elektronen verteilt haben.
Insgesamt gibt es offenbar genau eine Mdglichkeit, alle 90 Elektronen unterhalb der Fermienergie unterzubringen.

Wir haben also gré3tmdgliche Ordnung erzeugt, da wir nur einen Mikrozustand haben, um die gewiinschte
Anordung mit minimaler Energie zu realisieren. Das ist gleichbedeutend mit einem Zustand minimaler Entropie. Bei
T =0 K ist das ja auch "in Ordnung".

’ Jetzt machen wir mal das gleiche Spielchen bei einer endlichen Temperatur T1. Dann liegt aber im Minimum der freien
Energie etwas Unordnung vor - bei moglichst minimaler Energieerhéhung.

"Unordnung" bedeutet hier, aus einem besetzten Energieniveau einige Elektronen herauszunehmen und diese
(ungern, aber notgedrungen) auf bisher unbesetzten Niveaus bei htheren Energien unterzubringen. Das schafft
insofern Unordnung, da wir jetzt mehr als eine Méglichkeit haben, um z. B. 8 bzw. 2 Elektronen auf den verfligbaren
10 Platzen (bei einer bestimmten Energie) unterzubringen.

Es ist klar, dal3 wir das Herausnehmen bei den héchsten besetzten Energieniveaus machen und die freigesetzten
Elektronen auf die niedrigsten unbesetzten Niveaus bringen - das minmiert den Energie"preis" fur die Transaktion.
Qualitativ wird das so aussehen, wie mit der roten Kurve gezeigt - wir haben insgesamt vier Elektronen umgeordnet.

Die Kurve zeigt das Ganze bei noch héherer héherer Temperatur und deshalb mit noch mehr
Unordnung. Offenbar wird die Einhillkurve (= unsere gesuchte Verteilungsfunktion) mit steigender Temperatur immer
"weicher".

Dass wir jetzt zunehmend Unordnung erzeugen, ist auch klar. Die Elektronen um die Fermienergie herum sind nicht
mehr ordentlich aufgerdumt; je weicher die Einhillkurve = Verteilungsfunktion um die Fermieenergie herum wird,
desto mehr Unordnung wird erzeugt.
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’ Das war's dann auch schon. Die im Bild oben gezeigten rote / orangefarbene Kurven stellen ganz offensichtlich die
gesuchte Verteilungsfunktion dar. Diese Verteilungsfunktion nennen wir Fermi-Dirac-Verteilung oder in Kurzform
schlicht Fermi-Verteilung.

Wir haben aber ein kleines Problem, erkennbar wenn wir das Bild rechts betrachten: Bei T = 0 K ist die
Fermiverteilung unstetig; sie macht einen Sprung von w(E < Ef) =1 aufw(E > Ef) = 0. Bei htheren Temperaturen
macht sie den Ubergang stetig wie gezeigt.

Welche mathematische Funktion w(E; Eg , T) kann das leisten? Wiederum ist die echte Variable die Energie E; EF
und T sind Systemparameter. Noch genauer gesagt, ist eigentlich E — Ef die Variable, denn es kommt immer nur
dieser Ausdruck vor.

Ein bi3chen komplizierter als die Boltzmannverteilung ist die Fermiverteilung wohl schon. Da sie fundamental ist,
bezeichnen wir sie auch nicht mehr mit w(E; Er, T), sondern mit f(E; Er, T). Aber genug des Vorspiels: Die
Fermiverteilung ist wie folgt definiert:

f(E; Er T) =

E - Er
exp (—>+ 1

kgT

Keine beliebig einfache Funktion, aber die einfachste, die das tut, was nétig ist! Man muss diese Formel nicht
unbedingt auswendig kénnen, man muss sie aber auf jeden Fall qualitativ zeichnen kdnnen!

’ Wir machen das ganze nicht zum Spal3: Fermiverteilung und Fermienergie sind fundamental fur Halbleiterbauelemente,
wir werden uns deshalb die Eigenschaften der Fermiverteilung in nachsten Unterkapitel auch noch etwas genauer
anschauen.

’ Hier sind die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 5.1.2
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5.3.3 Eigenschaften der Fermi-Verteilung

Zunachst betrachten wir das Grenzverhalten fir T - 0 K.

Stufe von 1 auf 0 ergeben.

Wir bekommen in einer Fallunterschiedung:

Das sollte beim Uberschreiten der Fermienergie eine abrupte

fir E—EF = AE<O:

fuir E — EE=AE>0:

1
f(E, OK) = =1
exp(—w)+1
1
f(E, OK) = =0
exp (+ ®)+1

Das ist genau das, was wir brauchen.

’ Es ist nun verhaltnisméaRig einfach, die Fermiverteilung fiir eine gegebene Temperatur und Fermienergie auszurechnen.

Man erhalt Kurven wie folgt:

AE,T)
4 Er
1 s
I } \TN \ (lfl Boltzmann-
Niih
H > T, \ ]l diherung
A |
|\
T] I"'-.\\
| \
0 T N
=2 kT

Das Rechteck bei T = 0 K bekommt mit steigender Temperatur zunehmend eine weiche Flanke; genau so, wie wir

es uns Uberlegt hatten.

Der "weiche" Bereich oder die "Aufweichungszone" hat dabei eine Breite von ungefahr 4 kgT. Auch das entspricht
der Vorhersage - aber jetzt konnen wir es ausrechnen; wir werden das auch in einer Ubungsaufgabe tun.

’ Eine weitere Eigenschaft wird unmittelbar sichtbar (oder ausrechenbar):

f(E = Eg, T)

Die Fermienergie liegt per definitionem bei der Energie, bei der die Wahrscheinlichkeit, dass die Elektronen die
Platze dort besetzen, gleich 1/2 ist. Das ist eine viel bessere, weil allgemeinere Definition der Fermienergie , die
wir noch oft brauchen werden. Sie ist vollstandig kompatibel mit unserer alten Definition, nur besser.

Wir kbnnen weiterhin vermuten, dal3 der "Hochenergieschwanz" der Fermiverteilung, also die Wahrscheinlichkeit,
dass Platze bei E >> Ef besetzt sind, durch die Boltzmannverteilung approximiert werden kann; auch das ist oben

eingezeichnet.

Das laf3t sich leicht zeigen: Fur E — Eg >> kgT qilt in der Tat:

f(E, T) ~exp ( —

E —Efr

keT

)

Das ist die Boltzmannverteilung, nur der Energienullpunkt liegt jetzt bei Eg. Dass diese Beziehung stimmt, wird in
der folgenden Ubungsaufgabe gepriift.
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Ubung 5.3-1

Eigenschaften der Fermiverteilung

’ Zum Schluf3 noch eine auf den ersten Blick etwas seltsam anmutende Beziehung, die wir aber noch oft brauchen
werden:

Die Wahrscheinlichkeit wp dafiir, dal® ein Platz bei der Energie E nicht mit einem Elektron besetzt ist (wir auf
diesem Platz sozusagen ein "Loch " [engl. "hole"] haben), ist gegeben durch

wh = 1 — f(E,T)

Wir schauen uns das noch schnell in einer Graphik an:

‘Wahrscheinlichkeit
AE.D) fiir Nichthesetzung
A

0 . E
Erp

v

‘Wahrscheinlichkeit
fiir Besetzung

’ Damit haben wir jetzt ein machtiges Werkzeug, um den elektronisch bedingten Eigenschaften der Materialien und

insbesondere der Halbleiter nachgehen zu kdnnen. Denn elektronische Eigenschaften kommen von dem, was die
Elektronen im Kristall so treiben, und die sind nun mal Fermionen.

Das ist Ubrigens auch gut so: Falls sie Bosonen waren, hatten wir arge Probleme (die damit anfangen, dass es uns
gar nicht geben wirde).

’ Hier sind die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 5.3.3
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5.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 5.3 "Zustandsdichten und Verteilungsfunktionen"

’ Alle Systeme sind durch eine Zustandsdichte D(E)
gekennzeichnet

D(E) ware fur ein diskretes Energieniveau der
Entartungsgrad.

Die Zustandsdichte ist eine "doppelte” Dichte: 1.
beziglich der Energie, und 2. beziglich des
Volumens (trivial).

[D] =ev1.cm3

’ Bei gegebener Zustandsdichte entscheidet nur die
Besetzung der daduch gebenen Energieniveaus dartiber
was das System "tut".

Zum Gleichgewicht, d.h. dem Minimum der freien
Energie G = U — TS, gehort eine bestimmte
Besetzungssystematik.

Die Grund- und Schlisselfrage ist: =

’ Die Antwort auf diese Frage muss eine
Verteilungsfunktion sein

Es gibt genau zwei Verteilungsfunktionen w(E):

eine fir Bosonen und eine fiir Fermionen.

’ Damit ergibt sich als Haupt- und Grundformel fur die
Konzentration n(E) an Teilchen bei der Energie E >

’ Uns interessiert nur die Fermi-Verteilung: wir nennen sie
immer f(E; Ef, T)
Wir habe eine Funktion der Energie E mit der
Temperatur T und der Fermienergie E als Parameter.

Die Fermienergie ist eine Systemgrol3e. Sie ist
diejenige Energie, bei der die Wahrscheinlichkeit einer
Besetzung = ¥z ist. (Bei T = 0 K und einer
kontinuierlichen Zustandsdichte entspricht das der
Energie, bei der das letzte Elektron untergebracht
werden kann.)

f(E = Ep) = %

dN Differentielle Zahl dN der
D(E) = — = Zustande im Energieintervall
dE [E, E + dE] pro cm3

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass ein Platz bei der Energie
E besetzt ist?

(fur gegebene Paramter wie Temperatur
T, Teilchengesamtzahl Np, ...)

Bose-Einstein-Verteilungsfunktion
(fur Bosonen):

Es konnen beliebig viele
Teilchen = Bosonen auf einem Platz
sitzen
(z.B.allebeiE =0eV bei T =0K)

Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion fir
Fermionen (z. B. Elektronen):
Es kdnnen maximal 2
Elektronen = Fermionen (Spin rauf und
runter) auf einem Platz sitzen
(z.B. nichtallebeiE=0eV bei T=0
K)

Dichte der Platze mal
Wahrscheinlichkeit der

nE) = Besetzung mal
Energieintervall
= D(E) - w(E) - AE
1
f(E; EF, T) =
E — Ef
exp ( EE— ) +1
kT

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 158




’ Der Graph der Fermiverteilung sieht - leicht erratbar - so JED
aus = -
’ Die folgende Eigenschafte machen das Arbeiten mit der ! ]U%h Blumann
Fermiverteilung einfach: T=>f| I R
Die "Aufweichungszone" ist ~ 4 kgT breit. Pl g
Fur den "Hochenergieschwanz", d. h. fir Energien 0 I""I_b I\“_
einige kg T oberhalb der Fermienergie, kann die =2K1

Boltzmann-N&aherung verwendet werden:

E—Efr

f(E,T) ~exp (-

)

kT

Die Boltzmann-Naherung bedeutet immer: Die
Teilchen kénnen jetzt "klassisch" beschrieben
werden.

’ Die Quintessenz des Ganzen ist:

Die Verteilung von Teilchen auf die verfiigbaren
Energieplatzen mit der Fermiverteilung
oder, in klassischer Naherung,
mit der Boltzmannverteilung , beschreibt immer
den Zustand kleinster freier Energie und damit
thermodynamisches Gleichgewicht
(bei der gegebenen Temperatur T).
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5.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 5

5.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 5 "Grundzige von Thermodynamik und Statistik"

’ Ein thermodynamisches System besteht aus einer grof3en
Zahl von Teilchen, die miteinander in Wechselbeziehung in
Form von Energieaustausch stehen.

Es gibt eine definierte Zahl an Mdoglichkeiten

(= Freiheitgrade f) bei den Teilchen, Energie zu "haben
(Translationsbewegung, Rotation, Schwingung,
Potential, ...)

Im Gleichgewicht gilt dann fiir klassische Teilchen der
Gleichverteilungssatz (= Definition der Temperatur).

UFreiheitsgrad = Y2kgT

UTeilchen = Y%fkgT

’ Fur T - 0 K folgt Uteilchen = 0 eV; d. h. alle Teilchen im

selbem Zustand =

Trotzdem ist im Gleichgewicht die Besetzung der
vorhandenen Energie-Zustande immer dieselbe.

’ Es gilt immer der Energieerhaltungssatz = 1. Haupsatz der
Themodynamik .

Der Gleichverteilungssatz folgt nicht aus dem 1.
Haupsatz.
Der 1. Hauptsatz regelt nicht, was mikroskopisch
vorliegt, d.h. welche innere Energien U die Teilchen im
Mittel haben = welche Energieniveaus durch wieviel
Teilchen besetzt sind.

Es wird ein 2. Prinzip bendtigt.

’ Die Entropie S ist ein quantitatives Malf3 fur Unordnung.

Die Zahl pj beschreibt die Zahl der mikroskopisch
mdglichen Anodnungen der Teilchen zum selben
Makrozustand i .

Gas oder
freie Elektronen Kristallatome

Der Gleichverteilungssatz gilt
nicht
fur Fermionen

Arheit W W= Fdx=p-adx=pdV
raus

AU=Q - W

Si = k- In pj

2. Hauptsatz:

Im thermodynamischen Gleichgewicht hat ein
System eine mdglichst grofRe Entropie
und
Die Entropie eines abgeschlossenen Systems
wird nie von alleine kleiner

Beispiel: Leerstellen machen Unordnung. Die
zugehdorige Entropie kann man (mihsam) ausrechnen.

Entropie von n Leerstellen und N — n Atomen

N!
kg - In ( —

Sn
n! - (N—n)!

)

k- (In N!' —In n! —In (N —n)! )
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’ Alle Systeme folgen einem einfachen
Minimierungsprinzip: Ein System istim
In Worten. (thermodynamischen)

* Mache die innere Energie U so klein als Gle_IChge\NICht’ .
maglich. sobald die freie Energie G
 Ziehe davon méglichst viel mit der minimal ist.
Temperatur T gewichtete
Unordnung = Entropie S ab.
* Minmiere die erhaltene Zustandsfunktion
G=U-TS.
Es mag sich daher lohnen, bei hohen
Temperaturen etwas in innere Energie U zu
"investieren” (z. B. duch Aufbringen der
Bildungsenergie von Leerstellen , falls man damit
kréftig Entropie bekommt.
Grundsatzlich sind damit Systeme bei héheren

Temperaturen unordentlicher als bei niedrigen
Temperaturen: Festkorper schmelzen!

G=U-TS

Ungeheuer wichtig!

J Beispiel Leerstellen: Freie Energie von n Leerstellen im Kristall
Aus G = Minimum folgt dG/dn = 0, daraus aus N —n Atomen
N!
Gn) = Eg+n-EF —kgT-In( — )
EF n! - (N-=n)!
cr=exp(- —)
kgT

LaRt sich auf jede atomare Fehlstelle
verallgemeinern.
> Kristalle wollen bei hohen Temperaturen

verdrecken!
’ Alle Systeme sind durch eine Zustandsdichte D(E)
gekennzeichnet: dN Dif.f.erent_ielle Zah_l d_N der
D(E) ware fir ein diskretes Energieniveau der DE)= — = Zustagd; lerdIIEEnerglemtServall
Entartungsgrad. dE (E, ) procm

Die Zustandsdichte ist eine "doppelte” Dichte: 1.
beziglich der Energie und 2. bezlglich des Volumens
(trivial).

[D] =ev-1.cm3

’ Bei gegebener Zustandsdichte entscheidet nur die
Besetzung der daduch gebenen Energieniveaus daruber,
was das System "tut".

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit
dafiur, dass ein Platz bei der Energie

. . . ) E besetzt ist?
Zum Gleichgewicht, d.h. dem Minimum der freien (fiir gegebene Parameter wie Temperatur

Energie G = U — TS, gehort eine bestimmte T, Teilchengesamtzahl N, ...)
Besetzungssystematik.

Die Grund- und Schlisselfrage ist: =
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’ Die Antwort auf diese Frage ist eine Verteilungsfunktion . Bose-Einstein-Verteilungsfunktion

(fur Bosonen):

Es konnen beliebig viele
Teilchen = Bosonen auf einem Platz
. ) . ) sitzen
Es gibt genau zwei Verteilungsfunktionen w(E), (z.B. alle bei E = 0 eV bei T=0 K)
Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion fir

Fermionen (= Elektronen):

Es kdnnen maximal 2
Elektronen = Fermionen (Spin rauf und
runter) auf einem Platz sitzen
(z.B. nichtallebeiE=0eV bei T=0
K)

eine fir Bosonen und ein fir Fermionen .

’ Damit ergibt sich als Haupt- und Grundformel fur die
Konzentration n(E) an Teilchen bei der Energie E > Dichte der Platze mal

_ Wahrscheinlichkeit der

nE) = Besetzung mal
Energieintervall
= D(E) - w(E) - AE
’ Uns interessiert nur die Fermi-Verteilung; wir nennen sie
immer f(E; Eg, T): 1
Wir habe eine Funktion der Energie E mit der
Temperatur T und der Fermienergie Eg als Parametern. f(E; EF, T) =
Die Fermienergie ist eine Systemgrol3e. Sie ist E - Ef
diejenige Energie, bei der die Wahrscheinlichkeit einer exp ( ) +1
Besetzung = %2 ist. (Bei T = 0 K und einer keT
kontinuierlichen Zustandsdichte entspricht das der
Energie, bei der das letzte Elektron untergebracht
werden kann.)
f(E=Ep) =%
’ Der Graph der Fermiverteilung sieht - leicht erratbar - so FED
aus =
’ Die folgenden Eigenschaften machen das Arbeiten mit der ! ! % :2 : F)fm;
Fermiverteilung einfach: L Pt
Die "Aufweichungszone" ist ~ 4 kgT breit. ‘E;_ -
Fur den "Hochenergieschwanz", d. h. fur Energien 0 . _. ; E
einige kg T oberhalb der Fermienergie, kann die =2KT

Boltzmann-Naherung verwendet werden:

E —-Er

fET) ~ exp (-

)

kgT

Die Boltzmann-N&herung bedeutet immer: Die Teilchen
kénnen jetzt "klassisch" beschrieben werden.

’ Die Quintessenz des Ganzen ist:
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Die Verteilung von Teilchen auf die verfiigbaren
Energieplatzen mit der Fermiverteilung
oder, in klassischer Naherung,
mit der Boltzmannverteilung , beschreibt immer
den Zustand kleinster freier Energie und damit
thermodynamisches Gleichgewicht
(bei einer gegebenen Temperatur T).
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5.4.2 Was man wissen muss

’ Begriffe wie System, Ensemble — mindestens die drei Beispiele (Gas, Kritall-Atome; Kristall-Elektronen) sollte man
nachvollziehen kénnen.

’ Den Begriff des thermodynamischen Gleichgewichts.
Einmal qualtitativ (nichts andert sich mehr, es kénnen keine Stréme vorliegen,...)
Einmal quantitativ: System ist im absoluten Minimim der freien Energie G = U - TS.

’ Gleichverteilungssatz : Urreineitsgrad = ¥2KBT pro Freiheitsgrad — unabhangig von der Art des Freiheitsgrades
(Translation, Rotation, Schwingung).

Ungefahre Vorstellung, was f = Freiheitsgradanzahl bedeutet (Beispiel Gasmolekil oder Kristallatom).
Konkrete Vorstellung, was innere Energie U bedeutet.
Definition der Temperatur T anhand von Utejichen = ¥2fk g T (mittlere innere Energie pro Teilchen).

’ 1. Hauptsatz = Energieerhaltungssatz ("es gibt kein Perpetuum mobile").

Standardformulierung A U= Q — W ist Bilanzgleichung (Anderung "Energiekontostand"=Differenz "Wéarme rein
minus Arbeit raus").

1. Hauptsatz regelt nicht, welcher Mikrozustand wirklich vorliegt.

Gefihl fir Makro - und Mikrozustande: Beispiel n Leerstellen (Index V = "vacancy") in N-Atom-Kristall.

Makrozustand = Wertepaar n, N oder ¢ v = n/N. Mikrozustand = jede konkrete Anordnung mit cy (Leerstelle Nr.1
auf Platz 17, ...).

’ Begriff der Entropie als Maf3 der Unordnung mit Definitionsgleichung

Si = kg -Inpj

Dabei ist pj = Zahl der Mikrozustédnde zum selben Makrozustand i. Im Zweifel Leerstellenbeispiel anschauen.
Zum Rechnen braucht man Stirlingformel Inx! = x - Inx.

’ Begriff der freien Energie G = U — TS und das zugehdrige Minimumprinzip fur Gleichgewicht (muss sitzen!)
Beispiel der steigenden Leerstellenkonzentration mit T und Beispiel "Schmelzen" muss (qualititativ) gekonnt
werden.

’ Formulierungen des 2. Hauptsatzes sollte man der Spur nach kennen:

* Im thermodynamischen Gleichgewicht hat ein System eine mdglichst grof3e Entropie.
* Die Entropie eines abgeschlossenen Systems wird nie von alleine kleiner.

e dG < O fir "selbstablaufende" Prozesse.
* (Es gibt kein Perpetuum Mobile der 2. Art.)

’ Die Berechnung der Leerstellenkonzentration als Beispiel fur den Umgang mit 2. Haupsatz, Entropieforrmel und freier
Energie - mit der offensichtlichen Ubertragbarkeit auf alles mégliche (Zwischengitteratome, Fremdatome, ...).

’ Die Abstraktion von System = irgendwie gegebenes Energieschema ist essentiell.
’ "Irgendwie” gegebenes Energieschema heilt:
Mein System hat auf einer Energieskala bei der Energie E [genauer: im Energieintervall (E, E + AE)] eine definierte

Anzahl (genauer Dichte D = Zahl pro cm3) an Platzen fiir die Teilchen des Systems.

Damit kommt man zum Schlusselbegriff der Zustandsdichte D(E) = A n/AE = dN/dE. Das ist immer eine sinnvolle
Grol3e, da selbst in rein quantenmechanischen Systemen, in denen die Energieniveaus diskret sind, diese fur grolRe
Systeme (z. B. sichtbarer Kristall) immer so dicht zusammenliegen, dass sie als Kontinuum beschrieben werden
kénnen.

In diesem Zusammenhang unbedingt die Entstehung der Energiebander aus den diskreten Niveaus der Atome
rekapitulieren und verinnerlichen.

’ Die zentrale Beziehung ist:
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Zustandsdichte mal
Wahrscheinlichkeit der Besetzung mal
Energieintervall

n(E)

D(E) - W(E) - AE

’ Was man unbedingt wissen muss: w(E) heil3t Verteilungsfunktion; es gibt genau zwei Verteilungsfunktionen fiir alles in
diesem Universum:

* Die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion fir Bosonen .
* Die Fermi- Dirac-Verteilungsfunktion fur Fermionen.

Das ist so, da sich wg. des Pauli-Prinzips Fermionen ganz anders auf vorhandene Platze verteilen als Bosonen. Im
Zweifel Uberlegen, was bei T = 0 K passieren wiirde.

’ Wichtig ist zu verstehen, dass beide Verteilungsfunktionen fiir gro3e Energien (d. h. Energien mehrere kg T oberhalb der
des Grundniveaus bzw. der Fermienergie) durch die klassiche Boltzmannverteilung N(E)/N( Eg) = exp[-AE/(kgT )]
angenahert werden kdnnen.

Dieses Bild zur Fermiverteilung muf3 man verinnerlicht haben:

AET)
& £
1 —
I } m \\ [l,fl Boltzmann-
L N
H n>1 \ | dherung
i A |
|\
1\
Ti g ——\
N
0 T L[N .
—.-: Eq_
=2 kT

Die wesentlichen Eigenschaften der Ferrmiverteilung f(E; Er, T) muf3 man verstanden und verinnerlicht haben:
Kurvenform als Funktion der Temperatur, Gro3e des Aufweichungsintervalls, Fermienergie EfF aus f( E = E ) = %5,
Wahrscheinlichkeit fur Nichtbesetzung =1 - f(E; Ef, T).

Zahlen und Formeln

’ Unbedingt erforderlich:

Anmerkung: In der Regel reichen "Zehner"-Zahlen. Genauere Werte sind in Klammern gegeben.

Zahlen neu

GroélRe Zehnerwert Besserer Wert

Avogadrokonstante ~ 1024mol-l 6-1023 mol-1
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Grole

Bildungs- und Wanderungs-
energie Leerstelle

(ksT)RT

Typische Gitterkonstante a

Groéle eines Atoms (Durchmesser)

Photonenenergie (sichtbares) Licht

Schwingungsfrequenz Atome
im Kristall

Zahlen alt

Zehnerwert

leVv

Besserer Wert

ca.(0,5...5) eV

~ 1/40 eV = 0,025 eV

1A=0,1nm

u

~ 1A=0,1nm

leVv

u

1013 Hz

u

2A...5A
1A ...3A
(1,6...33)eV

Entropie S

Freie Energie G

Stirling-Formel

Dichte Teilchen bei E

(w(E ): Besetzungswahrscheinlichkeit)

Boltzmann-Naherung an
Fermiverteilung f(E)
fur E —Eg>> kT

Innere Energie pro Freiheitsgrad

(Gleichverteilungssatz; einzelnes Teilchen)

Formeln neu

Si = kp:-Inpj
G = U-TS
Inx!' = x-Inx

n(E) = D(E) - W(E) - dE

E —-Er

f(E) ~ exp (-

kgT

UFreiheitsgrad =

)

kg T
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Boltzmannfaktor
(Wahrscheinlichkeit fur E)

Boltzmannverteilung
(Eo: Grundzustandsenergie)

Leerstellenkonzentration
(EvF: Bildungsenergie)

Sprungrate r atomarer Defekte
(EM: Wanderungsenergie)

Diffusionsstromdichte jpiff (Vektor!)

Diffusionsléange L

Coulombpotential

Beziehung Kraft F(r) — Potential U(r)

Mech. Spannung o, Dehnung €, E-
Modul E

Mittlere thermische Energie
eines klassischen Teilchens
(innere Energie; Def. der
Temperatur)

Formeln alt

exp[-E /(kgT)]

n(E) E -Eo

)

n(Eo) ksT

cv = exp[- EVF/(ksT)]

r = vo - exp[- EM/(kgT)]

ipiff = -D Vn
L = (DT)”
e2
Ucou =
ATM-€qg-r
E(n = -VUu()
F
o =
A
I(o) — o
€ = —
lo
do
E =
de
UTeilchen = Yofkg T

(f: Anzahl der Freiheitsgrade)
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kgT
ksT)

Thermische Energie Etherm
(GroéRenordnung von UTeijichen) (UTeilchen

u
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6. Dielektrika und Optik
6.1 Warum Dielektrika wichtig sind
6.1.1 Feldstarke, Stromdichte und Zeitkonstanten

Was fur einen Chip wirklich wichtig ist

’ Im Bild unten sehen wir den Querschnitt durch eine Speicherzelle einesl Mbit Speichers (DRAM), ca. Baujahr 1986.
Heutzutage sieht das ganz anders und ca. einen Faktor 5 kleiner aus; dummerweise kann man dann aber nicht mehr so
leicht das Wesentliche sehen:

Das Dielektrikum (also ein Isolator; hier griin markiert) zwischen dem "Gate" des Transistors (mit "Wortleitung"
bezeichnet, also jedenfalls ein Leiter) und dem Si Substrat (ein Halbleiter, aber doch noch leitend), ist recht dinn.
Hier so um 10 nm; die Strichdicke oder selbst die weil3en Partien im REM Bild) geben hier nicht die wirkliche Dicke
wieder).

Wortleitungsverstarkung Schutzschichten
(Metallisierung)

Di?ktrikum

Plattenkondensator
ca. 1 pm
Auswahltransistor Direktkontakt

Die Feldstarke E in einer Schicht der Dicke d mit angelegter Spannung = Potentialdifferenz U (man denke an den
Plattenkondensator) ist bekanntlich E = U/d .

Wie grol3 ist denn so die Feldstarke in typischen Dielektrika des taglichen Lebens und in unserem Chip? Was halt
ein dielektrisches Material so aus? Es ist jetzt wichtig, dass jeder und jede sich den ersten Teil der folgenden
Ubung anschaut und zumindest ein biRchen nachdenkt!

Ubung - Schnelle Fragen
Aufgabe 6.1-1

Erraten! Die Feldstarken , die in Materialien in einem Chip auftreten, sind viel groR3er als im taglichen
elektrotechnischen Leben! Und das, obwohl die Spannung, mit der ein Chip betrieben wird, nur ein paar Volt
betragt!
’ Fur Strom und Stromdichte gilt dasselbe. Die Graphik unten zeigt zwei typische Leiterbahnen auf einem IC. Der in
einer Leiterbahn flieBende Strom liegt allenfalls im pA Bereich. Interessant ist die Stromdichte, d. h. die A/cm?2.

Es ist Zeit, auch daruiber kurz nachzudenken!

Fliiche 4
/ I

’ Wenden wir uns einer anderen Frage zu. Wir nehmen mal an, die untere Leiterbahn im Bild oben liegt gerade auf
Potential 0 V, d.h. auf Masse. In die obere Leiterbahn speisen wir ein Rechtecksignal ein. Sagen wir + 3 V fur 5 ns.
Was kommt hinten raus?

Wem das nicht auf Anhieb klar ist mége bedenken, dass die beiden Leiterbahnen zusammen einen parasitaren
Kondensator darstellen, den wir zwar nicht wollen, aber trotzdem haben. Auerdem ist zwischen Eingang und
Ausgang der onmsche Widerstand der Leiterbahn .

Das schreit nach einer Ubung!
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Rechenibung
Aufgabe 6.1-2

Warum Dielektrika wichtig sind

4 o
OK - der ET&IT Ingenieur weiR auch ohne Ubung, dass wir eine Schaltung der Art o—1La vorliegen haben, und

dass die Zeitkonstante T = RC die Grenzfrequenz fmax, d.h. die maximale Frequnz mit der Information tibertragen
werden kann, auf ungefahr fax = 1/T limitiert.

In der Kapazitat steckt die relative Dielektrizitatskonstante €y; fiir das in solchen Fallen tbliche SiO2 gilt €
r(SiOp) = 3.7.

Damit wissen wir auch, wie man die relative Dielektrizitdtskonstante (DK ) mil3t: Steck das Zeug in einen
Plattenkondensator mit Plattenflache A und Plattenabstand d. Seine Kapazitat wird dann von C g = €p - A/d auf
Cmat = €0 - €r - A/d ansteigen

’ Damit haben wir uns schon zwei hinreichend gute Griinde erarbeitet, warum Dielektrika und Dielektrizitatskonstanten in
der ET&IT wichtig sind. Es gibt aber noch viel mehr Griinde; wir zahlen mal die wichtigsten auf:

"Dielektrikum" ist erstmal nur ein anderes Wort fiir Isolator. Ohne Isolatoren keine ET&IT. Es sind aber nicht alle
Isolatoren gleich - auf die Eigenschaften des Dielektrikums kommt es schon an. IC Technik ist mindestens so viel
"Dielektrikumstechnik" wie Halbleitertechnik.

Dielektrizitatskonstanten sind wichtig fur alle Kondensatoren — absichtliche oder unabsichtliche (= parasitare). Die
parasitaren Kapazitaten in ICs limitieren jetzt schon die Grenzfrequenzen. Dielektrika mit kleineren
Dielektrizitatskonstanten werden verzweifelt gesucht!

Die Grundstruktur des MOS Transistors beruht kritsch auf seinem "Gate" Dielektrikum. Hier liegt der Schlussel zu
immer kleineren und schnelleren Transistoren!

Der Mikrowellenofen nutzt die dielektrischen Eigenschaften des (relativ schlechten Isolators) "Wasser".
Piezoelektrische und ferroelektrische Materialien, ohne die keine Elektronik (und kein modernes Autos) mehr
auskommt, sind spezielle Dielektrika..

Die gesamte Optik incl. der optischen Nachrichteniibertragung tber Glasfasern mit Lasern beruht auf dem
Brechungsindex n der optischen "Glaser ". Fur n gilt aber die untenstehende extrem einfache Gleichung, die die
"Optik" zurtckfuhrt auf die dielektischen Eigenschaften des Materials

n2 = g

’ Wir sollten also mal Uberlegen, was wir Uber Dielektrika eigentlich wissen méchten oder missen.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.1.1
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6.1.2 Was wir Uber Dielektrika gerne wissen mochten

’ Wenn man die Sache mit den Feldstarken in Dielektrika kapiert hat, ist die erste Frage, die sich stellt, ganz offenbar:

1. Frage: Welche maximale oder kritische Feldstarke Ekrit hélt ein gegebenes Dielektrikum so gerade noch aus.
Wie lange? Von was hangt es ab? Gibt es z. B. Unterschiede zwischen einkristallinem und amorphem Quarz oder
"Volumen-" oder "Dinnschicht"-Quarz?

’ Wenn wir als nachstes mal die nachfolgende Tabelle anschauen, ist klar, warum es "Tantal-Kondensatoren" gibt und
warum Bariumtitanat bei Billigkondensatoren so beliebt ist. Die zweite Frage wird damit aber auch klar:

Statisches €y (Gleichspannung)
Gebrauchliche Halbleiter lonenkristalle FIU,,SSIleIt,,en /
Isolatoren Exoten
0°C 88
SiOo 3,7 C 57 NacCl 59 H>0O
100°C 55
Porzellan 2-6 Si 12,0 LiF 9,01 Eis 100
3,7 - .
Glas 10 Ge 16,0 LiBr 13,25 Methanol 32,6
PVC 1,4 SiC 6,7 LiJ 16,85 Feuchte Erde 29
Polyethylen Bariumtitanat 10%
yetny 2.4 GaP 84 NaF 5,05 . -
(PE) BaTiO3 1
10
Paraffin 22  ZnO 4,6 NaBr 628 lantapentoxid .,
TaxOs

2. Frage: Welche (atomaren) Mechanismen bestimmen die Dielektrizitatskonstante eines Materials? Im Detail
interessiert vielleicht auch noch die Variationsbreite von €y fur ein gegebenes Material - offenbar kann sie ja stark
schwanken, je nach genauer Zusammensetzung (Beispiel "Glas"), interner Struktur oder Gefuge (Beispiel BaTiOg)
und Temperatur (Beispiel Wasser).

’ Ein Blick auf die nachfolgende Tabelle macht jetzt ein Problem klar:

Frequenzabhangiges €rvon Wasser
Frequenz €y

0 Hz 88

2,5 GHz 77

10 GHz 30

~ 1015 Hz 1,77

(optische

Frequenzen)

- 0 Hz 1

3. Frage: Wie ist und was bestimmt die offenbar kraftige Frequenzabhangigkeit der Dielektrizitatskonstanten?
Dass sie grundsatzlich mit steigender Frequenz abzunehmen scheint, kann man sich wie folgt klarmachen:

Der Brechungsindex aller gangigen optischen Materialien liegt so um die 1,5 - dazu gehért ein €, = 1,52 = 2,25. Den
hdchsten Brechungsindex im Sichtbaren hat der Diamant mit n = 2,42, d. h. der héchste €(-Wert im Sichtbaren
liegt bei 5,86.
’ Drei einfache und griffige Fragen - und ein riesiges Programm, wenn man das richtig ernst nimmt. Tun wir aber nicht,
sondern wir betrachten nur mal das Grundsatzliche.

’ Hier noch die schnellen Fragen:
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Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.1.2
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6.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 6.1 "Warum Dielektrika wichtig sind"

’ Spannung U und Strom | sind aus Materialsicht bedeutungslos, was
zahlt ist Feldstarke E und Stromdichte j.

In Dielektrika = Isolatoren fallt die Spannung ab. Das Dielektrikum
wird durch das elektrische Feld polarisiert.

Dielektrika werden gebraucht fiir:

* Generelle Isolierung - von nm dicken "Gateoxiden" in IC's zu
cm dicken Hochspannungsisolatoren.

e Kondensatoren - nicht nur als Bauelemente sondern auch in
unerwinschten parasitaren Kapazitaten.

e Kiritischer Teil von MOS Transistoren .

e Erwarmen mit Mikrowellen.

* Als Piezo materialien und Elektrete fur viele Anwendungen.

* Als optische Materialien ("Linse" bis Glasfaser und Laser).

’ Der Brechungsindex n als bestimmende Kenngrof3e der Optik ist direkt
mit der (relativen) Dielektrizitatskonstanten €y verknipft. n2 = g

Der DC Wert der Dielektrizitats"konstanten" fir Wasser ist

€r(H20) = 80; der Brechungsindex von Wasser ist aber

n(H20) =~ 1,3. Der groRtmagliche Brechungsindex im Sichtbaren
liegt um nmax = 4; Diamant, z. B. liegt "nur" bei 2.4.

> €r = €r(W).

Die Dielektrizitats" konstante " ist frequenzabhangig und wird
tendenziell mit wachsender Frequenz kleiner.

’ Es sind drei Fragen zu beantworten =
1. Was bestimmt die kritische
Feldstarke Ekrit eines

Nicht einfach. Dielektrikums?
2. Was bestimmt €, die "DK"
?
Aber machbar. 3. Warum und wie ist die DK

frequenzabhangig?
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6.2 Elektrischer Durchbruch

6.2.1 Effekte und Mechanismen

’ Der 1. Hauptsatz der Materialwissenschaft sagt es schon: Mit Gewalt kann man alles kaputtmachen - Dielektrika
sind keine Ausnahme. Erhéht man die Spannung an einem klassischen Kondensator und dadurch die Feldstarke im
Dielektrikum, wird es friher oder spéater kraftig knallen. Wir haben elektrischen Durchschlag oder Durchbruch, d.h.
plétzliches und sehr schnelles Anwachsen des Stromes von praktisch Null auf Werte die das Mateirial in Bruchteilen
von Sekunden zerstdren.

Der kritische Parameter ist die Feldstarke E im Dielektrikum. Uberschreitet sie einen kritischen (und
materialspezifischen) Wert Ecyit, wird's knallen. Die (DC) Strom-Spannungs Kennlinie sieht etwa so aus (und kann
nur einmal gemessen werden):

Dummerweise ist Ecrit keine besonders wohl definierte Materialeigenschaft, sie hangt von allem mdoglichen ab; z. B.
auch von der Zeit, die das Dielektrikum schon einem Feld ausgesetzt war.
’ Die folgende Tabelle gibt deswegen nur eine GréRenordnungsiibersicht tber kritische Feldstarken in diversen
isolierenden Materialien.

Material Durchbruchsfelsstarke
[kV/cm]

Ol 200

Glas, Keramiken (Porzellan) 200...400

Glimmer (friher viel verwendet) 200...700

Olpapier 1800

Polymere 50...900

SiO2in ICs > 10 000

Mechanismen des elektrischen Durchschlags

’ Was sind die atomaren Mechanismen des elektrischen Durchschlags? Keine einfach zu beantwortende Frage, und es
gibt auch keine allumfassende und einfache Antwort. Was wir haben sind diverse Mechanismen, die auch kombiniert
auftreten kénnen. Die prominentesten Disaster Szenarien sind:

¥ Thermischer Durchschlag

Ein winziges Stromchen fliel3t lokal durch eine Schwachstelle des Dielektrikums. Mit zunehmender Feldstérke
steigt dieser Strom, produziert lokale Erwarmung, die erzeugt atomare Fehlstellen im Kristall oder so was. lonische
Leitfahigkeit setzt ein, die Temperatur steigt lokal noch mehr an - Bumm! Das ist der am weitesten verbreitete
Mechanismus in billigen und nicht sehr perfekten Materialien.

’ Lawinendurchbruch

Auch der perfekteste Isolator enthalt noch ein paar freie Elektronen; es gibt dafiir eine ganze Reihe von Grinden. In
groRen elektrischen Feldern werden diese Elektronen beschleunigt, und bei groRem Feld nehmen sie viel Energie
auf (d. h. sie werden sehr schnell) bevor sie wieder irgendwo reinknallen. Falls sie soviel Energie bekommen, dass
sie aus den Atomen weitere Elektronen herausschlagen kdnnen, setzt eine Art Kettenreaktion ein mit dem
Ergebnis: Bumm!

’ Lokale Entladungen
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In kleinen Hohlraumen wie sie z. B. in gesinterten Keramiken immer vorhanden sind, ist die Feldstéarke gréer als
im soliden Material. Das kann dazu fuhren, dass in dem Hohlraum oder Void ein Mikrolichtbogen steht, der das
Material "abbrennt". Der Hohlraum wird gréRer, der Lichtbogen kréftiger - Bumm !

¥ Elektrolytischer Durchschlag
Lokale elektrolytische "Mikro"strompfade transportieren lonen ins Material, die sich im Laufe der Zeit abscheiden

und einen leitenden Pfad ins Innere des Materials bilden. Daduch wird lokal die Dicke des Dielektrikums reduizert,
die Feldstarke geht hoch - Bumm !

’ Wir lassen es mal damit bewenden, aber halten doch noch mal fest, dass Durchbruchsfeldstarken von enormer
technischer Bedeutung sind!

’ Und nun ganz schnelle Fragen

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.2.1
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6.2.2 Merkpunkte zu Kapitel 6.2 "Elektrischer Durchbruch"

’ In Bezug auf elektrischen Durchbruch gilt der 1. Hauptsatz der
Materialwisseschaft!

Es gibt einige feldstarkeabhéngige Mechanismen, die sofort
oder im Laufe der Zeit zum Durchbruch fuhren kénnen:

* Thermischer Durchschlag.

e Lawinendurchbruch.

* Lokale Entladungen.

» Elektrolytischer Durchschlag

Die maximale Durchbruchfeldstarke (in sehr dinnem (d < 10
nm) und sehr perfektem (amorphem) SiO») liegt bei ca. 15 MV/
cm.

"Normale" Materialien halten deutlich weniger aus.
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o]

Glas,
Keramiken
(Porzellan)

Glimmer
(fruher viel
verwendet)

Olpapier
Polymere

SiO2 in
ICs

Durchbruchfeldstarke
[kV/cm]

200

200...400

200...700

1800

50...900

> 10 000




6.3 Polarisation und Polarisationsmechanismen
6.3.1 Ein paar wichtige Begriffe und Definitionen

Dipole und Polarisation

’ Wir bleiben erstmal dabei, dass gute Isolatoren immer auch Dielektrika sind. Damit ist definiert:

In Isolatoren gibt es keine beweglichen und damit frei verschiebbaren Ladungen (wie z. B die Elektronen in
Metallen).

’ Es gibt aber jede Menge mehr oder weniger ortsfeste Teilchen mit einer Ladung q: lonen, Atomkerne, Elektronen in den
Orbitalen um die Atome — die alle in einem elektrischen Feld die Kraft F=q - E erfahren.

Alle diese geladenen Teilchen verursachen (zum Teil sehr grol3e) elektrische Felder in Innern der Materie. Die
Coulomb Anziehung halt schlief3lich die lonen im lonenkristall zusammen sowie die Elektronen um den Atomkern.

Ein von auRen angelegtes "externes" elektrisches Feld Eex wird aber auch irgendwie "gespurt" werden und
zusatzliche Krafte verursachen, die versuchen werden, die ansonsten ja gebundenen Teilchen etwas aus ihren
Gleichgewichtspositionen zu verschieben. Mehr geht ja nicht.

’ Betrachten wir mal die Anordnung der geladenen Teilchen in einem x-beliebigen Dielektrikum — Kristall, Flissigkeit, Gas
—, dann gibt es genau zwei fur uns hier wichtige Moglichkeiten:
1. Das Material enthalt keine elektrischen Dipole.
2. Das Material enthalt elektrische Dipole

’ Was ist ein elektrischer Dipol? Zwei entgegengesetzte Ladungen +q und —q beliebiger GréRRe (q kann dabei auch viel
kleiner sein als eine Elementarladung) in einem Abstand €. Das hier:

Wir beschreiben einen solchen Dipol durch sein Dipolmoment g wie oben gegeben. Das Dipolmoment ist ein
Vektor, der von der negativen zur positiven Ladung zeigt (entgegengesetzt wie das elektrische Feld!).

’ Fein. Wie ist da jetzt mit den Dipolen und der Materie? Schau'n mer mal

Dipole in Materie

Links oben ist ein schematischer NaCl Kristall gezeigt, der jede Menge Dipole enthalt, egal wie man sie
einzeichnet. Klar ist aber auch, dass die Vektorsumme >u=0 der Dipolmomente gleich Null sein wird.

Links unten ist ein Ar-Kristall gezeigt (gibt's bei tiefen Temperaturen). Vielleicht ein Exot, aber seine Basis wird aus
exakt kugelformigen neutralen Atomen gebildet, bei denen dann auch noch der Schwerpunkt der negativen
Ladungen der Elektronen"wolken" exakt auf den Schwerpunkt der positiven Ladungen im Kern féllt. Da ist nirgends
ein Dipolmoment! Daher gilt hier bereits p=0.
Rechts oben sehen wir die Momentaufnahme von einem Stlick (zweidim.) Wasser. Rechts unten wird klar, warum
jedes Wassermolekil ein Dipolmoment mit sich herumschleppt, und warum die die Vektorsumme ohne Feld

trotzdem im Mittel zu Zu =0 fihrt.
¥ Nun kommt der entscheidende Satz:
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Ein externes elektrisches Feld wird in einem Dielektrikum
immer Dipole induzieren
und
zusatzlich die eventuell vorhandenen Dipole verandern.

’ Der daraus zunachst resultierende Effekt heil3t " Polarisation"” P des Dielektrikums.

Die Polarisation eines Materials mit dem Volumen V ist sehr einfach definiert:

Dabei ist <u>= durchschnittliches oder Netto (Vektor) Dipolmoment= 2 u / Anzahl der Dipole und Ny= Dichte

der Dipole (per m3).

Die Polarisation P ist also nichts anderes als der Gesamt- oder Nettoeffekt aller vektoriell aufsummierten Dipole pro
3

cme .

In allen obigen Fallen ist die Polarisation eines beliebigen Volumens ohne ein aul3eres Feld exakt P=0, weil sich

entweder die Dipolmomente jedes Parchens exakt aufheben oder sowieso keine da waren.

’ Betrachtet man nicht Dipole, sondern einfach nur im Raum verteilte Ladungen pro Volumeinheit, also die
Ladungsdichte p (x, y, z) (Aufpassen: wieder ein-und -dasselbe Symbol (p) fir ganz verschiedene Sachen (spez.
Widerstand oder Ladungsdichte), stellen wir fest, dass im Volumen p( x , y, z)=0 gilt — nur an der Oberflache haben wir
jetzt bei von Null verschiedener Polarisation eine Flachenladung .

Diese Flachenladung ist nichts anderes als die Polarisation P — nicht umsonst hat sie die Dimension Ladung pro
Flache, C/cm 2. Mehr dazu im Link .

Die Zeichnung veranschaulicht das:

Flachenladung
++++++++++++ S+

=

Keine Nettoladung

TT 77T Figchenladung
Test Volumen

’ Die Polarisation eines Materials andert sich und wird von Null verschieden, sobald wir jetzt ein aul3eres Feld
einschalten. Unser lonenkristall sieht dann beispielsweise so aus:
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Im Feld wie eingezeichnet zieht's die negativ geladenen Cl—-lonen etwas nach links, die positiv geladenen Na*-lonen
etwas nach rechts. Die beiden Dipolmomente, die ohne Feld entgegengesetzt gleich grof3 waren, sind jetzt
verschieden, da die Abstande €g sich um ein + A geandert haben.

Auch im Ar-Kristall oder in jedem anderen Material wird sich beziglich der Dipole im Feld was tun.

’ Damit kommen wir zur Kernaussage:

Ein externes elektrisches Feld polarisiert ein
Dielektrikum
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Polarisation, Verschiebungsdichte, Suzeptibilitat und Dielektrizitdtskonstante

’ Der klassisch gepragte ET&IT-Ingenieur reagiert jetzt mit "ha?", denn in einem Material, so hat man das doch gelernt,
ersetzt man das elektrische Feld E durch die Verschiebungsdichte D=€gey E, und €q ist die elektrische
Feldkonstante oder Permittivitat des Vakuums.

Mdglicherweise hat er oder sie auch gelernt, dass der moderne Elektrotechniker nicht mehr
"Dielektrizitatskonstante" sagt, sondern Permittivitat.

’ Sei's drum. Zum einen sind es nur verschiedene Worter fiir dieselbe Sache, zum anderen bestehen sehr einfache
Beziehungen, die wir ohne weitere Kommentare oder Herleitung angeben:

Sinnvolles b= en x.E
Materialgesetz E=¢€- X'E
Sinnvolle neue

Materialkonstante X = dielektrische Suszeptibiltat

Alte

. = +
Materialkonstante € = X+1

Beziehung D& P D=€p-E + P

Die Verwendung vom Polarisiation und Suszeptibilitat statt Verschiebungsdichte und Dielektrizitatskonstante ist
aus Materialsicht "besser"”, weil sie Ursache und Wirkung klarer aufzeigt: das elektrische Feld ist die Ursache fur
die Polarisation. Der Gesamteffekt im Material wird beschrieben durch das dort vorhandene elektrische Feld plus die
von diesem Feld verursachte Polarisation.

Das heil3t aber nicht, dass Verschiebungsdichte und Dielektrizitatskonstante nutzlos sind — man kann je nach
Aufgabenstellung damit einfacher rechnen. Wir werden im folgenden zwar oft die Polarisation bemiihen, aber
meistens von der Dielektrizitatskonstante oder der DK reden, um die Verwirrung zu minimieren.

Fur uns hei3t das zusammengefasst — die diversen Polarisationsmechanismen, die alle oben schon angeklungen
sind, genauer zu betrachten.

’ Hier sind die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.3.1
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6.3.2 Polarisationsmechanismen
Grundmechanismen

’ Im Grunde mussen wir nur vier grundsatzliche Polarisationsmechanismen anschauen:

Grenzflachenpolarisation .
Grenzflachen wie Korngrenzen, Phasengrenzen usw. sind oft geladen und enthalten unkompensierte Dipole — schon
weil es zum Beispiel in lonenkristallen gar nicht anders geht. Wer's nicht glaubt, betétigt diesen Link.

Atompolarisation (manchmal auch elektronische Polarisation genannt).

Ein elektrisches Feld zieht immer die "Elektronenwolke" eines Atoms in eine Richtung, und den Atomkern in die
andere. Als Effekt liegen die Ladungsschwerpunkte nicht mehr aufeinander — ein elektrisches Dipolmoment wird
induziert.

lonische Polarisation.

In diesem Fall muss die Bindung einen ionischen Anteil haben, d. h. die Atome sind mehr oder weniger geladen.
Was dann im Prinzip passiert, haben wir uns schon angeschaut: Die vorhanden Dipole werden gréRer oder kleiner,
heben sich also nicht mehr perfekt gegenseitig auf. Es wird ein Netto-Dipolmoment induziert.

Orientierungspolarisation .

Sie funktioniert mit elektrischen Dipolen erstmal nur bei Fliissigkeiten, die aus "polaren” Molekilen bestehen, d. h.
aus Molekilen mit einem festen Dipolmoment, wie z. B. H2O. In einer Flissigkeit kann sich das Dipolmoment mit
dem Molekil in alle mdgliche Richtungen drehen. Bei Wasser ohne elektrisches Feld mit wild herumwirbelnden
Wassermolekiilen werden auch alle Richtungen mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen. Mit elektrischem Feld
werden die Dipolmomente alle etwas in Feldrichtung gedreht; wiederum wird ein Netto-Dipolmoment induziert.

’ Das war's im GroRem und Ganzen. Der 4. Mechanismus, die Orientierungspolarisation, interessiert uns hier aus zwei
Grinden, obwohl wir uns sonst eher nicht mit Flissigkeiten abgeben:

1. Eristin (mathematisch) exakt identischer Weise der wichtigste Mechanismus wenn wir nicht elektrische,
sondern magnetische Dipole anschauen, d.h. magnetische Materialien betrachten. Deshalb nehmen wir ihn
hier mal mit.

2. Er steckt hinter dem, was in der "Mikrowelle" so passiert. Und das sollte der ET&IT-Ing. seinem Gspusi
oder der Verwandschatft schon erklaren kénnen.

’ Jetzt schauen wir uns diese Mechanismen noch etwas im Detail an:

Grenzflachenpolarisation

’ Grenzflachenpolarisation ist wichtig, aber kann nicht einfach berechnet werden — sie hangt halt von vielen Dingen ab.
Dielektrika mit gro3er Suszeptibilitat bzw. Dielektrizitdtskonstanten in "billigen” Kondensatoren nutzen die
Grenzflachenpolaristion in zusammengesintertem Zeugs mit kleinen Kérnern und daher vielen Grenzflachen.

Sie sind "billig", weil ihr Frequenzverhalten, Durchbruchsverhalten und sonstige Qualitdtsmerkmale nicht spitze
sind. Und das liegt auch am Dielektrikum!

In integrierten Schaltungen sind Ladungen an den vielen Grenzflachen — die Ursache fur die
Grenzflachenpolarisation — oft absolut todlich. Ein Grof3teil der Forschung und Technik im Bereich Mikroelektronik
oder Solarzellen dreht sich um dieses Ph&dnomen, das dann allerdings Ublicherweise unter anderen Bezeichnungen
[auft.

’ Mehr dazu brauchen wir erst mal nicht zu wissen.

Atompolarisation

’ Wenn wir ein stark vereinfachtes spharisches Atom in ein elektrisches Feld stecken, bekommen wir sowas:
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Die Elektronenhille hat's etwas nach links, den Atomkern etwas nach rechts
gezogen, die Ladungsschwerpunkte liegen jetzt um ein € auseinander — damit ist
ein Dipolmoment z - e - € induziert worden (z = Ordnungszahl, e =
Elementarladung).

Das aufiere Feld E zieht die Ladungen auseinander, die innere
Coulombwechselwirkung zieht sie zurtick — ganz so, als ob die Ladungen durch
eine Feder gekoppelt waren. Das Kraftegleichgewicht bestimmt, wie groR € sein
wird. Ohne groB zu rechen, kénnen wir fir € << R (d. h. sehr viel kleiner als die
AtomgréRe) annehmen, dass € « E sein wird.

Damit konnen wir drei wichtige Schlussfolgerungen ziehen:

1. Atompolarisation funktioniert immer . Ein Teil der Suszeptibilitat bzw.
Dielektrizitatskonstante jedes Materials kommt von diesem
Polariationsmechanismus.

2. Wir haben (was wir ja wollten) "bewiesen", dass fur die Atompolarisation P «
E qgilt.

3. Wir haben auferdem den Frequenzgang schon im Prinzip bestimmt: Wenn
wir ein elektrisches Wechselfeld mit der Kreisfrequenz w = 21Tv anlegen,
wackeln wir periodisch an einer kleinen Masse (die der Elektronenwolke), die
Uber eine Feder an einem sehr schweren Gegenstand (dem Atomkern) h&ngt.
Bei irgendeiner Frequenz sollte dann Resonanz auftreten — die
Schwingungsamplitude wird grof3!

’ Wie wichtig ist die Atompolarisation in der Praxis? Anders gefragt, bei welchen Materialien ist die Suszeptibilitat /
Dielektrizitatskonstante Uberwiegend durch diesen Mechanismus bestimmt?

Wir merken uns nur zwei Punkte dazu:

* Bei halbwegs spharischer Verteilung der Elektronen um ein Atom ist der Mechanismus sehr schwach . Die
Dielektrizitatskonstante der Edelgase ist z. B. nur unwesentlich grof3er als 1.

* Bei nicht-spharischer Verteilung der Elektronen, wie z. B. in den kovalenten Bindungen aller relevanten
Halbleiter, ist der Effekt sehr stark!

Die Suszeptibilitat / Dielektrizitatskonstante
von Halbleitern wie Silizium
kommt Uberwiegend von der Atompolarisation

er(S|) =12
€r(Ge) =16

lonische Polarisation

’ Dieser Polarisationsmechanismus wirkt primar in lonenkristallen wie NaCl oder LiF, aber auch in allen Kristallen mit
ionischer Komponente wie SiO» oder so gut wie allen anderen Oxiden (die Sauerstoffatome binden die Elektronen fast
immer etwas fester als der Rest, sind also netto etwas negativ geladen).

Wie zuvor gilt: Das Feld zieht die vorhandenen Dipole auseinander oder driickt sie zusammen — es wird ein Netto-
Dipolmoment induziert. Das Feld zieht oder driickt dabei gegen die "Bindungspotentialfeder"!
Aha — das haben wir gehabt! Die "Federkonstante " einer Bindung war Y - a, mit Y = Elastizitdtsmodul, wie wir

ihn hier nach englischem Vorbild ("Youngs Modulus™) nennen wollen, um Verwechslungen mit dem Buchstaben
"E" flr das elektrische Feld auszuschlieRen; a ist der Bindungsabstand oder ungefahr die Gitterkonstante.

Wir kénnen damit sogar berechnen, mit welcher Kraft F an einem lon mit Ladung q gezogen und bei welcher
Auslenkung € Kraftegleichgewicht herrschen wird. Wir haben (immer nur mit Betragen der Krafte)

Feldkraft auf Ladung: Felek = q-E
Ruckziehende Bindungsfederkraft: F Bindg = Y-a- €
Kraftegleichgewicht zur Auslenkung€ Y-a-§ = q-E
q-E
> Auslenkung [g| €] =
Y- -a
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’ Damit kdnnen wir jetzt hergehen und im Prinzip die DK oder die Suszeptibilitdt von lonenkristallen berechnen.
Tun wir aber nicht, sondern nehmen nur zur Kenntnis: Der Effekt kann grof3 sein; lonenkristalle haben
verhaltnismaRig groflRe Suszeptibilitdten, siehe die Tabelle.

’ Was aber auch ohne Ubung jetzt klar sein sollte: Im dielektrischen Verhalten der Materie steckt schon jetzt die
"Mechanik" und "Thermodynamik" — Bindungspotentiale, Elastizitatsmodul, mittlere Geschwindigkeiten — wir haben das
alles nicht nur aus Jux und Tollerei gelernt!

Orientierungspolarisation

’ Das Modell fiir diesen Polarisationsmechanismus ist Wasser — H>O. Schauen wir uns das "Wasserbild" noch mal
genauer an:

6 & a6
O, 2@ s ¢
?q%oo%@@@

- AT

0,0958 nm

¢ 1\ 104 45°
Cor
T Bx., P=0

’ Was wir sehen, ist eine Momentaufnahme mit ganz kurzer Belichtungszeit. Die Wassermolekiile sind in standiger
Bewegung — sie laufen und rotieren; wir wissen im Prinzip sogar wie schnell! Ja? OK — Zeit fiir eine Ubung.

Rechenibung
Aufgabe 6.3-1

Das Dipolmoment eines Wassermolekiils ist tbrigens 1,84 Debye.
(1 Debye = 3,33564 - 10-30 Cm; warum soll immer nur ich bléde alte Zahlenangaben umrechnen? Mach's mal
selber!)

’ Die wassereigenen Dipole fuihren also einen rasenden Tanz auf: Ihr Dipolmoment macht einen "random walk" bezglich
der Richtung und des Ortes. Die Vektorsumme aller Dipolmoment wird sich sehr exakt zu Null addieren.

Schalten wir jetzt ein elektrisches Feld ein, wird der Dipol versuchen, sich in Feldrichtung auszurichten, denn
daduch gewinnt er Energie. Anders ausgedriickt. Sein pos. Kopf will sich so nahe als méglich zum negativen
Feldpol orientieren, denn er wird von ihm angezogen, sein negativer Hintern aus denselben Griinden zum Positivpol.
Dazu muss der Dipol rotieren.

Dazu hat er aber nicht viel Zeit. Sobald das Molekil wieder mit einem Kollegen kollidiert, haut's den Dipol wieder in
eine Zufallsrichtung.

Der Nettoeffekt bei realen Flissigkeiten und realen Feldstarken (maximal um 10 MV/cm) ist einerseits sehr klein, d.
h. die Vektorsumme ist nur leicht von Null verschieden, anderseits grof3 genug, um grofRe Suszeptibilitaten zu
machen — Wasser hat schlie3lich eine Dielektrizitdtskonstante von um die 80! Es sieht schematisch etwa so aus:

N AT A The

™ \'K‘f\‘ Il ¥ =

T N U '\4’5«'&%34
Ohne Feld Mit Feld

’ Die Berechnung der Orientierungspolarisation ist zwar nicht besonders schwierig, aber mathematisch durchaus
trickreich. Was wir tun mussen, ist klar: Wir minimieren wie immer einfach die freie Energie des Systems, um den
Gleichgewichtszustand zu finden.
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Die Ausrichtung der Dipole im Feld "bringt" Energie, aber "kostet" Entropie, denn ein System mit ausgerichten
Dipolen ist zweifelsohne ordentlicher als eines mit statistisch verteilten Dipolen. Wer wissen will, wie's geht, betatigt
den Link.

Was rauskommit, ist:

P = Ny:-<u> = Ny-u-L(B)
1
L(B) = coth(B) - —
B
M-E
B =
kgT

L(B) hei’t Langevin-Funktion , sie kommt in Problemen dieser Art haufig vor. Die GréRen sind Ny = Dichte der
Dipole (d. h. der Wassermolekile), <u>= Vektormittel der Dipolmomente, also P / Ny. Das Ganze sieht so aus:

L(p)
4 Anfangssteigung
[or P 5
Maximalwert
(Sattigung)
0T T T > p
1 3 10 oder E

Die Kurve zeigt quantitativ L(B); durch einfaches Umskalieren der Achsen erhalt man aber exakt dieselbe Kurve fur
die Polarisation als Funktion der Feldstarke.

’ Bei realistischen Feldstarken (unter ca. 10 MV/cm) und Temperaturen liegt man ganz in Anfangsbereich der Kurve —
zwischen B =0und B < 1.

Per Reihenentwicklung usw. bekommt man als gute Naherung fir die mittlere Polarisation P:

N-p2.E

3kgT

Der Faktor N - p2 / (3kgT) wére also die Suszeptibilitdt X = € r — 1 multipliziert mit der Vakuumpermittivitat € o . Wir
haben damit im Prinzip die Dielektrizitatskonstante von Wasser ausgerechnet und auf3erdem gezeigt, dass in guter
Néaherung die Polarisation proportional zur Feldstarke ist.

Wir haben auch verstanden, warum eine bisher rein elektrische Grolze wie die DK jetzt "plétzlich”
temperaturabhangig wird!

Zusammenfassung

’ Wir haben zwei unserer drei Ziele erreicht:
Wir haben im Prinzip gezeigt, dass die Polarisation immer proportional zur Feldstarke anwachst.

Wir haben im Prinzip auch die Proportionalitatskonstanten, also die Suszeptibiltdten (und damit die DK)
ausgerechnet! (Haha. Gottseidank gibt es den schénen Ausdruck "im Prinzip™!)

’ Auf zur Verallgemeinerung des Begriffs "Dielektrikum™! Vorher aber noch ein paar schnelle Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.3.2
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6.3.3 Verallgemeinerung des Begriffs "Dielektrikum"

Dielektrische Funktion statt Dielektrizitatskonstante

’ In den vorangegangenen Moduln haben wir einerseits postuliert, dass "Dielektikum™ erstmal nur ein anderes Wort fiir
Isolator sei, aber andererseits Zahlenwerte fiir die DK von Halbleitern angegeben. Was den nun? Halbleiter sind nun mal
keine Isolatoren; Standard-Si hat z. B. einen spezifischen Widerstand so um 1 Qcm.

Man darf also beim Begriff einer Dielektrizitatskonstanten fur einen Halbleiter ein gewisses Puristenbauchweh
bekommen.
’ Es ist Zeit, nach der "erstmals" Definition das "zweitmal" anzugehen. Beim zweiten Mal hat man ja auch schon ein
biRchen Erfahrung; das kann dann sogar mehr Spaf3 bringen.

Fur Halbleiter kbnnen wir uns im Prinzip noch einfach aus der Patsche helfen: Wir kiihlen das halbleitende Material.
Spétestens in der Nahe des absoluten Nullpunkts wird es ein guter Isolator sein. Dann kann man die DK in der
gewohnten Weise messen.
’ OK - aber das klingt ein biBchen kiinstlich. Deswegen machen wir jetzt die folgende sehr allgemeine und ohne Tricks
umsetzbare Uberlegung:
Bei einem idealen Isolator im Plattenkondensator fliel3t bei anliegender Gleichspannung oder besser Feldstarke
keine Gleichstromdichte; bei Wechselspannung ist die flieRende Wechselstromdichte exakt 909 phasenverschoben
zur Spannung. Rein elektrisch haben wir dafir das Symbol =k,
Falls das Material rein "ohmsch" ist, also eine spezifische Leitfahigkeit o = 1/p + 0 hat, fliet Gleichstrom oder
Wechselstrom in Phase (Phasenverschiebung 00). Dafiir gibt's dieses Symbol T——1-.
’ Wir zerlegen jetzt gedanklich das Material in seinen ideal-dielektrischen Teil und seinen nicht vernachlassigbaren
ohmschen Widerstandsteil, d.h. beschreiben es so:

g'®
F'y
I
Iook
7 Igo Ton®
5 U I Q 20
- - 8"(1) T
IDO

Wir haben einen idealen ohmschen Widerstand R parallel zu einem idealen Kondensator C mit zugehérigem
Zeigerdiagramm.

Der Winkel & ware fiir ein ideal isolierendes Dielektrikum & = 0°. Fir ein reales Dielektrikum mit R < « Q ist

tgd = lg/lgg > 0. Die resultierende Zabhl, die ja bei Frequenzen im kHz Bereich oder so leicht zu messen ist, wird oft
in Tabellen angegeben, der sogenannte "Tangens Delta ist eine Art Qualitatsmalf? fur Dielektrika / Isolatoren.

’ An den Achsen des Zeigerdiagramms steht nun verwirrenderweise neben den Strdmen auch €' und €". Was soll das
bedeuten?

Na ja — wir schreiben mal die frequenzabhangige Stromdichte j(w) durch einen Kondensator hin, der einem
elektrischen Wechselfeld E = Eg exp(iw t) ausgesetzt ist. Das flhrt zu einer Verschiebungsdichte D = € g €r(w) E.

Wir haben beim idealen Kondensator natiirlich nur Verschiebungsstréme, d. h. j(w) = dD/dt . Daflr erhalten wir:

dD dE d[Eo exp(iw t)]
jw)y = — = €o€r(wy— = €o€rwW)y————— =€o€r(w)-iw-Epexp (iwt) = €p€r(w) -iw-EW)
dt dt dt

’ Die Phasenverschiebung von 90° steckt im i (mit i2 = —1). Materialwissenschaftler sind boshafte Menschen und
verwenden fir die imaginare Einheit den Buchstaben i und fiir die Stromdichte den Buchstaben j - genau andersrum als
Elektrotechniker. Wer jetzt darliber nachdenkt, wer "recht" hat, sollte was Einfaches studieren und Jurist werden.

’ Wenn wir jetzt ein beliebiges Realmaterial beschreiben wollen, das halt auch aufRer seiner DK auch noch eine endliche
Leitfahigkeit hat, d. h. zu seiner kompletten Beschreibung noch einen ohmschen Widerstand parallel zum idealen, durch
die DK beschriebenen Kondensator braucht, kdnnen wir das Ganze durch einen simplen Trick erledigen:
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Wir nehmen fir die (frequenzabhéngige)
Dielektrizitats"konstante" €r die komplexe Zahl:

€r(w) =€'(w) —i - €"(w)

Das Minuszeichen ist hier Konvention, damit in der nachfolgenden Gleichung das bequemere + steht. Wir betrachten
also den negativen Imaginarteil einer komplexen Zahl.

’ Das gibt uns eine simple Beziehung, die wir noch brauchen werden:

jw) = €eg-w-€"(wW-E+i€p-w-€'w)-E

Realteil Imaginarteil von
von j(w) = jo; j(w)=joo;
Phase = Q° Phase = 90°

’ Das ist eine ziemlich coole Gleichung! Denn jetzt kdnnen wir auch fiir ein beliebiges Material eine DK definieren! Wir
nennen das dann auch nicht mehr "Dielektrizitatskonstante ", wére ja albern, sondern dielektrische Funktion.

Wir packen also einfach den Leiteranteil in den Imaginarteil der dielektrische Funktion eines Materials; der Realteil
beschreibt dann die "klassische" DK.

Wenn man da mal kurz dartiiber nachdenkt, kommt man zum folgenden Schluss:

In der (komplexen) dielektrischen Funktion eines
Materials stecken alle
elektrischen und optischen Eigenschaften des
Materials.

’ Das ist doch was! Zwei Kurven — Real- und Imaginarteil tber der Frequenz — ist alles, was man braucht, um ein Material
elektrisch und optisch vollstdndig zu charakterisieren! Die dielektrische Funktion eins Materials gehért damit zwingend in
die universitaren Grundlagen der Materialwissenschaft fir Elektro- und Informationstechniker.

Na ja. Wenn man ganz genau hinschaut, endeckt man noch so ein paar Klauseln und Nebenbedingungen Die sind
aber fir das Gesamtbild unwichtig und sollen uns hier nicht weiter interessieren.

Dielektrische Verluste

’ Wenn man Strom und Spannung multipliziert, bekommt man bekanntlich die im "Verbraucher" umgesetzte Leistung L in
Watt (W).

Wenn man Stromdichte und Feldstarke multipliziert, bekommt man bekanntlich (?) die im "Verbraucher" umgesetzte
Leistungsdichte in Watt pro cm3 (W - cm=3).

’ Wenn Stromdichte und Feldstéarke oszillieren, muss man auf die Phasenbeziehung der beiden achten.
Man teilt dann die Stromdichte auf in den Teil j o, der in Phase flie3t, und den Teil jog, der um 90° phasenversetzt
flieRt; mit Zeigerdiagrammen geht das sehr einfach.
Dann gilt:

¢ Feldstarke mal jo = Lw = Wirkleistung, wird meist in Warme umgewandelt.
¢ Feldstarke mal jgo = Lg = Blindleistung, macht weiter nichts.
’ Gleich oben stehen Ausdrticke fur beide Stromdichtekomponenten. Multipliziert mit E(w) = Eg - exp (iwt) erhalt man die
folgenden, auf das Volumen bezogenen Leistungsdichten:

Wirkleistung Blindleistung
Lw = €-w-€"-E2 lg = €p-w- € -E2

Fein. Das war wohl zu erwarten. Mit €' haben wir ja die klassische DK beschrieben, die im Kondensator
leistungsmaRig ja auler Blindleistung nichts macht. Mit €' haben wir den noch vorhandenen ohmschen Widerstand
beschrieben, und der wird bei Stromfluf3 ja auch heil3, weil Wirkleistung deponiert wird.

’ Wir werden aber noch folgendes lernen: Selbst absolut ideale Dielelektrika haben in bestimmten Frequenzbereichen
Imaginarteile ihrer DK!
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In diesen Frequenzbereichen sind auch "ideale" Dielektrika (mit verschwindender Gleichstromleitfahigkeit)
verlustbehaftet — wir haben dielektrische Verluste; das Dielektrikum wird heif3!

In diesen Frequenzbereichen werden dann auch ideale Dielektrika heil3 — hier steckt das Wirkprinzip der
"Mikrowelle"!

’ Jetzt noch die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.3.3
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6.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 6.3 "Polarisationsmechanismen”

Ideale Dielektrika sind perfekte Isolatoren charakterisiert

durch ihre DK €r oder durch die Suszeptibilitat x. Sinnvolles % E
Materialgesetz 0" X-E

|o
1

Die DK oder die Suszeptibilitdt eines Dielektrikums folgt
aus seiner Polarisation. Sinnvolle neue dielektrische
Materialkonstante = Suszeptibiltat

Die Beziehung zwischen Feld E und Polarisation P ist

aus Materialsicht sinnvoller als die Beziehung zwischen Alte € = x+1

Feld und Verschiebungsdichte. Materialkonstante r

Umrechnungen sind einfach = Beziehung D=¢€p-E+P
DeP = =0

’ Reale Dielektrika haben eine endliche Leifahigkeit.

Das laRt sich am einfachsten wie gezeigt beschreiben.
Der insgesamt flieBende Wechselstrom wird durch eine
komplexe dielektrische Funktion €(w) erfaldt =

Der Realteil von €' beschreibt den um 90°
phasenverschobenen Teil der Stromdichte j( w); der
Imaginarteil €" den Teil der in Phase flief3t.

Damit sind Wirk- und Blindleistung proportional zu €"
bzw. €'. j(w) = i-w-€-EWw)

Dies gilt unabhangig davon von welchem Effekt der
Imaginarteil resultiert.

’ Ein externes elektrisches Feld wird in einem Dielektrikum
immer Dipole induzieren und zusétzlich die eventuell —
vorhandenen Dipole verandern. 0—@

Die Polarisation eines Dielektrikum ist die Vektorsumme M =q- & oy
der enthaltene Dipolmomente per Volumen ’

’ Ein Dipolmoment ist definiert wie gezeigt >

Viele Materialien enthalten Dipomomente (z. B. lonenkristalle
Oxide, Wasser, ...) andere (Edelgas, dielektrische @
Elementkristalle) sind neutral.

Im ersten Fall addieren sich die vorhandenen Momente
ohne Feld i.d.R. zu P = 0 C/cm? ; mit Feld wird die
Ausrichtung so geéndert, dass P # 0 C/cm? resultiert. i &k Kein Dipolmoment

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 188



’ Es gibt neben der mathematisch schwer greifbaren
Grenzflachenpolarisation drei wesentliche
Polarisationsmechanismen.

Im 1. Fall wird die durch das Feld die Elektronenhdiille relativ
zum Atomkern verschoben und dadurch ein Dipolmoment
induziert. 3.

1. Atom- oder
Elektronenpolarisation
lonenpolarisation
Orientierungspolarisation

n

» Sehr schwacher Effekt bei kugelfdrmigen Atomen

(Beispiel Edelgase; auch als Kristall; €y = 1,00...) _.‘
» Starker Effekt bei gerichteten kovalenten Bindungen ’7 \*
(Beispiel typische Halbleiter Si, Ge, GaAs, ...; r &)

.4
€ r =15 - 20). Mit Feld ¥ \
Y ¥
NN

Die lonenpolarisation ist in allen lonenkristallen und polaren - f Ohne F
Bindunge (Oxide, Keramiken) vorhanden. Mittel bis sehr stark. & “« /
Orientierungspolarisation kommt nur bei FliiRigkeiten vor, da die Ao N

(Molekil)dipole sich drehen kdnnen missen. Recht stark;

€r(H20) = 80.

’ In allen Fallen ist die Polarisation proportional zum Feld.

IO
1
[rm

€0 X~
Damit ist die Grundgleichung "bewiesen"; die Suszeptibitat x

kann berechnet werden.
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6.4 Frequenzabhéangigkeit der Dielektrizitdtskonstante
6.4.1 Der Grundversuch

Was heil3t und wie misst man die Frequenzabhangigkeit der Dielektrizitatskonstante?

’ Die obige Frage hat eine einfache Antwort: Sorge dafir, dass das Dielektrikum einem elektrischen Feld ausgesetzt ist,
das so aussieht:

E = Eo -cos(wt)
oder eleganter:
E = Eo -exp(wt)

Wir nehmen naturlich fur was jetzt folgt gleich die viel bequemere komplexe Schreibweise.

’ Wie macht man das experimentell? Je nun - da wir bis zu sehr hohen Frequenzen (z. B. 1016 Hz) gehen wollen, hangt
das experimentelle Vorgehen vom Frequenzbereich ab. Hier sind ein paar Vorschlage:

E Input £ Output

A

Dielektrikum

Black Box

Was wir tun kann man einfach beschreiben: Unser Dielektrikum ist ein schwarzer Kasten, eine "Black box" ; wir
haben erstmal keine Ahnung was drin ist. Wir kbnnen aber einen "Eingang" = Input definieren in dem das
Wechselfeld eingespeist wird, und einen Ausgang oder "Output” wo es - verandert - wieder rauskommt.

Solange der schwarze Kasten "linear" ist (und das ist jeder schwarze Kasten fir nicht zu grol3e Amplituden),
diktiert die Logik, dass am Ausgang nur zwei Dinge geschehen kénnen:

1. Die Amplitude hat sich geandert, d.h. aus Eg = Ej wird Egyt.
2. Die Phase hat sich geandert, sie ist um irgendeinen Wert ¢ verschoben

In anderen Worten: Das Eingangssignal sieht so aus: Ejn, = Ej - exp(iw t); am Ausgang haben wir:
Eout = Eu - expli(wt + ¢)].
Das kann man aber auch so darstellen:

Eout = f(w)-Ein = €W) - exp{idp(w)} - Ein

Die GroRe f(w) kann ganz generell als eine komplexe Zahl eexp(i) fir eine gegebene Frequenz w dargestellt
werden, oder allgemeiner und wie gezeigt als eine komplexe Funktion der Frequenz. Diese komplexe Funktion
enthalt offenbar die gesamte Information tber die black box, und damit alles was man Uber das Dielektrikum wissen
muss.

’ Wir kennen diese komplexe Funktion schon; es ist nichts anderes als die dielektrische Funktion €(w) des Materials
(wobei wir uns um gewisse Feinheiten der Definition hier keine Gedanken machen). Aul3erdem schreiben wir die
dielektrische Funktion in der Regel nicht in der "Zeigerform" sondern sortiert nach Real- und Imaginarteil. Wie das geht
is klar, sonst Link betatigen.

Wir haben zwar bei der Einflihrung der dielektrischen Funktion die Eingangsspannung oder Feldstarke mit dem
Ausgangsstrom bzw. der Stromdichte verknipft, aber man braucht den Ausgangsstorm nur per Lastwiderstand in
Spannung umwandeln, und schon haben wir die Verkiipfung zwischen Eingang und Ausgang wie hier gewtinscht.

’ Die alte Definition des Brechungsindexs n2 = €, ibertragen wir auf die komplexe dielektrische Funktion, wir bekommen
dann einen komplexen Brechungsindex n* definiert als

n*=n+i-K
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Aus historischen Griinden nennt man den Realteil n (ohne Strich ") und den Imaginarteil k. Damit haben wir:

n*2w) = eWw) = €'W)—ie"(w)
1 L2

n2 = (e‘2+e”2) + €'
2
1 )

K2 = (e'2+e”2) - €
2

’ Die gute Nachricht ist: Diese Formeln muss man nicht wissen; die Grundformel n 2 = € aber schon.

’ Damit ist die dielektrische Funktion eine ungeheure méchtige Materialgré3e. Sie wird besonders bei hohen Frequenzen
(GHz bis optisch) wichtig und spannend. Es bleibt nur noch, die dielektrische Funktion eines Materials zu berechnen.
Dazu gibt es zwei gute und eine schlechte Nachricht

Gute Nachricht 1: Es gibt nur zwei grundlegende Mechanismen, die wir beriicksichtigen mussen: Resonanz und
Relaxation.

Schlechte Nachricht: Die zugehdrige Mathematik ist nicht so ganz einfach und fihrt zu langlichen Formeln.

Gute Nachricht 2: Haben wir aber in der Physik schon mal gehabt und - wir lassen die Mathe hier weitgehend weg!

’ Damit zu den schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.4.1
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6.4.2 Der Frequenzgang der (komplexen) Dielektrizitatskonstante fir Resonanz

Die Resonanz im gewohnten Bild

’ Falls wir die Grenzflachenpolarisation "vergessen”, sind zwei der drei verbleibenden Mechanismen dadurch
gekennzeichnet, daf’ das elektrische Feld an den vorhandenen geladenen Massen zieht, wahrend eine "Federkraft", d.
h. eine Kraft proportional zur Auslenkung, sie zurlickzieht.
Bei der Atompolarisation kam die Federkraft aus der Coulomb Anziehung zwischen "verschobener" Elektronenwolke
und Atomkern (weshalb die Atompolarisation auch Elektronenpolarisation heilt), bei der ionischen Polarisation
durch die Bindungs"feder".

Falls das elektrische Feld und damit die externe Kraft mit der Kreisfrequenz w oszilliert, werden die ladungsbehaften
Massen eben periodisch getrieben.

’ Das ist nichts Neues — hat die Physik schon mal gemacht. Sie hat das Ganze
sogar noch ein bildchen komplizierter gemacht, indem sie noch "Reibung"
bertcksichtigte. Dampfungs-

Reibung ist hier nur ein anderes Wort fur Dampfung, d. h. fir den Effekt, dal konstarite kg
kein Oszillator ewig vor sich hinschwingen wird, falls man ihn alleine 1af3t.
Grundsatzlich betrachten wir ein System wie im nebenstehenden Bild

dargestellt. Oezillierendes

Feld E, o
Wir haben eine Masse m an einer Feder, die noch eine Ladung q tragt.

Feder-
konstante kg

Masse m
Wird die Masse um den Betrag x ausgelenkt, wird eine Feder mit der I

Federkonstante kg eine Ruckstellkraft Freder produzieren; wie immer
beriicksichtigt das Minuszeichen, dal3 die Kraft der Auslenkung
entgegenwirkt:

Freder = —KF - X

Die Dampfung berucksichtigen wir, indem wir eine Reibungskraft Fr einfuihren,
die proportional ist zur Masse m, der Geschwindigkeit dx/dt und einem
Reibungs- oder Dampfungskoeffizienten kr. Auch hier driickt das
Minuszeichen aus, daf3 die Kraft der Bewegung entgegenwirkt:

FrR= —kr - m - dx/dt

’ Fertig. Mit F = m - d2x/dt2 erhalten wir sofort die Differentialgleichung, deren Lésung uns alles gibt, was wir wissen
wollen:

d?x d x
m-— + krp-m:-— + K- x = (- Ep-cos(wt)
dt2 dt

’ Mit den Lésungen zu dieser Differentialgleichung hat die Physik uns schon hinreichend intensiv gequélt; wir schreiben
sie deshalb gar nicht hin, sondern schauen uns nur die graphische Darstellung an und erinnern uns an die wesentlichen
Punkte:
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Amplitude Abnehmende

Démpfung

¢4 oy

- w2 > ©
Phase

Im ungedampften Fall (kg = 0 s~1) steigt die Amplitude bei der Resonanzfrequenz wg' iber alle Grenzen;
gleichzeitig springt die Phase von 0° auf 180°. Fir die Resonanzfrequenz gilt:

Ohne Dampfung
ke 1/2

m

Mit Dampfung
KE kr2 \1/2

wo: —_
m 4

Mit Dampfung ist die Resonanzamplitude endlich; sie wird mit zunehmender Dampfung kleiner. Gleichzeitig macht
die Phase keinen Sprung mehr sondern andert sich im Resonanzbereich stetig — so wie im Bild gezeigt.

’ Die Dampfung sorgt auch dafir, daf3 die Amplitude einer Schwingung nach Wegnehmen der treibenden Kaft exponentiell
abklingt. Das sieht in Formeln und in Bildern so aus:

KR
X(t) = xo- cos(wot) - exp | —— -t
2
- x 2/
X :
O D R -
R mf‘\ ........ P >t
VA
‘ 17kg

Das sollte man etwas verinnerlichen, denn die Graphik (wie auch schon die Formel) sagt uns, wie man ein Gefuhl
fur die GréRe der Dampfung entwickeln kann: Der Kehrwert der Dampfungskonstante gibt an, nach welcher Zeit
dieSchwingung so in etwa abgeklungen ist. Damit sagt uns w /kr so rund und roh, wie oft das System nach dem

Abschalten noch hin und her zappelt. Das werden wir gleich noch mal brauchen!

Die Resonanz in komplexer Darstellung

’ Wir wollen eigentlich die Frequenzabhangigkeit der komplexen DK erhalten, und deshalb betrachten wir jetzt exakt
dasselbe noch mal in komplexer Schreibweise.
Die grundlegende Differentialgleichung lautet:
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d2x d x
m:-— + krp-m-— + kp-x = q-Eg-exp(iwt)
dt2 dt

Die LOsung lautet (der Stern * kennzeichnet lediglich eine komplexe Zahl):

Ansatz
X*w,t) = x*w) - exp (iwt)

Allgemeine Ldsung
q- Eo wo2 — w? kr w
X(Ww) = —i-
m (w02 _ w2)2 + kR2 w2 (w 02 —w 2)2 + kR 2 2

Realteil der allg. L6sung
q- Eg wo2 —w 2

X'(w) =
m (w02 —w 2)2 + kRZ (,02

Imaginarteil der allg. Losung
g - Eo kr w

X"(w) =
m (w02 _ w2)2 + kR 2 »h2

’ Wow! Diese Gleichungen muss man aber nicht wissen — nur ihre prinzipielle graphische Darstellung! Die sieht so aus:

X4

Abnehmende
D#mpfung

>
log@

X”‘

»
ap log @

’ Was ist der Unterschied zwischen der direkten Darstellung und der komplexen Darstellung? Das kann man am besten
in einem Zeigerdiagramm sehen:

X T

Imagindr-
teil Lange

Ob ich den Zeiger, der die Losung markiert, Gber seine Lange und den Phasenwinkel beschreibe oder tber seien
Real- und Imaginarteil, bleibt sich gleich. Es gibt kein "Richtiger" oder "Besser". Was man wahlt ist eine reine Frage
der Zweckmafigkeit; umrechnen kann man immer.
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Die dielektrische Funktion bei Resonanzmechanismen

’ Haben wir die Amplituden, haben wir auch die Dipolmomemte . Haben wir die Dipolmomente, bekommen wir die
Polarisation, daraus die Suszeptibilitat und schlief3lich und endlich die dielektrische Funktion.

Fur jeden resonanten Mechanismus lautet sie (gleich fir Realteil und Imaginarteil getrennt geschrieben) wie folgt:

N_qz w02_w2
€ = €9 +
m (wOZ_wZ)Z + kRZ-wZ
N - g2 kg - w
e'" =
m (w 02_w2)2 + kRZ,wZ

’ Geil? Nein, denn um rechnen zu kénnen (oder auch nur um abschétzen zu kénnen), brauchen wir:

1. Zahlenwerte fir die Federkonstante (sie steckt in der Resonanzfrequenz wg).

2. Zahlenwerte fiir den Dampfungskoeffizienten kRg.

3. Ein Gefiihl dafiir was passiert wenn da nicht nur ein Atom ist, sondern ein groRer, irgendwie durch Federn
gekoppelter Haufen.

’ Die Liste sieht komplizierter aus als sie ist. Also:

’ 1. Problem: Ist kein Problem, denn fir die ionische Polarisation haben wir die Federkonstante kr =Y - amit Y = E-
Modul Y; a = Gitterkonstante. Fir die Atompolarisation haben wir sie nicht, aber sie ist leicht auszurechnen.

’ 3. Problem: Hangt mit dem 2. Problem zusammen, deshalb behandeln wir es zuerst.

Obwohl man meinen konnte, dafd die Schwingerei von sehr vielen gekoppelten Massen sehr kompliziert sein sollte,
ist es kein wirklich schwieriges Problem. Denn:

Haben wir nur eine Atomsorte und wackeln gedanklich mal nur an einem Atom des Kristalls, so wirkt es auf seine
(bis zu 12 bei dichtester Kugelpackung) Nachbarn jetzt wie die antreibende Kraft. Die Nachbarn werden ebenfalls

anfangen zu oszillieren, sie treiben dann ihre bis zu 144 Nachbarn an, und so fort. Ziemlich schnell schwingen alle
Atome, mehr oder weniger mit der Resonanzfrequenz des Einzeloszillators — aber mit winziger Amplitude.

Denn die gesamte Energie, die zunachst in der Schwingungsamplitude des einen Atoms steckte, hat sich jetzt auf
furchtbar viele verteilt — und das sogar noch recht schnell. Was bedeutet das? Wir haben das 2. Problem schon
geknackt:

Haben wir Atome mit verschiedenen Massen im Kristall, schwingen diese eben ein bil3chen verschieden, das
Ergebnis ist eine Uberlagerung der diversen Schwingungsmoden (so nennt man das). Statt nur einem Ton (=
Frequenz) kommen jetzt halt mehrere aus der Flote — sorry, aus dem Kristall.

’ 2. Problem: Die Schwingungen, die uns hier interessieren, sind immer sehr stark gedampft; siehe oben. Man kann
sich das auch so vorstellen:

O-O-C-C-C-CC
O-O-O-O-O-0O-0
Mlb oo

-,

O-O O-0O-O

O-O OO
OO

O-O

Man stelle sich einen Kristall vor, bei dem alle Atome ruhig dasitzen (z. B. bei 0 K). jetzt ziehen wie ein Atom etwas
"raus” und lassen dann los. Es wird mit seiner Resonanzfrequenz schwingen, aber mit schnell abnehmender
Amplitude, d. h. mit grolRer Dampfung, da es sofort eine ganze (Halb)Kugelwelle losschickt, die in den Kristall
hineinsaust — wie oben beschrieben. Die Anfangsenergie verteilt sich damit schnell auf immer mehr Schwinger.

’ Was wissen wir jetzt Uber die dielektrische Funktion bei Resonanzphanomenen? Eine ganze Menge:
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5.

6.

Sie wird eher so wie die blaue oder griine Kurve in der obigen Prinzipdarstellung aussehen.

Oberhalb der Resonanzfrequenz geht der Realteil auf 1, d. h. das dielektrische Verhalten verschwindet
(unsere "klassische" DK ist 1).

Nur um die Resonanzfrequenz herum ist der Imaginarteil deutlich von Null verschieden — um so mehr, je
gréRer die Dampfung! Wir haben dann dielektrische Verluste, die wir uns noch genauer ansehen werden.
Die Resonanzfrequenz bei der ionischen Polarisation kennen wir im tbrigen schon. Es sind natirlich die
beriihmten ca. 1013 Hz, die wir generell aus dem Bindungspotential erhalten.

Die Resonanzfrequenz bei der Atompolarisation haben andere fiir uns ausgerechnet. Bein Wasserstoffatom
(gréRtmoglicher Effekt) liegt sie bei 5 - 1016 Hz, also im Ultravioletten.

Damit ist klar: Es gibt keine "normale" Optik mehr im UV und darlber — alle Brechungsindizes sindn = 1

’ Zeit fur schnelle Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.4.2
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6.4.3 Der Frequenzgang der (komplexen) Dielektrizitatskonstante flir Relaxation

Die Relaxation als neues Phanomen

’ Wir haben ein "Stiick" Wasser im elektrischen Gleichfeld , und damit die Verteilung der Dipole von komplett “random"
auf "leicht in Feldrichtung orientiert" veréandert.

Was passiert, wenn wir das Ganze jetzt im Wechselfeld machen? Das ist nicht so ohne weiteres einsichtig,
deshalb machen wir zunachst etwas anderes: Wir schalten des Gleichfeld schlagartig ab.

Die sofort nach Abschalten vorliegende Verteilung der Dipolrichtungen hat nicht mehr die kleinstmdgliche freie
Energie — es ist ohne Feld zu ordentlich. Energetisch gesehen ist es "angeregt”, und angeregte Zustande zerfallen
bzw. "relaxieren" (wie man auf schlau sagt), und zwar immer zum Grundzustand mit der niedrigsten freien
Energie.

Diese Relaxation zum Grundzustand sieht immer so aus:

P(t)

>t
Po - exp(~ ) 2 it e

’ Interessanterweise haben wir jetzt das Problem der Frequenzabhangigkeit der Orientierungspolarisation schon gelost!
Denn es gilt in beliebiger Allgemeinheit

Fourier-
P (1) & P(w)
Transformation

In anderen Worten: Hat man den zeitlichen Verlauf einer beliebigen GréRe, bekommt man das Frequenzverhalten
wie folgt:

* Fir periodische Funktionen f(t) = f(t + T) (T = Periodendauer = 1/v = 211 /w) gibt die Fourier-
Reihenentwicklung das Frequenzspektrum.
* FUr beliebige nichtperiodische Funktionen f(t) gibt das Fourierintegral die Frequenzfunktion f(w).

Das Ganze geht naturlich auch im Rickwartsgang: Hat man das Frequenzverhalten einer beliebigen Funktion f(w)
usw.

’ Wer vergessen hat, wie's geht, schaut hier nach. Wem die Fouriertransformation vollig unbekannt ist, der kann sich mit
der Losung einer Differentialgleichung behelfen; Details dazu siehe unten.

’ Fihrt man die Fouriertransformation durch, erhalt man

o0
t
Pw) = | Po-exp (- —)-exp(—iwt)dt
T
Po
Pw) =
wo +i-w
1
mit wo = — (ohne 2m!)
T

’ Das ist eine ziemlich einfache (komplexe) Funktion, die zerlegt in Real- und Imaginérteil so aussieht:
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Also wieder mal: Relativ komplexe Thematik und Mathematik, aber sehr einfaches (graphisches) Ergebnis!

Hier nun der oben angekiindigte Weg uber die Differentialgleichung: Das exponentielle Abklingen von P nach Abschalten
des Feldes kann durch dP / d t = — P / T beschrieben werden. Unter Einwirkung eines periodischen duf3eren Feldes
kommt auf der rechten Seite der Differentialgleichung noch Poexp(iwt) hinzu. Der Ansatz P(t) = P(w) exp[—id( w)]
exp(iwt) fuhrt auf P(w ) exp[—id(w)] i w exp(iwt) = — P(w) exp[—id(w)] exp(iw t) / T + Pgexp(iwt). Das ergibt P(w)
exp[-id(w)] (iw + 1/ T) = Pg bzw. P(w) = Pg exp[id(w)] (1/ T + iw)~L. Bis auf den expliziten Phasenverschiebungsfaktor
exp[id(w)] ist dies das obige Ergebnis.

Die Mikrowelle und das Wasser

Wenn man Lebensmittel mit der " Mikrowelle" kocht, wackelt man schlicht und ergreifend an den Wassermolekilen
mit einer Frequenz, bei der ihre dielektrische Funktion einen nennenswerten Imaginarteil hat, so daf? man damit
dielektrische Verluste produziert.

Schauen wir uns mal die experimentell bestimmte dielektrische Funktion von Wasser an:

Frequency [GHz] ———————
1 10 100 1000

o |
N

60 M,

\
4o L1007 | /X\
£ 20 \\\\ —. J1ooec [ [&"
ore / I‘ P [ 5
0 \:P 1 T
100 10 1 01 001

Wavelength [cm] —

’ Zunachst sehen wir, daf3 die Kurven der obigen Theorie folgen (so exakt, wie man das per Auge sehen kann).

Wir sehen auch den betrachtlichen Einfluss der Temperatur; genau wie es sein sollte: Wir hatten:

N-u2-E

3kgT

Ein Temperaturwechsel von ca. 300 K zu 400 K sollte demnach €'(300 K) ~ 80 auf €'(400 K) = 60 reduzieren. Die
experimentell betimmte Reduktion ist etwas kleiner, weil wir die Interaktion der Wasserdipole mit inren Nachbarn
nicht bericksichtigt haben.

’ Die hochsten dielektrischen Verluste treten im Bereich um 5 GHz bis 100 GHz auf, das heif3t im Mikrowellenbereich

des Spektrums.

Die meisten "Mikrowellen" (Kiichengeréate) arbeiten bei 2,455 GHz (d. h. bei einer Wellenlédnge von ca. 12 cm),
etwas unterhalb des Bereichs maximaler Verluste. Das ist absichtlich so gemacht, damit nicht schon die auf3ere
Wasserhiille die gesamte Strahlung absorbiert und gleichméaRigeres Aufwarmen gewahrleistet ist.

Nicht absorbierte Strahlung wird an den Wanden reflektiert und tragt zur GleichmaRigkeit bei.

Falls das Wasser gefroren ist, gibt's ein Problem. Eis hat im Mikrowellenbereich eine kleine DK und wenig Verluste. Es
dauert dann Minuten um die gefrorene Butter aufzutauen, danach "explodiert” sie sehr schnell.
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’ Falls das Wasser "salzig" ist oder, wie beim Essen Ublich, sonstwie verdreckt, geht die DK und damit die Verluste
runter. Andererseits wackelt das Feld jetzt auch an den diversen lonen im Wasser (sie sind keine Dipole sondern
rennen jetzt hin und her). Das produziert jedenfalls auch "Reibung" und damit Warme. Insgesamt mag der Heizeffekt
sogar ansteigen.

’ Hier die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.4.3

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 199


https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_6/exercise/q6_4_1.html#_3

6.4.4 Gesamtschau
Die komplette dielektrische Funktion

’ Was hier kommt haben wir in Prinzip schon gehabt oder brauchen wir nicht zu wissen.

Die komplette dielektrische Funktion eines Dielektrikums ist eine Uberlagerung aller beteiligten Mechanismen. Fiir ein
fiktives Material, das alle Mechanismen in Reinkultur enthielte (und das es nicht mal annéhernd gibt), séhe das so aus:

G—i]z Opﬁuch

Das Bild zu zeigen hat einen gewissen Wert: Es ist seit undenklichen Zeiten in dieser Form in allen
Standardlehrbiichern gedruckt.

Immer beachten, dass die Frequenz auf einer log Skala aufgetragen ist!

1z o

Kramers - Kronig Beziehungen

Was auffallt ist, dass Real- und Imaginarteil irgenwie korreliert zu sein scheinen. Das ist ja auch nicht tberraschend,
beide "codieren" ja das dielektrische Verhalten ein-und-desselben Materials.

In der Tat steckt die gesamte verfligbare Information schon in einer der beiden Kurven. Kennt man eine - den Real-
oder Imaginarteil, das ist egal - kann man die andere ausrechnen.

Das ist eine allgemeine mathematische Eigenschaft komplexer Funktionen, die eine physikalische Realitat
beschreiben. Die Beziehung zwischen Real- und Imaginarteil hei3t Kramers- Kronig Beziehung

’ Die Kramers-Kronig Beziehung sieht so aus

2w % €W
€"(w) = —
i w2— w?

s dw”

’ Es gibt halt nichts praktischeres als eine gute Theorie! Der Praktiker spart sich damit die Messung einer der beiden
Kurven!
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Nochmals Verluste im Dielektrikum

’ Wir hatten uns schon klar gemacht, dass die Wirkleistung, die das Dielektrikum aufwérmt, durch die folgende Gleichung
gegeben ist:

Lw = w-€"-E2

Lw ist also direkt proportional zum Imaginéarteil der dielektrischen Funktion. Und dabei ist es egal , woher der
Imaginarteil kommt!

Das bedeutet: Selbst "ideale" Dielektrika (= ideale Isolatoren) sind in bestimmten Frequenzbereichen
verlustbehaftet. Kommt dazu aufRerdem noch ein nicht ideales Verhalten in Form einer gewissen DC Leitfahigkeit,
haben wir jetzt folgendes Gesamtersatzschaltbild:

Ototal = Operfect + Oreal

OpKk + 00

Rperfect (besser o perfect) charakterisiert den Verlustwiderstand des idealen Dielektrikums, o real den nicht-idealen
Teil

Fur parallel geschaltete Widerstande kénnen wir die Leitfahigkeiten einfach addieren (mit den Widerstanden addiert
man die Kehrwerte). Da man in der Praxis nicht auseinanderhalten kann, welcher Teil ideal und welcher real ist,
nimmt man einfach die Summe o totg . Damit haben wir:

Ototal

w

’ Wir haben nirgendwo vorausgesetzt, dass Oyrea klein sein muss; es kann eine x-beliebiege Leitfahigkeit oder
Widerstand sein.

Damit enthalt die komplexe dielektrischen Funktion jetzt das gesamte dielektrische Verhalten eines beliebigen
Materials!

’ Zum Verstandnis missen wir aber noch die Mechanismem der Leitfahigkeit behandeln - in Modul 9

’ Jetzt noch ein paar schnelle Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.4.4
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6.4.5 Merkpunkte zu Kapitel 6.4 "Frequenzabhangigkeit der Dielektrizitdtskonstante

Uns interessieren Frequenzen bis in Ultraviolette - d. h.
jenseits 1015 Hz.

Die Grundbeziehung ist =

Wie Eingang und Ausgang aussieht, hangt von der
Frequenz ab.

Bei optischen Frequenzen wird man z. B. Licht
durch eine Linse schicken, bei RF reicht es, einen
Kondensator zu vermessen.

’ Es gibt nur zwei grundlegende Mechanismen, die die
Frequenzabhéngigkeit der DK bestimmen:

Elektronenpolarisation und ionische Polarisation
zeigen Resonanz ; die Orientierungspolarisation
zeigt Relaxation.

’ Resonanz erhélt man beim getriebenen gedampften
Schwinger.
Die Loésungen kann man als Amplitude und Phase
oder als Real- und Imaginarteil einer komplexen
Amplitude darstellen

Die Amplitude bestimmt das elektrische

Dipolmoment, da in beiden Resonanzmechanismen

die Ladungen gegeneinander schwingen.

’ Die Darstellung der Lésung sieht dann so aus; wir
nehmen natirlich die komplexe Variante

x4 .
Amplitnde . Abnehmende
1\ Démpfung
4 @ log @
0
) -
Phase bg e
-7

Damit ist der Verlauf der komplexen DK im Bereich

der Resonanzen grundsatzlich skizziert

’ In allen Materialien muss die Resonanz stets stark
gedampft sein, da die die Energie eines heftig
schwingenden Dipols sofort auf Nachbarn dissipiert
wird.

’ Die Resonanzfrequenz w ¢ ist gegeben durch =

In der Federkonstante der ionischen Polarisation
steckt der E-Modul. Es schwingen "schwere"
Atome, und wir wissen schon, dass wg ~ 1013.

Bei der Atom- oder Elektronenpolarisation
schwingen leichte Elektronen, daher w ¢ ~ 101
d.h. im optischen Bereich.

1. Resonanz
2. Relaxation

m .

— + mkr- — + Kg-X
dt2 dt

=q

- Eg - cos(wt)

Y
Realteil

| Abnehmende
f Démpfung

loga

o log@

ke \1/2
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’ Die Relaxation, d.h. allméahliche Riickkehr aus dem

etwas orientierten Zustandes nach Abschalten des
Feldes in den vollig ungeordneten Zustand, wird E4
beschrieben durch =

Aus der Grundgleichung in der Zeit, die das >t
"Abschalten" beschreibt, \

Pt) = Po-exp(-t/T)

folgt die Grundgleichung in der Frequenz durch
Fourier-Transformation. Der Graph dazu sieht so
aus =

Der typische Wert der Relaxationszeitkonstante T
liegt im Bereich 1/t ~ 10 GHz.

Insbesondere der Imaginarteil erklart die
Funktionsweise der "Mikrowelle".
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6.5 Optik mit komplexem Brechungsindex
6.5.1 Was man wissen mdchte und was man wissen kann

’ Die Bilder unten zeigen schematisch und relativ komplett, was man tber das Verhéltnis von Licht und Materie gerne
wissen mochte.
Die wesentlichen Daten Uber sichtbares Licht finden sich im Link. Hier nehmen wir nur mal die Zahlen, die man
wissen sollte zur Kenntnis:

Zahlen zum Licht

Zehnerwert Besserer Wert

Wellenldange = 1pum 500 nm
Frequenz ~ 10 14Hz 5.10 14Hz
Energie =~ leV 25eV

Frequenz v und Wellenlange A sind lber die Lichtgeschwindigkeit c=cg/n (cg =Lichtgeschwindigkeit im Vakuum =~ 3
- 108 m/s; n=Brechungsindex) immer verknuipft durch die "Dispersionsrelation":

’ Was im Grof3en und Ganzen passieren kann ist:

Ein Lichtstrahl mit einer Intensitat lp (symbolisiert durch die Breite des Pfeils im Bild unten), der Kreisfrequenz w
und einer definierten optischen Polarisation Pgpt (d. h. Schwingungsebene des elektrischen Feldes) fallt unter
einem Winkel o auf ein Material.

Die optische Polarisation Popt kann immer aufgeteilt werden in einen Anteil in der Ebene des Materials und einen
Anteil senkrecht dazu, wie im unteren Bild gezeigt.

Ko Eindringender
) \\ (gsbrochener)
Refleldierter Strahl
Strahl K
a I
Y
o
Einfallender Dielekirisches
Strahl ial
/’ Brechungsindex n
Ein

Polarisations-
richtung

Was passieren kann ist:

=

Ein Teil I des einfallende Lichts wird gebrochenund dringt unter dem Winkel B in das Material ein.

Der Teil R=lg — Im des einfallenden Lichtes wird unter dem Winkel —x reflektiert .

3. Das im Material laufende Licht wird absorbiert: Im(z)=Im(z=0) - exp(-az) . 1/a = a1 ist die
Absorptionslange, deren Zahlenwert angibt, nach welcher Strecke die Intensitat auf 1/e=0,368 abgeklungen

N

ist
Was wir gerne wissen, d.h. ausrechnen mochten ist immer als Funktion des Einfallwinkels «, der Polarisation
Popt und der Kreisfrequenz w oder "Farbe" des Lichts.
1. Der Reflexionskoeffizient R; Mehr kann man fir die Grundziige der Optik eigentlich gar
2. Der (Brechungs)winkel B; nicht wissen.

3. Der Absorptionskoeffizient a,
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’ Uberraschung! Die Antworten zu allen obigen Fragen stecken komplett in der dielektrischen Funktion des Materials!

Wir mussen lediglich auch den Brechungsindex als komplexe GrdRRe begreifen:n* = n +1i - K (statt n' und n"
bevorzugen wir hier n und k). Wir haben dann die folgenden Relationen:

nM+ik)2 = €'-i-€"
1 Y

n2 - <€|2 +E”2) + El
2
1 Yo
2

Fir €"=0 erhalten wir sofort n2=€'; k=0.
’ Im n stecken die Antworten auf die Fragen 1 und 2, im k die Antwort auf Frage 3.

Antwort auf die Fragen 1 und 2 geben die sogenannten Fresnel-Gleichungen, die wir uns aber hier ersparen.

’ Wie ist das mit der Absorption?

Wenn man kurz rechnet, sieht man, dass die Feldstarke und damit auch Intensitat der im Material laufenden
elektromagnetischen Lichtwelle mit exp(—w - Kk - x/ ¢) abféllt; unten ist der Rechengang gezeigt (dabei
berticksichtigen, dass die Lichtgeschwindigkeit im Material durch c/n gegeben ist)

w- n* w-(n +i-K)
Ex = Eox-exp[i-|— x—wt|] = Egx-expli- |/ - x — w-t |[]
c c
i-w-n-Xx w-K-X Ww- K- X
Ex = Eo,x-exp]| - —i-w-t []= exp (- ) expli-(kg-x — w-1)]
c c c

Damit gilt fiir den Absorptionskoeffizienten a=wk/c=21 K/ (wir haben immer c¢= v - A) und also 21 k=aA=A/a~1 . Die
Zahl k sagt daher effektiv aus, nach wievielen Wellenlangen das Licht weitgehend absorbiert ist.

’ Das soll zur Optik erst mal reichen.

Wichtig ist zunéchst mal nur, zu verstehen, daf3 bei optischen Frequnzen nichts grundsatzlich Neues entsteht. Wir
haben die Interaktion eines elektrischen Felds mit einem Dielektrikum.

¥ Jetzt noch ein paar schnelle Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 6.5.1
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6.5.2 Merkpunkte zu Kapitel 6.5 "Optik mit komplexem Brechungsindex"

’ Licht fallt auf ein (dielektrisches) Material.

"Input" GréRen sind die Frequenz (GréRenordnung 5 - 1014 Hz), die
Intensitat lg, der Einfallswinkel und die Polarisationsebene.

Alles was passieren kann ist:

1. Brechung, d. h. Eindringen in das Material mit Intensitét Iy
unter dem Winkel B.

2. Reflektion mit Intensitat R=lg — Ip.
3. Absorption mit Im(z)= Im(z=0) - exp(-az); 1/a ist die
Absorptionslange.

Die dielektrische Funktion des Materials enthélt die gesamte
notwendige Information.

Dazu fithrt man einen komplexen Brechungsindex ein = (n+ik)2 = €

Im Realteil n steckt die Information zu den Punkten 1 und 2.

Im Imaginarteil k steckt die Information Gber die Absorption.

’ Optik ist damit zurtickgefuhrt auf die Polarisation von Dielektrika bei
hohen Frequenzen.
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6.6 Weiterfihrende Hinweise und Links
6.6.1 Was es noch so alles gibt

Tiefer einsteigen in den Lernstoff

’ Die Rechnung zur Orientierungspolarisation mag einem kompliziert vorkommen, ist aber ganz interessant. Was man
lernen kann, wenn man sich den Rechengang mal hier anschaut, ist:

1. Die Energie einer elektrischen Dipols im elektrischen Feld zu berechnen, und die resultierenden Werte als
Systemzusténde aufzufassen.

2. Die freie Energie dieses Systems zu minimieren, und zwar einfach durch Verwendung der
Boltzmannverteilung.

3. Die resultierende Gleichung in Kugelkoordinaten zu formulieren, und tber die Verteilung der Dipolmoment zu
mitteln.

4. Ein nicht ganz einfaches Integral zu knacken.

5. Das Ergebnis im Hinblick auf die reale Welt zu bewerten.

6. Sinnvolle Naherungen zu machen.

’ Bei der dielektrischen Funktion waren wir ein bilichen schlampig mit Bezug auf saubere Trennung zwischen
Suszeptibiltat oder DK, mit oder ohne €, usw.

Dieser Link ist der Anfang einer etwas genaueren Abhandlung inkl. mehr zur Mathematik der komplexen Zahlen.

Spezielle Dielektrika

’ Spezielle Dielektrika und Phanomene, die man zumindest dem Namen nach kennen sollte, sind hier kurz aufgelistet.
Die Links fuhren auf weiterfihrende Module.

’ 1. Piezoelektrische Materialien

Das Prinzip ist einfach: Mechanische Dehnung erzeugt elektrische Polarisation. In anderen Worten: Man driickt
drauf und erhalt eine Spannung.

Piezoelektrizitat funktioniert auch rickwarts. Man legt eine Spannung an und erhélt eine mechanische Dehnung.
Die Anwendungen der Piezoelektrizitat wachsen seit einigen Jahre sehr schnell: Schwingquarze, Ultraschall,

Mikrophone, Filter, Sensoren und seit einigen Jahren (Start um 2000) ein Milliardenmarkt fur die Steuerung der
Brennstoffeinspritzung in allen modernen Motoren.

’ 2. Ferroelektrische Materialien

Ferroelektrische Materialien haben nichts mit "Ferro" = Eisen (Fe) zu tun; der Namen soll nur die Analogie zu den
ferromagnetischen Materialien zeigen. Beiden ist gemeinsam, dass eine starke Wechselwirkung eine Ordnung
atomarer Dipolmomente - elektrisch oder magnetisch - erzwingt.

Damit ware eine sehr starke elektrische (oder magnetische) Polarisation zu erwarten. Die ist auch immer da, aber
oft nach auf3en nicht wahrnehmbar, da sich im Inneren des Materials Doméanen bilden, deren jeweilige
Polarisationen sich nach auf3en aufheben.

Ferroelektrische Materialien sind wichtig in der Elektrotechnik; ihre grof3e Zeit wird aber wohl erst noch kommen.
’ 3. Elektrete sind ferroelektrische Materialien mit fester Polarisation - das Gegenstiick zu Permanentmagneten.
Milliarden von Billigmikrofonen basieren auf Elektreten.

’ 4. Pyroelektrizitat

Polarisation wird durch einen plétzlichen Temperatursprung erzeugt. Interessant, aber es gibt derzeit kaum
Anwendungen
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6.7 Zusammenfassungen zu Kapitel 6

6.7.1 Merkpunkte zu Kapitel 6 "Dielektrika und Optik"

’ Spannung und Strom sind aus Materialsicht bedeutungslos, was
zahlt ist Feldstarke E und Stromdichte j.

In Dielektrika=Isolatoren fallt die Spannung ab. Das
Dielektrikum wird durch das elektrische Feld polarisiert.

Dielektrika werden gebraucht fir.

* Generelle Isolierung - von nm dicken "Gateoxiden" in IC's
zu cm dicken Hochspannungsisolatoren.

» Kondensatoren - nicht nur als Bauelemetne sodern auch
in unerwiinschten parasitaren Kapazitaten.

e Kritischer Teil von MOS Transistoren .

e Warmen mit Mikrowellen

* Als Piezomaterialien und Elektrete fir viele Anwenungen.

* Als optische Materialien ("Linse" bis Glasfaser und
Laser).

Der Brechungsindex n als bestimmende Kenngrdl3e der Optik ist
direkt mit der (relativen) Dielektrizitatskonstanten €, verknupft.

Der DC-Wert der Dielektrizitats"konstanten” fir Wasser ist
€ r(H20) = 80; der Brechungsindex von Wasser ist

n(H20) = 1,3. Der gro3tmogliche Brechungsindex liegt um
Vmax = 2,4 (Diamant).

> € r=€r(W).

Die Dielektrizitats"konstante" ist frequenzabhangig und wird
tendenziell mit wachsender Frequenz kleiner.

’ Es sind drei Fragen zu beantworten
Nicht einfach.

Aber machbar.

’ In Bezug auf elektrischen Durchbruch gilt der 1. Hauptsatz der
Materialwisseschaft!

Es gibt einige feldstarkeabhangige Mechanismen, die sofort
oder im Laufe der Zeit zum Durchbruch fuhren kdnnen:

* Thermischer Durchschlag.

e Lawinendurchbruch.

* Lokale Entladungen.

* Elektrolytischer Durchschlag

Die maximale Durchbruchfeldstarke (in sehr dinnem (d < 10
nm) und sehr perfektem (amorphem) SiO») liegt bei ca. 15 MV/
cm.

"Normale" Materialien halten deutlich weniger aus.
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1. Was bestmmt die kritische
Feldstarke Ekrit eines
Dielektrikums?

n

Was bestimmt €, die "DK"

3. Warum und wie ist die DK
frequenzabhangig?

Material

Ol

Glas,
Keramiken
(Porzellan)

Glimmer
(fraher viel
verwendet)

Olpapier
Polymere

SiO2 inICs

Durchbruchfeldstarke
[kV/cm]

200

200...400

200...700

1800

50...900

> 10 000




’ Ideale Dielektrika sind perfekte Isolatoren charakterisiert
durch ihre DK € oder durch die Suszeptibilitat X Sinnvolles
Materialgesetz

|o

= EO'X'E

Die DK oder die Suszeptibilitat eines Dielektrikums folgt sinnvolle neue dielektrische

aus seiner Polarisation. Materialkonstante X = Suszeptibiltat

Die Beziehung zwischen Feld E und Polarisation P ist Alte
aus Materialsicht sinnvoller als die Beziehung zwischen Materialkonstante €= x+1
Feld und Verschiebungsdichte D (DK oder r

Permittivitat)

Umrechnungen sind einfach > Beziehung

DeP

’ Reale Dielektrika haben eine endliche Leifahigkeit

Das laRdt sich am einfachsten wie gezeigt beschreiben.
Der insgesamt flieBende Wechselstrom wird durch eine
komplexe dielektrische Funktion €(w) erfal3t =

Der Realteil €' beschreibt den um 90°

Igo

Togo
phasenverschobenen Teil der Stromdichte j(w) und der

Imaginarteil — € " den Teil, der in Phase flief3t.

Damit sind Wirk- und Blindleistung proportional zu €" ) )

bzw. €. jw) = w-€"-Ew) +i-w-€-EWw)

Dies gilt unabhangig davon von welchem Effekt der
Imaginarteil resultiert.

’ Ein externes elektrisches Feld wird in einem Dielektrikum
immer Dipole induzieren und zusatzlich die eventuell —
vorhandenen Dipole verandern.

o—®
Die Polarisation eines Dielektrikum ist die Vektorsumme u=0q-& ‘z_, ‘
der enthaltene Dipolmomente per Volumen b ]

-4 +q

’ Ein Dipolmoment ist definiert wie gezeigt >

’ Viele Materialien enthalten Dipomomente (z. B. lonenkristalle
Oxide, Wasser, ...) andere (Edelgas, dielektrische
Elementkristalle) sind neutral

Im ersten Fall addieren sich die vorhandenen Moment
ohne Feld i.d.R. zu P=0 C/cm? ; mit Feld wird die 4 ; \
Ausrichtung so geéndert, dass P # 0 C/cm? resultiert. & S& Kein Dipaimoment

’ Es gibt neben der mathematisch schwer greifbaren
Grenzflachenpolarisation drei wesentliche

Polarisationsmechanismen.
1. Atom- oder

Elektronenpolarisation
lonenpolarisation
Orientierungspolarisation

Im 1. Fall wird die durch das Feld die Elektronenhdiille relativ
zum Atomkern verschoben und dadurch ein Dipolmoment
induziert. 3.

n

» Sehr schwacher Effekt bei kugelfdrmigen Atomen
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(Beispiel Edelgase; auch als Kristall); €,=1,00...
» Starker Effekt bei gerichteten kovalenten Bindungen
(Beispiel typische Halbleiter Si, Ge, GaAs, ...);

€r=10 - 20.

Die lonenpolarisation ist in allen lonenkristallen und polaren -
Bindungen (Oxide, Keramiken) vorhanden. Mittel bis sehr stark. &
Orientierungspolarisation kommt nur bei Flissigkeiten vor, da

die (Molekul-)Dipole sich drehen kénnen missen. Recht stark:

€(H20)=80.

’ In allen Féllen ist die Polarisation proportional zum Feld.

Damit ist die Grundgleichung "bewiesen"; die Suszeptibitat x

kann berechnet werden.

’ Frequenzabhangigkeit der Polarsation. Uns
interssieren Frequenzen bis in Ultraviolette - d. h.
jenseits 1015 Hz

Die Grundbeziehung ist =

Wie Eingang und Ausgang aussieht, h&ngt von
der Frequenz ab.

Bei optischen Frequenzen wird man z. B. Licht
durch eine Linse schicken, bei RF reicht es,
einen Kondensator zu vermessen.

’ Es gibt nur zwei grundlegende Mechanismen, die
die Frequenzabhéangigkeit der DK bestimmen:

Elektronenpolarisation und ionische Polarisation
zeigen Resonanz, die Orientierungspolarisation
zeigt Relaxation.

’ Resonanz erhélt man beim getriebenen gedampften
Schwinger.

Die Lésungen kann man als Amplitude und
Phase oder als Real- und Imaginarteil einer
komplexen Amplitude darstellen.

Die Amplitude bestimmt das elektrische
Dipolmoment, da in beiden
Resonanzmechanismen die Ladungen
gegeneinander schwingen.

’ Die Losungen der Differentialgleichung kann man fur
Amplitude und Phase angeben (unten) oder fur Real-
und Imaginarteil (rechts). Wir nehmen naturlich die
komplexe Variante!

X4 -
AmpRindc . Abnehmende

|\ Damphung

i @ log @

Phase bgo

Damit ist der Verlauf der komplexen DK im
Bereich der Resonanzen grundsatzlich
skizziert.

T

Mit Feld

'
™ v

f 4— OnneF

. 4
v ¥
a4
AV

|o
1

€0 -

Eout = € (W) -Ejn

1. Resonanz
2. Relaxation

d?x d x
m-— + mkr- — + kg-Xx
dt2 dt

= (- Eg- cos(wt)

b
Realteil .
Abnehmende
Démpfung

log®

Imaginirteil ¥

oy loge
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’ In allen Materialien muss die Resonanz stets stark
gedampft sein, da die die Energie eines heftig
schwingenden Dipols sofort auf Nachbarn dissipiert

wird.

’ Die Resonanzfrequenz wg ist gegeben durch =

In der Federkonstante der ionischen
Polarisation steckt der E-Modul. Es schwingen
"schwere" Atome, und wir wissen schon, dass
wo ~ 1013

wo

kg \1/2

Bei der Atom- oder Elektronenpolarisation
schwingen leichte Elektronen, daher

wo ~ 1015

d.h. die Resonanz liegt im optischen Bereich.

J' Die Relaxation, d.h. allmahliche Riickkehr aus dem

etwas orientierten Zustand nach Abschalten des
Felds in den véllig ungeordneten Zustand, wird
beschrieben durch =

Aus der Grundgleichung in der Zeit

folgt durch Fourier-Transformation die
Grundgleichung in der Frequenz.
Der Graph dazu sieht so aus =

Der Wert der typischen
Relaxationszeitkonstanten Tliegt im Bereich 1/T
~ 10 GHz

Insbesondere der Imaginarteil erklart die
Funktionsweise der "Mikrowelle "

t
Pt) = Po-exp(-—)
T

’ Optik und Dielektrika. Licht fallt auf ein (dielektrisches) Material

"Input" GréRen sind die Frequenz (GréRenordnung 5 - 1014 Hz),

die Intensitat lg, der Einfallswinkel und die Polarisationsebene .
Alles was passieren kann ist:

1.

2.
3.

Brechung , d. h. Eindringen in das Material mit Intensitat
Im unter dem Winkel B

Reflexion mit Intensitat R=lg — Ij.

Absorption mit Ipm(2)= Im(z=0) - exp(—az); 1/aist die
Absorptionslange

’ Die dielektrische Funktion des Materials enthélt die die gesamte
notwendige Information

Dazu fuhrt man einen komplexen Brechungsindex ein =

Im Realteil n steckt die Information zu den Punkten 1 und 2.

Im Imaginarteil k steckt die Information tber die Absorption.
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’ Optik ist damit zurtickgefiihrt auf die Polarisation von Dielektrika bei
hohen Frequenzen.

’ = In der (komplexen) dielektrischen Funktion eines Materials
stecken alle elektrischen und optischen Eigenschaften des
Materials.
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6.7.2 Was man wissen muss

’ Wir kennen die Begriffe "Feldstarke" und "Stromdichte"; aulRerdem haben wir ein Geflhl fur die GrélRenordnung der
Hochstwerte und Klarheit dariiber, dass ein Dielektrikum nur Feldstarke "spirt", nicht Spannung. Wir wissen, was €
(oder "DK") bedeutet, zumindest in einem Plattenkondensator.

’ Wir kennen die Bedeutung der Dielektrika — von Isolierungen Giber Kondensatoren bis zur Optik. Dazu gehort die
Grundgleichung fiir den Brechungsindex n2 = €.

Als Besonderheiten kennen wir noch den Zusammenhang zwischen Dielektrika und der die "Mikrowelle " sowie
Spezialtaten wie piezoelektrische Materialien.

’ Wir kennen die grunséatzlichen Antworten zu den drei Hauptfragen:

1. Wie grof3 ist die Durchschlagsfestigkeit und durch was wird sie bestimmt? = (0,1 ... 10) MV/cm. Es gibt
mehrere Mechanismen, z.B. Lawinendurchbruch.

2. Was bestimmt € (? > Polarisationsmechanismen : Grenzflachen-, Orientierungs-, lonen- und
Elektronenpolarisation (letztere = Atompolarisation).

3. Was bestimmt die Frequenzabhéangigkeit von €r(w)? = Resonanz oder Relaxation.

’ Wir kennen und verstehen die Grundgleichungen:

Elektrisches Dipolmoment

n

(€ ist der Abstands- 0—®
vektor von der _ A 4
negativen zur u=9-% PE

positiven Ladung; P
in der Skizze a4 *q
rechts ist [€]| gezeigt)

Polarisation des Materials P=— = <> Nvy

Sinnvolles
Materialgesetz

Sinnvolle neue

Materialkonstante X = dielektrische Suszeptibiltat

Alte e = x+1
Materialkonstante r =X
Beziehung D e P D=¢€g-E+P

Wir wissen, welche Materialien intrinsische elektrische Dipole haben und welche nicht. Wir kdnnen das z. B. fur
Wasser und NaCl auch skizzieren — inkl. der Polarisation mit und ohne Feld.

’ Das Ersatzschaltbild eines idealen und realen Dielektrikum (fiir DC oder kleine Frequenzen) ist bekannt, wir kénnen den
(Verschiebungs-)Strom hinschreiben und begriinden, warum das auf eine komplexe DK € = €' — i€ " fihrt.

Wir verstehen insbesondere, warum der Imaginarteil —€ " die Wirkleistung beschreibt und damit die dielektrischen
Verluste.

’ Soweit die drei Hauptmechanismen der Polaristion betroffen sind, wissen wir:

Bei der Atom- bzw. Elektronenpolarisation verschiebt das elektrische Feld die Ladungsschwerpunkte der
Elektronenhdiille relativ zum Atomkern. Der Effekt ist sehr schwach fiir Kugelsymmetrie (z. B. Edelgasatome; € = 1),
aber stark fur gerichtete Bindungen (z. B. Si und andere Halbleiter: € ~ 10 . . . 20).

Bei der Orientierungspolarisation drehen sich vorhandene Dipole etwas in Feldrichtung; damit kann sie nur bei
Flussigkeiten autreten. Orientierungspolarisation verursacht € = 80 bei Wasser (und steckt hinter dem Wirkprinzip
der "Mikrowelle™).

Bei der lonenpolarisation werden die vorhandenen Dipole in polaren Kristallen abwechselnd etwas kleiner oder
groRer, der Nettoeffekt verursacht die DK.
’ Die Frequenzabhéngigkeit der DK resultiert aus der Tatsache, dass bei jedem Polarisationsmechanismus Massen
bewegt werden muissen, um Polarisation zu erzeugen, und das geht nicht beliebig schnell.
Wir kennen die 2 relevanten Mechanismem: Resonanz und Relaxation. Wir kénnen sie den drei
Polarisationsmechanismen zuordnen
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’ Wir kdnnen die komplette Bewegungsgleichung fiir Resonanz hinschreiben und diskutieren. Wir kennen insbesondere
die Formel fur die Resonanzfrequenz wo (ohne Dampfung):

d2x dx
m-— + kr-m-— + kp-Xx = q-Ep-cos(wt)
dt2 dt
kg \1/2
wo = | —
m

Wir wissen insbesondere auch, dass die Federkonstante k g direkt mit dem Elastiztitditsmodul Y (oder E) verkniipft
ist (k Feg = E - ro mit rg = Bindungsabstand oder ungeféahr "Gitterkonstante" a) und damit dielektrische
Eigenschaften mit mechanischen verknupft sind.

Damit wissen wir, dass Resonanz bei der ionischen Polarisation um 1013 Hz auftritt; bei der Elektronenpolarisation
liegt sie um 101° Hz, also im optischen Teil des Spektrums.

Wir wssen, warum die resonanten Mechanismen in Kristallen stark gedampft sind, und wir kénnen das Prinzipbild
fur die komplexe Amplitude nach Real- und Imaginarteil getrennt skizzieren:

XA

Abnehmende
Démpfung

»
log@

X”‘

»
P lega

’ Der Mechanismus der Relaxation gehért zur Orientierungspolarisation. Nach Abschalten des elektrischen Felds haben
die etwas ins Feld orientierten Dipole zu viel freie Energie (da zu wenig Entropie); wir beobachten das generelle
Verhalten des Zerfalls angeregter Zustande.

Wir wissen, wie das aussieht und wie die generelle Formel dazu lautet:

E&

P) = Po-exp (=) P4

Wir wissen, wie man von einer Zeitfunktion per Fouriertransformation zu einer Frequenzfunktion kommt; wir missen
aber nicht wissen, wie das exakt geht. Allerdings kennen wir das Ergebnis in graphischer Form:
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’ Damit kbnnen wir:

* den Real- und Imaginarteil der dielektrischen Funktion fur ein fiktives Material, in dem alle Mechanismen
vorliegen, qualitativ zeichen und die wichtigen Frequenzen in ungeféahren Zahlen den diversen Prozessen und
Polarisationsmechanismen zuordnen;

* begrunden, warum es so ein Material nicht geben kann;

» die Polarisationsmechanismen und ihre Frequenzabh&ngigkeit etwas detaillierter erlautern.

’ Soweit die Optik betroffen ist, wissen wir, wo sie in der ET&IT eine grof3e Role spielt: optische Kommunikation (Laser,
Glasfaser, Photodioden, ...), LEDs, Displays, Solarzellen, ...

Der Zusammenhang mit Dielektrika ergibt sich aus der schlichten Formel: (komplexer Brechungsindex)?2 =
dielektrische Funktion.

Wir kdnnen die grundsatzliche Fragestellung der Optik skizzieren und mit Real- und Imaginarteil des komplexen
Brechungsindex verbinden.

’ = In der (komplexen) dielektrischen Funktion eines Materials stecken alle elektrischen und optischen Eigenschaften
des Materials.

’ Falls wir wirklich gut sind, kénnen wir noch folgende Begriffe plus wichtige Anwendungen erlautern:

* Piezoelektrische Materialien.
* Ferroelektrische Materialien.
* Elektrete.

* Pyroelektrizitat.

Zahlen und Formeln

’ Unbedingt erforderlich:

Anmerkung: In der Regel reichen "Zehner"-Zahlen. Genauere Werte sind in Klammern gegeben.

Zahlen neu
GrolRRe Zehnerwert Besserer Wert
Durchschlagsfestigkeiten - (0,1...10) MVicm ~ 15 MeV/cm (Limit)
Emax
Maximale Stromdichten jmax ~ (103...10% A/lcm?
Einige Dielektrizitats- €r(H20) = 80
konstanten € €r(SiO2) = 3,7
€r(Halbleiter) ~ 10... 20
"Interessante" Frequenzen ~ 10 GHz: Relaxation H20O
~ 1013 Hz: Resonanz lonenpolarisation
~ 1015 Hz = "Optik": Resonanz
Elektronenpolarisation
Daten Licht:
Wellenlange ~ 1um 500 nm
Frequenz ~ 101 Hz 5.101 Hz
Energie ~ leV 2,5eV
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Grole

Avogadrokonstante

Bildungs- und Wanderungs-
energie Leerstelle

(ksT)RT

Typische Gitterkonstante a

GrofRe eines Atoms (Durchmesser)

Zahlen alt

Zehnerwert Besserer Wert
1024 mol—1 6 - 1023 mol-1
leVv ca.(0,5...5 eV

~ 1/40 eV = 0,025 eV

~ 1A=01nm 2A...5A

~ 1A=01nm 1A...3A

Photonenenergie (sichtbares) Licht ~ leVv (1,6...33) eV
Schwingungsfrequenz Atome . 1013Hz
im Kristall -
Formeln neu
GrolRe Formel
u=0q-&
2y
Dielektrische Grofien P=— = <> Ny
\%
€ = X+1
Schwingungsgleichung d2x dx
LFjirelsgonanfre en m-— +ke-m-= + kr-x =d-Eo-cos
z uenz
q dt? dt ug
K:)r_nplexc_er Brechungsindex M +ik2 = €—i-e"
n*= n+ik
Blindleistung Lg lg = w-€'-E?

Wirkleistung Ly

Lw = w-€"-E2
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Entropie S

Freie Energie G

Stirling-Formel

Dichte Teilchen bei E
(W(E):
Besetzungswahrscheinlichkeit)

Boltzmann-Naherung an
Fermiverteilung f(E)
fur E — Eg >> kgT

Boltzmannfaktor (Wahrscheinlichkeit
far E)

Boltzmannverteilung
(Eo: Grundzustandsenergie)

Leerstellenkonzentration
(Ev F: Bildungsenergie)

Sprungrate r atomarer Defekte
(EM: Wanderungsenergie)

Diffusionsstromdichte jpijff (Vektor!)

Diffusionslange L

Coulombpotential

Formeln alt

Si = kp-lInpj
G = U-TS
Inx! = x-Inx
n(E) = D(E) - w(E) - dE
E—-Er
f(E) ~ exp(- )
kT
exp[-E/(ksT)]
n(E) E—Eg
= exp(- )
n(Eo) ksT

cv = exp[-EvF/(kgT)]

r = vo - exp[-EM/(kg T)]

ipiff = -D Vn
L = (DT)”
e2
Ucoul =
4mMm-€q-r
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Beziehung Kraft F(r) — Potential U(r)

Mech. Spannung o, Dehnung €, E-
Modul E

Innere Energie pro Freiheitsgrad
(Gleichverteilungssatz; einzelnes
Teilchen)

Mittlere thermische Energie
eines klassischen Teilchens
(innere Energie; Def. der
Temperatur)

Thermische Energie
(GréRenordnung von UTeilchen)

E(r) = -VUu(r)
F
g =
A
(o) = lo
€ =
lo
do
E =
de

UFrreiheitsgrad = YokgT

UTeilchen = Yofkg T

(f: Anzahl der Freiheitsgrade)

kT
kgT)

Etherm
(UTeiIchen

u
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7. Magnetische Materialien

7.1 Magnetische Dipole und Arten des Magnetismus

7.1.1 Monopole, Dipole und Kreisstrome

7.1.2 Dia-, Para- und Ferromagnetismus

7.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.1. Magnetische Dipole und Arten des Magnetismus

7.2 Ferromagnetismus und magnetische Doméanen

7.2.1 Energieminimierung und Domanen

7.2.2 Magnetische Verluste

7.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.2 Ferromagnetismus und magnetische Doméanen

7.3 Technische Nutzunqg des Ferromagnetismus

7.3.1 Hart- und weichmagnetische Materialien

7.3.2 Anwendungen aufRer magnetische Speicher
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7. Magnetische Materialien

7.1 Magnetische Dipole und Arten des Magnetismus

7.1.1 Monopole, Dipole und Kreisstrome

’ Die Quellen des elektrischen Feldes sind Ladungen; gemessen in Coulomb. Ladungen sind letztlich Eigenschaften
unserer "Elementarteilchen”; sie kommen immer in ganzen Vielfachen der Elementarladung , d. h. von ze.
Von Ladungen, charakterisiert durch die Ladungsdichte p kommt man zum elektrischen Feld E Uber die
Grundgleichung der Elektrostatik, auch Poisson-Gleichung genannt:

€r- €0

’ Die Elektrotechnik wird das noch hinreichend tiben; wir gehen hier deshalb nicht ndher darauf ein, sondern fragen uns,
wo eigentlich das magnetische Feld herkommt?

Nicht von magnetischen "Ladungen”, d. h. isolierten "Siid"- oder "Nordpolen” bzw. besser ausgedruckt: von
magnetischen Monopolen. Die gibt es ndmlich (noch) nicht — trotz intensiver (und sehr teurer) Suche der
Elementarteilchenphysiker.

Warum es keine magnetischen Monopole zu geben scheint, ist eine Schllisselfrage der Physik. Es gibt ndmlich
keinen guten Grund fur diese experimentell gefundene Tatsache — soweit wir wissen, verbietet kein Naturgesetz ihre
Existenz.

’ Sei's drum. Wir suchen dann eben nach magnetischen Dipolen. Die gibt's bekanntlich, da wir Magneten mit Nord- und
Sudpol haben.

Allerdings kann der magnetische Dipol nicht wie der elektrische Dipol aus zwei magnetischen Monopolen bestehen,
die irgendwie in einem festen Abstand angeordnet sind.

Wie kann man dann einen magnetischen Dipol "machen”? Durch einen im Kreis flieRenden Strom, d.h. durch im
Kreis (oder in jeder geschlossenen Kurve) herumlaufendende elektrischen Ladungen! (Fur einen elektrischen Dipol
geht die Analogie wiederum nicht.)

Das ist in der Skizze unten symbolisch-bildlich dargestellt.

Sl N \
Sets Nevsl

(3
7
%

Monopole, Dipole aus Monopolen und aus Kreis"stromen".
Was es gibt und was es nicht gibt.

’ Wir definieren jetzt ein magnetisches Dipolmoment m als das Resultat eines im "Kreis" flieRenden Stromes | mit der
umflossenen Flache A:

Im| =1-A

Das magnetische Dipolmoment ist ein Vektor (senkrecht zur Flache) und hat die Einheit [m] = Am2. Diese
Definition hat den Vorteil, dal3 damit viele Formeln besonders einfach werden. Sie gilt auch fir sehr kleine Strome
und Fléachen.
’ Gibt es so eine Art kleinstes m , so eine Art Dipol-Gegenstiick zur Elementarladung? Klar - wir miissen nur den Strom
und die Flache so klein als mdglich machen.
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Den kleinstméglichen Strom bekommen wir, wenn nur ein einziges Elektron auf einer Kreisbahn lauft. Den
kleinstmdglichen Radius der gedachten Kreisbahn ist der kleinstmégliche Radius im z. B. Bohrschen Atommodell.
Der kleinstmdégliche Radius ist wiederum bestimmt durch die von Bohr eingefuihrte Drehimpulsquantelung; der
kleinstmégliche Drehimpuls (L = It) gibt die notwendigen Daten.

Zeit fur die erste schnelle Ubung:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 7.1

’ Was wir ziemlich einfach erhalten (mit m*e = Masse des Elektrons (der Stern * stellt sicher, daf? wir dieses m nicht mit
dem magnetischem Moment verwechseln), h = Planksches Wirkumsguantum, e = Elementarladung) ist die
"elementare magnetische Einheit", das "Bohrsche Magneton ":

MBohr = ——— = 9.27 - 10724 Am?
41 - m*e

Haben wir damit die Ursache der magnetischen Eigenschaften der Materialien? Kommen magnetische Dipole letztlich
von den Elektronen, die irgendwie um den Atomkern eiern?
Sorry. In der Regel eher nicht — und das liegt nicht daran, daf’ das Bohrsche Modell zu einfach ist (auch in der
korrekten Quantentheorie haben die "eiernden” Elektronen magnetische Momente), sondern weil sich diese
"Bahnmomente " fast immer gegenseitig aufheben.

Wir merken uns deshalb:

Die magnetischen Momente der Atome kommen
uberwiegend
vom Spin der Elektronen

Oder noch einfacher: Zu den elementaren Eigenschaften der Elektronen gehdrt, daf? sie aul3er einer Masse, einer
negativen Elementarladung und einem halbzahligen (+%) Spin auch ein magnetisches Dipolmoment haben.

’ Das (unzerstoérbare und unabénderbare) magnetische Moment eines Elektrons ist

me€ = +mpgohr

Das Vorzeichen ist wie beim Spin, daher die Kopplung mit dem Spin. Zwei Elektronen mit entgegengesetzem Spin
haben deshalb in Summe auch kein magnetisches Moment mehr.

’ Nochmal: Die magnetischen Momente der Atome und Festkdrper kommen weitaus Giberwiegend von den magnetischen
Momenten der Elektronen oder, wie man sagt, vom Spin. Soweit moglich werden die Elektronenzustande der Atome
aber so besetzt sein, daf sich alle magnetischen Momente — Bahnmomente und Spinmomente — kompensieren.

Das l&Rt uns zwei grundsatzlichen Mdglichkeiten:

1. Atome mit geradzahliger Ordnungszahl z kénnen immer die magnetischen Momente kompensieren und
haben deshalb kein magnetisches Moment.
2. Atome mit ungeradzahliger Ordnungszahl z haben zwangsweise ein magnetisches Moment von mindesten 1
MBohr -
Damit sind eine Menge Atome "magnetisch". Und zwar nicht nur als einzelnes Atom, sondern meist auch noch in
einem Kristall oder in einem Molekdl, usw. AuBerdem missen wir bedenken, daf? in einem Festkdrper oft nicht
Atome vorliegen, sondern lonen — z. B. bei allen Metallen. Dann kann die Elektronenzahl ungeradzahlig sein, auch
wenn das Atom (wie z. B. Eisen) eine geradzahlige Ordnungszahl hat.
Wir wollen das aber gar nicht so genau wissen, denn fir die Elektrotechnik ist die Herkunft der magnetischen
Momente nicht so wichtig, nur das Ergebnis.

’ Wichtig ist nur noch:
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Die magnetischen Momente der Atome kdnnen
sich
in beliebige Richtungen anordnen oder beliebig
drehen,
ohne dald sich die atomare Anordnung andern
muf3!

Bei den elektrischen Dipolmomenten ging das nicht. Nur in Flissigkeiten, in denen sich das ganze Molekil drehen
kann, konnte die elektrische Orientierungspolarisation auftreten. Fiir magnetische Momente geht das auch in
Festkorpern!

’ Damit haben wir jetzt eine der elektrischen Polarisation analoge Situation:

1. Hat das Material keine magnetischen Dipole, wird das externe magnetische Feld H welche induzieren.
Solche Materialien nennen wir Diamagnete .

2. Hat das Material magnetischen Dipole (mit statistisch verteilten Richtungen), wird das externe magnetische
Feld H diese Dipole mehr oder weniger stark ausrichten. Solche Materialien nennen wir Paramagnete.

3. Hat das Material magnetischen Dipole und noch eine starke (immer quantenmechanische) Wechselwirkung
zwischen diesen Dipolen, werden sich die magnetischen Momente von selbst ordnen; z. B. stehen alle
parallel. Solche Materialien nennen wir je nach Art der Ordnung Ferromagnete, Ferrimagnete oder
Antiferromagnete.

??? Nr. 3 ist neu, das hatten wir bei elektrischen Dipolen nicht. Aber nur deshalb nicht, weil die Zeit knapp ist. Es
gibt sehr wohl auch ferroelektrische Materialien, bei denen sich elektrische Dipole von selbst ausrichten.

’ Im Grunde interessieren uns bei magnetischen Materialien nur die "Ferro"-Abarten. Im nachsten Modul schauen wir uns
das Ganze aber erstmal noch etwas genauer an.

’ Hier sind alle schnellen Fragen zu diesem Unterkapitel:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 7.1.1
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7.1.2 Dia-, Para- und Ferromagnetismus

Feld, Flu3, Permeabilitdt und magnetische Suszeptibilitat

’ Im grof3en und ganzen sind die magnetischen Begriffe analog zu den elektrischen; wir kdnnen uns also kurz fassen.
’ Da man sie nicht grundsatzlich als eine Konsequenz magnetischer Ladungen definieren kann, haben wir zunéchst eine
empirisch definierte magnetische Feldstarke H .

Zur Erzeugung des Magnetfeldes jagen wir den Strom der Starke | durch eine Spule der Lange s mit Zahl der
Windungen=n. Im Inneren der Spule gilt dann:

Das ist zwar keine sehr befriedigende Definition, aber was soll's. Die Einheit von H ist damit: [H]=1 A/m

’ Im Vakuum gilt fur die Beziehung zwischen Magnetfeld H und der magnetischen FluRdichte (kurz: magnetischer
Flu®) oder der magnetischen Induktion B, dem Analogon der Verschiebungsdichte D:

B:uo'H

Dabei ist g o=magnetische Permeabilitat des Vakuums=41 - 10~/ Vs/Am=1,26 - 106 Vs/Am.

Die Einheit von B ist: [B]=1 Vs/mZ2. Dabei ist 1 Vs/m?2=1 Tesla

103/4T A/m waren frither bei der Feldstarke 1 Oersted. 1 heutiges Tesla waren mal bei der FluRdichte 104 Gauss
im alten (und in manchen Aspekten besseren) System.

Warum man den berihmten Mathematiker und Wissenschaftler Gauss dem Abenteurer und Wirrkopf Tesla geopfert
hat, l1af3t sich nur politisch, also unlogisch erklaren.

’ In Anwesenheit eines Materials (in der gedanklichen Spule) erhalten wir

B:uo.ur.H

Dabei ist 4y =relative Permeabilitat des Materials — in vollstdndiger Analogie zur elektrischen Flu3dichte und der
Dielektrizitatskonstante. Auch py ist eine dimensionslose Zahl.

’ Wir teilen den Flufl3 wiederum in den externen Fluf3 im Vakuum plus den Anteil des Materials und schreiben

B= Mo-H+ J

J ist dann offenbar die magnetische Polarisation in kompletter Analogie zum dielektrischen Fall. (Und das gilt,
wie wir noch sehen werden, weitestgehend auch fir die ihr zugrundeliegende Physik.)

’ Im Magnetismus macht man sich das Leben schreib- und rechentechnisch noch einfacher durch Einfihrung der
Magnetisierung M wie folgt:

J
M= —
Ho
B = lo-(H+M)

’ Damit haben wir wiederum als (vermutetes) Materialgesetz

M = (ur—1)-H

M = Xmag-H
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’ Die Berechnung der magnetischen Suszeptibilitdt Xmag =(ur — 1) wird damit zur vordringlichen

materialwissenschaftlichen Aufgabe.

Da wir die magnetischen Polarisierungsmechanismen schon (oberflachlich) angeschaut haben, geht das ganz

schnell.

Dia-, Para- und Ferromagnetismus

Zunachst die Schlisselfrage: Nenne ein elektro- oder informationstechnisches Produkt, bei dem es darauf ankommt,

daf ein (nicht-ferromagnetisches) Material dia- oder paramagnetisch ist.
Richtig! Es kommt nicht darauf an. Also machen wir es kurz:

’ Zuerst die diamagnetischen Materialien:

Diamagnetische Materialien

Magnetisches Nein

Moment

Reaktion auf Magnetische Momente -Or-Or —Or Or

externes Feld werden induziert (durch 'O":'O’:'O’:‘O’
kleine Stérungen des LO> -0 -O-»—O»C
"Umlaufs" der Elektronen).  |-@» -@» -O» -O»
Die induzierten magn. «— H
'I\:Aﬂ:jnec;'ti schwac:e:zln das Die schwarzen Pfeile sind

eld, d. . Xmag : ganz kurz!

Keine
Temperaturabhangigkeit.

Wert von Ly Mr <=1. Aber:
Sehr kleiner Effekt in pr=0

in Supraleitern
(idealer Diamagnet)

regularen Materialien

Alle Elemente mit gefillten
Orbitalen (immer gerade
Ordnungszahl)

Alle Edelgase und z. B.
Hz, Cu, H20, NaCl, Bi, ...
Alkalimetall- oder
Halogenionen

Typische Materialien

Jetzt schauen wir auf Materialien, bei denen mindesten eine der beteiligten Atomsorten ein magnetisches Moment mit
sich herumschleppt. Wir unterscheiden zwei Grenzfélle:
1. Starke interne Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten. Das bedeutet im Klartext: Die Energie
(oder das Potential) der Wechselwirkung ist deutlich gréRRer als kgT, die thermische Energie. Dann erhalten wir
Ferromagnetismus.
2. Keine Wechselwirkung oder zumindest Wechselwirkungsenergie < kgT. In diesem Fall haben wir
paramagnetische Materialien.
’ Der erste Fall wird dann oberhalb einer Grenztemperatur, genannt Curietemperatur T, automatisch in den 2. Fall
Ubergehen.
Eine schematische Klassifizierung sieht so aus:

Paramagnetische und ferromagnetische Materialien

Magnetisches Ja

Moment

Interne Stark (>> kgT) Schwach (<< kgT) =
Wechselwirkung = Ferromagnet Paramagnet
Geordnete Bereiche Ja Nein

Es gibt viele Moglichkeiten
der Ordnung; im Bild unten
sind einige gezeigt.
Wichtig sind

LRk
LPmd
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* Ferromagnete
(meist Leiter)
* Ferrimagnete (meist

Ein paramagnetisches
Material:
Ungeordnete magnetische

. Isolatoren) Struktur, Momente
Sie haben grofie lokale fluktuieren zeitlich.
Nettomomente Im Mittelwert tiber Zeit und
Ort kein Nettomoment
Reaktion auf Grol3es magnetisches Kleiner Nettoeffekt in
externes Feld Moment in Feldrichtung bei  Feldrichtung;
Ferro- und Mechanismus vollstandig
Ferrimagnetismus analog zur
Orientierungspolarisation
der Dielektrika.
Wert von py M >>1 Mr =~ 1
fir Ferromagnete
Mr>1
fur Ferrimagnete
Hr =1
for Anti-Ferromagnete
T-Abhangigkeit Paramagnetisch oberhalb Nur schwache T-
Curie-Temperatur Abhéangigkeit.
Typische Materialien Ferro: Mn, Al, Pt, Oz (Gas und
(mit Tg) Fe (770 °C), Co (1121 °C), flussig), ...
Ni (358 °C), Gd (16 °C)
Ferri:

"AINiCo", CosSm ,
Co017Sm>2 , "NdFeB"
Fe304, ...

Anti-Ferro:

Cr (308°C), MnO (116 °C
), NiO (525 °C), ...

Mutter Natur 1&3t sich bei Ordnungen einiges einfallen. Im Bild unten sind schematisch nur die drei wichtigsten gezeigt
—und, zum Spalf3, noch die "frustrierte Struktur" bei Antiferromagneten in z. B. einem bcc-Kristall (die "frustrierten”
Momente, die es nicht allen Nachbarn recht machen kénnen, sind rot gezeichnet).

Es gibt noch viel mehr (und viel kompliziertere) Ordnungsstrukturen, mit denen sich durchgeknallte Physiker und
Materialwissenschaftler amusieren. Die meisten haben aber wie die Anti-Ferromagnete kein Nettomoment und sind
deshalb (noch) technisch unwichtig.
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’ Wir missen uns merken:
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* Die einzigen bei sinnvollen Temperaturen ferromagnetischen Elemente sind Fe, Co und Ni. (Mn héatte es fast

"geschafft", es reichte aber nicht ganz.)
e Crist das paradigmatische antiferromagnetische Element. Damit ist es zwar als Element magnetisch
"nutzlos”, aber es hat immerhin eine starke Wechselwirkung zwischen seinen Dipolen. Kein Wunder also,

dal? man es in magnetischen Legierungen findet.
* Es gibt viele und oft exotisch anmutende magnetische Legierungen und Verbindungen — z. B. die extrem
starken Dauermagnete NdoFe14Bor Sm2Co 17. Hier handelt es sich dann um technisch sehr wichtige
Werkstoffe der ET&IT-Technik!
’ Viel mehr wollen wir Uber die Grundlagen gar nicht wissen. Wir schauen uns jetzt nur noch einige wichtige
Eigenschaften der Ferromagnete an.

¥ Jetzt noch die schellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 7.1.2
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7.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.1. Magnetische Dipole und Arten des Magnetismus

’ Es gibt keine elementaren magnetische Monopole — wohl
aber elementare magnetische Dipole:

me

= T MBohr

1. Ein magnetisches Bahnmoment mgahn , das aus
dem "Strom" der Elektronen resultiert, die "im Kreis"
um einen Atomkern "flieRen".

2. Ein magnetisches Spinmoment, d. h. ein mit dem

mAtom = 3 mBohr

Spin der Elektronen gekoppeltes magnetisches
Moment, das die Elektronen schlicht "haben".

Beide sind +1 Bohrsches Magneton grof3.

’ Das magnetische Moment eines Atoms kommt von der

Uberlagerung der Bahn- und Spinmomente und tendiert
dazu, so klein wie mdglich zu sein.

Damit hat aber die Halfte der Atome (alle mit
ungeradzahligem z) mindestens ein m gohr-.

Wichtig: Magnetische Momente der Atome kdnnen in jede

Richtung zeigen und diese Richtung auch &ndern, ohne
dal3 das im Kristall fest gebundene Atom sich drehen
muss!

Bei elektrischen Dipolmomenten im Kristall geht das

nicht! (Das geht nur bei Flissigkeiten.)

Im magnetischen Feld gibt es zwei grundlegende
Materialeffekte:

In Atomen / Kristallen ohne magnetisches Moment der
Atome werden durch ein magnetisches H-Feld welche

induziert (Analogon bei Dielektrika:
Elektronenpolarisation).

In Atomen / Kristallen mit magnetischem Moment der

Atome werden diese Momente im H-Feld etwas
ausgerichtet

Interessant sind nur ferromagnetische Materialien, bei

denen zwischen den magnetischen Momenten der Atome

eine so starke Wechselwirkung besteht, dass eine

Ordnung in den sonst statistisch verteilten Richtungen der

magnetischen Momente auftritt.

In den technisch sehr wichtigen ferromagnetischen
Materialien (Fe, Co, Ni) zeigen die magnetischen

Momente alle in dieselbe Richtung, der Nettoeffekt ist

einestarke Magnetisierung.

In den technisch (noch) unwichtigen anti-
ferromagnetischen Materialien (Cr) zeigen die
magnetischen Momente abwechselnd in

entgegegesetzte Richtung. Der Nettoeffekt ist keine

Magnetisierung

In den technisch sehr wichtigen ferrimagnetischen
Materialien bleibt trotz antiferromagnetischer
Grundstruktur eine Nettomagnetisierung, da die
antiparallelen Momente ungleich grof3 sind.=

’ Die formale Beschreibung folgt der Systematik bei den

Dielektrika.

Primére Materialparameter sind die magnetische
Polarisation J oder die Magnetisierung M sowie die
magnetische Suszeptibilitat Xmag -

Fur Ferromagnetika ist allerdings M nur fur kleine
Magnetfelder proportional zu H; die Angabe einer

konstanten magnetischen Suszeptibiltat ist also nur

bedingt sinnvoll.

Geradzahliges z

> mAtom = o

_ kleinst-
~ moglich

Ungeradzahliges z > mAtoM = (1, 2,3, ...) - mpohr
Srafee
Minimaler
Diamagnetische Effekt;
Materialien vollstandig
uninteressant
fur ET&IT,
Paramagnetische wird nicht
Materialien weiter
behandelt.
$o4 494
bod ¢ ¢y
$dé 90
Ferromagnetisch Ferrimagnetisch
¢ ¢ ¢ ?é@@?
d ¢ ¢ ¢¢@¢@
RN
Anti-Ferromagnetisch Frustriert
B = H-H+J=- (H+tM)
M= J/go = (Mr-1)-H=Xmag - H
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7.2 Ferromagnetismus und magnetische Doménen

7.2.1 Energieminimierung und Domanen
Freie Energie und magnetische Doménen

’ In einem ferromagnetischen Material zeigen nach bisheriger Erkenntnis alle magnetischen Moment in dieselbe
Richtung. Damit ware das Material ein sehr starker Dauermagnet.

Ein Stiick Eisen oder Nickel, das nur so rumliegt (d. h. sich halbwegs im thermodynamischen Gleichgewicht
befindet), ist aber in der Regel gar nicht aktiv "magnetisch", d. h. kein Dauermagnet. Es reagiert zwar passiv auf
Magnetfelder, die man irgendwie gemacht hat, hat aber selbst kein Magnetfeld um sich rum.

’ Wir mussen wir uns offenbar fragen: Warum tarnt sich ein ferromagnetisches Material wie Eisen und scheint nach
aul’en unmagnetisch zu sein? Und wie schafft es ein ferromagnetisches Material, mit hochgradiger Ordnung der
magnetischen Momente im Innern, nach aufRen vollig unmagnetisch zu erscheinen?

Das Warum ist einfach: Ein Stlick Eisen oder Nickel, das im thermodynamischen Gleichgewicht nur so rumliegt,
hat per definitionem seine freie Energie G minimiert. Offenbar gehort zu diesem Minimum zwar ein hoher Grad an
Ordnung bei den magnetischen Momenten, aber kein externes Magnetfeld.

Das kann man noch einfach verstehen: Ein Magnetfeld enhélt, wie jedes Feld, eine Menge potentielle Energie. Ein
schlaues magnetisches Material kann also den Energieterm U im Ausdruck G=U — TS deutlich kleiner machen,
wenn es sein externes Magnetfeld irgendwie "abschaltet”.

Fragt sich jetzt nur wie ? Die naheliegende Antwort, daf? die Ausrichtung der einzelnen magnetischen Momente
verlorengeht, ist fur Ferro- (etc.-) Magnetica falsch! Das wirde zwar die Unordnung und damit die Entropie S massiv
erhdhen, aber bei den paar ferromagnetischen Werkstoffen offenbar zuviel Energie U kosten. Deswegen gibt es nur
einige wenige magnetische Werkstoffe (bei fast allen gewinnt eben doch die Entropie), aber bei denen gehoért die
Ausrichtung der magnetischen Momente dann unabdingbar zum Gleichgewicht.

’ Die korrekte Antwort auf das "Wie" ist: Es werden Defekte in der ansonsten perfekten Ausrichtung eingefuhrt, mit denen
das Material dann so in magnetische Domaénen eingeteilt werden kann, dal3 die Energie des Magnetfelds (und noch
ein paar andere Energien) minimiert werden.

Diese magnetischen Doméanen sind auch unter der Bezeichnung Weiss'sche Bezirke bekannt (benannt nach dem
franzosischen Physiker Pierre-Ernest Weiss). Wir werden hier aber immer nur die Bezeichnung "Doméanen*”
verwendnen.

’ Das nachfolgende Bild macht das generelle Konzept klar.

Domaine Domainen-
/\ wiin de
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0000000 )
O 000 000K
0000000 %
O R X L
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4
Externes Kein extemnes
Feld Feld

Links ist ein Material mit perfekter Ausrichtung der magnetischen Dipole im gesamten Volumen gezeigt. Es wéare
ein starker Magnet mit einem entsprechenden gro3en magnetischen Feld im Aul3enraum.
Rechts sehen wir dasselbe Material, aber jetzt mit magnetischen Domanen. Die Feldlinien kénnen sich im
Inneren schliel3en; das externe Feld ist klein.
Ganz rechts ist es im Grunde dieselbe Anordnung, nur mit mehr Doméanen. Damit kénnte man das externe Restfeld
noch starker reduzieren.

’ Was wird's sein? Nun ja, oben haben wir behauptet, dal Defekte in der ansonsten perfekten Ausrichtung eingefiihrt

werden. Wo sind sie denn?

Klar — zwischen den Doméanen missen Domanenwa&nde sein, in denen sich die Magnetisierung von der einen zur
anderen Richtung andert. Es gibt davon zwei Sorten; wichtig ist vor allem die Blochwand. Die Néelwand spielt nur
bei diinnen Schichten eine Rolle

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 228



Blochwand Neélwand
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L : L

In Worten: Bei einer Blochwand dreht die Magnetisierungsrichtung aus der Ebene der M-Vektoren heraus, bei einer
Néelwand dreht sie in dieser Ebene.

Klar ist auch: Eine Domanenwand ist ein zweidimensionaler Defekt in der Orientierung magnetischen Momente und
besitzt deshalb Energie (eV/cm?2).

Mit mehr Domanen und damit gréleren Domanenwandflachen und damit gréRerer gesamter
Doméanenwandenergie kénnte der Kristall zwar sein externes Magnetfeld immer mehr veringern, aber er muss
auch den Preis in Form von Domanenwandenergie bezahlen. Bei irgendeiner Struktur gibt es ein Optimum — eben
das Minimum der freien Energie!

’ Wenn man dann noch beriicksichtigt, dal3 weitere Energiebeitrage auftauchen, kdnnen sehr komplexe
Domanenstrukturen resultieren, die wir nur sehr schwer berechnen kénnen. Die neben der Energie des externen Felds
wichtigsten Energiebeitrage sind:

"Leichte Richtung": Die Orientierung der Dipole in einem Kristall méchte immer in der "leichten Richtung" liegen
— z. B. <100> in Fe oder <111> in Ni. Kann sie das nicht, braucht's zusatzliche Energie. Damit wird die
Domanenstruktur in Polykristallen nicht ganz einfach sein kénnen.

In Richtung der Magnetisierung &ndert der Kristall im allgemeinen auch noch seine Dimensionen — er wird i.a.
kirzer, da die Bindung durch die magnetische Interaktion "verstarkt" wird. Magnetisierung verusacht also Dehnung,
und diesen Effekt nennt man Magnetostriktion. Damit kommt bei ausgerichteten Momenten auch eine elastische
Energie ins Spiel. Als wichtiger Effekt reagiert damit die Magnetisierung auf Verformung und "spurt" das
Verzerrungsfeld um Defekte. Magnetostriktion ist nicht nur wichtig zum Verstandnis der Doméneneigenschaften,
sondern auch in der Technik; wir gehen aber nicht weiter darauf ein.

Doménenstrukturen zu berechnen ist damit sehr schwer. Das Material selbst aber hat keine Probleme damit, alle

Beitrage zu berticksichtigen — es macht halt schlicht die Struktur mit der kleinsten freien Energie! Das sieht dann

beispielsweise so aus:

Oben links ist ein Ni-Einkristall gezeigt; die Magnetisierungsrichtungen sind eingezeichnet. Das ist nicht so
furchtbar verschieden von unserem Prinzipbildchen.

Das daneben ist "Trafoeisen”, d. h. Fe mit ca. 3 % Si (hauptsachlich zur Verringerung der Leitfahigkeit). Man
erkennt Kdrner des Polykristalls mit Doméanen, die einen "Spagat" machen zwischen Orientierung in eine leichte
Richtung und mdglichst kleinem Feld.

Unten links ist eine amorphe GdCo Legierung gezeigt. Leichte Richtungern kann's nicht geben, das
Domanenmuster ist recht hibsch.

Unten rechts zwei Kérner des Materials, aus dem die (derzeit) starksten Permanentmagnete gemacht werden:
"NdFeB" (Eisen-Neodym-Bor) oder genauer gesagt NdoFe14B. Sieht ziemlich komplex aus, ist aber nur ein
Ausdruck der Minimierung der freien Energie. Neodym (Nd) gehért zu den seltenen Erden im Periodensystem —
eine Materialgruppe, die derzeit (2011) haufiger in den Schlagzeilen der Medien zu finden ist, da China 95 % der
Weltproduktion kontrolliert und ohne seltene Erden die gesamte "High-Tech"-Produktion in Deutschland und
anderen filhrenden Staaten sofort komplett zusammenbricht.
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Magnetisierung mit Domanen

’ Was passiert jetzt, wenn wir an ein magnetisches Material mit einer Gleichgewichtsdoméanenstruktur von auf3en ein
magnetisches Feld anlegen?

. Die Domanen, deren Magnetisierung halbwegs in Feldrichtung zeigen, gewinnen Energie; der Rest wird energetisch
mehr oder weniger ungunstig.

{0 Die Minimierung der freien Energie verlangt jetzt, daR die giinstig orientierten Domé&nen groRer werden, die
ungunstig orientierten dafur kleiner.

. Fur gro3e Felder erwarten wir, daf3 im wesentlichen nur noch eine Doméane mit Magnetisierung in Feldrichtung
vorliegt.

’ Das kann im einfachsten Fall nur so aussehen:

ATIEARNIF: r/ f

- Anwachsendes Feld in roter Pfeilrichtung

’ Wie das Ganze real aussieht, ist unten gezeigt.

’ Wir haben jetzt eine wesentliche Erkenntnis:

. Offenbar miissen sich die Domanenwande bewegen, damit was passieren kann! Damit stellen sich folgende Fragen
(mit angedeuteten Antworten):

* Lassen sich Domanenwande einfach verschieben — oder von was hangt's ab? (= Kristallgitterdefekte!).

* Wie schnell geht das verschieben? Steckt mdglicherweise hier die Frequenzabhangigkeit der Ferromagnete?
(= Nicht sehr schnell; und Ja!

* Geht das vorwarts und rickwarts genau gleich — oder gibt es Hystereseeffekte? (= Nein; und Ja!)

{0 Den ersten Punkt miissen wir noch etwas genauer betrachten. Uber die schon mal kurz erwéhnte Magnetostriktion
spliren Doménenwéande Defekte im Kristall und bleiben dann gerne daran hangen. Sie werden, so sagt man,
"gepinnt", d. h. wie mit einer Nadel (pin) lokal festgesteckt. Zum Losreissen braucht's dann zuséatzliche
Kraft=hOheres externes Magnetfeld.

’ OK — wir gehen nicht in die Details, aber Doménenwénde verschieben ist ein relativ miihsames Geschaft. Es geht weder
besonders schnell noch besonders einfach, und die Konsequenzen sind weitreichend.

{0 Die Frequenzabhéngigkeit der magnetischen Suszeptibilitat hangt nur von der Geschwindigkeit ab, mit der sich
die Domanenwéande verschieben lassen; sie ist generell recht schlecht. Schon im MHz Bereich wird's i. a.
schwierig; nur in kleinen Spezialstrukturen ist vielleicht noch mal 1 GHz drin.

. Bei der Optik geht schon lange gar nichts mehr. Deshalb schreibt man immer auch nur n=(€r)% und nicht, wie es
eigentlich richtig ware, n=(€y - M ()%, denn W ist bei diesen Frequenzen schon langst =1

& Alles wird ziemlich nichtlinear und wir erhalten Hystereseeffekte. Wir ausgepragt sie sind, hangt von der
Defektstruktur im Material ab.

. Wir brauchen keine "komplexe magnetische Funktion" (ocbwohl man eine definieren kénnte und das durchaus fur
spezielle Falle auch tut). Magnetische Verluste kommen insbesondere auch nicht von einem Imaginarteil, sondern
vom Hystereseeffekt.

’ Schauen wir uns nun eine Magnetisierungskurve an; fir ein nach au3en zunachst noch unmagnetisches Material. Es
sieht etwa so aus:

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 230



M ~—a
“H¢
\ H

Koerzitiv-
kraft \
Hc

Remanenz
v\er

Komplette Hystereseschleife
mit Definition von
Remanenz und Koerzitivkraft.

Fir kleine externe Magnetfelder beulen sich die an irgendwelchen Defekten gepinnten Domé&nenwéande nur etwas in
die richtigen Richtungen aus. Die Magnetisierung M (oder der Fluss B) nimmt ungefahr linear mit dem Feld zu.

Fur groRere Feldstarken reissen sich die am hdchsten belasteten Domanenwande los und laufen durch den Kristall,
bis sie am nachsten Defekt wieder gepinnt werden. Schaltet man das Feld jetzt ab, sind sie am neuen Platz
gepinnt. Die ganze Chose ist also nicht reversibel, der Ausgangszustand wird nicht wieder erreicht.

Bei sehr grol3en Magnetfeldern gibt es irgenwann nur noch eine Doméane; die Magnetisierungsrichtung in der
Domaéne ist aber immer noch in eine leichte Richtung des Kristall und nicht exakt in Richtung des angelegten
Feldes.

Bei sehr hohem Feld drehen sich die Moment schlie3lich auch noch in Feldrichtung, und damit ist Sattigung
erreicht. Mehr geht nicht. Ein Bild dazu gibt's in einer Ubungsaufgabe

Dreht man des Feld wieder zurlick, folgt die Magnetisierung einer Hysteresescheifle, die durch die Zahlenwerte von
Remanenz und Koerzitivkraft halbwegs beschrieben wird.

’ Man kann sich jetzt fragen, warum das Material nach Abschalten des Magnetfeldes nicht immer seine Doméanen wieder
so justiert, dal3 das externe Feld Null ist — das braucht's doch zum Minimum der freien Energie?

Freilich. Aber es braucht manchmal auch ein bilichen Energie, um diesen Zustand einzustellen. In andern Worten:
Unsere hartmagnetischen Werkstoffe mit ausgepragter Hysterese bleiben erstmal in einem metastabilen Zustand
héngen. Um ins absolute Minimum zu gelangen, muss man entweder sehr lange warten, oder etwas Energie
zufihren.
Bevor wir uns aber den Begriffen "hartmagnetisch" und "weichmagnetisch " naher zuwenden, schauen wir uns
schnell noch die Thematik " magnetische Verluste" naher an.

’ Zeit fiir eine Ubung

Ubungsaufgabe
Aufgabe 7.2-1

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 7.2.1
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7.2.2 Magnetische Verluste

’ Wir betrachten ein ferromagnetisches Material mit einer gegebenen Hysteresekurve. Wir stecken es in ein
oszillierendes Magentfeld bei einer Frequenz, der das Material noch problemlos folgen kann. Dann gibt es zwei
vollstandig unabhangige Mechanismen, die zu magnetischen Verlusten fihren, d. h. das Material aufheizen.

1. Das magnetische Wechselfeld induziert Strome, die im Material herumwirbeln, eben Wirbelstrome . Wie stark
diese Wirbelstrome sind, und damit die Wirbelstromverluste Pwirp , hangt natirlich davon ab, wie leitfahig das
Material ist; in Isolatoren treten sie nicht auf. Die wirklich guten (oder billigen) Ferromagnete sind aber i. d. R.
Metalle ("Trafoeisen™), und damit sind Wirbelstromverluste sehr real.

2. Die holprige Bewegung der Domanenwéande braucht Energie, die letztlich in Warme umgewandelt wird; auch in
nichtleitenden Ferrimagneten. Das sind dann intrinsische magnetischen Verluste oder Hystereseverluste Puyst .

’ Beide Effekte addieren sich. Ohne Details zu betrachten ist doch folgendes sofort klar. Die magnetischen Verluste
nehmen zu mit:

1. Der Frequenz f in beiden Féllen, denn in jedem Zyklus um die Hysteresekurve herum wird ein bestimmter fixer
Verlust anfallen.

2. Dem maximalen magnetischen Fluss Bmax (oder der Magnetisierung) in beiden Fallen.
3. Der Leitfahigkeit o = 1/p flr die Wirbelstromverluste.
4. Der magnetischen Feldstarke H fir die intrinsischen magnetischen Verluste.

’ Eine genauere theoretischen Betrachtung ergibt das folgende Ergebnis fir die gesamten magnetischen oder, wie man
auch sagt, "Eisen" Verluste Pre pro cm=3;

- d2
Pre ~ Pwirb + PHyst ~ — - (f- Bmax)? + 2f- Hc - Bmax
6p

Mit d = Dicke des Materials senkrecht zur Feldrichtung, Hc = Koerzitivfeldstarke.
’ Es ist klar, was man tun muss um die Wirbelstromverluste zu minimieren:

Verwende ein Material mit hohem Widerstand — einen Ferrimagneten oder Ferrit. Was man an
Sattigungsmagnetisierung verliert, kann vielleicht durch die reduzierten Verluste, vor allem bei hohen Frequenzen,
wieder reinkommen.

Falls das nicht geht: Mache d klein durch Stapeln dinner isolierter ferromagnetischen Scheiben. Das ist die
Losung, die man in jedem Standardtransformator findet.

’ Schauen wir uns jetzt mal die Hystereverluste Physt an.
Der Term Hc - Bmax entspricht im wesentlichen der Flache unter der Hysteresekurve. Multipliziert mit zweimal der
Frequenz hat man eine gute Naherung fiir diese Verluste.

In anderen Worten: That's it! Fur ein gegebenes magnetisches Material sind das die magnetischen Verluste die man
hat; man kann nichts dagegen tun.

’ Die einzige Wahl, die man hat, ist ein Material zu nehmen, dessen Hysteresekurve fir den geplanten Zweck optimal ist.
Das gibt Anlass zu Fragen:

1. Was fur eine optimale Hysteresekurve brauche ich tberhaupt fir die geplante Anwendung?
2. Was gibt es denn so im Wunschbereich?
3. Kann ich die Hysteresekurve eines Materials im Zweifel so &ndern, dass sie passt?

’ Das schauen wir uns in den nachsten Moduln an.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 7.2.2
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7.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.2 Ferromagnetismus und magnetische Doméanen

’ Viele ferromagnetische Materialien haben trotz paralleler
Ausrichtung der atomaren magnetischen Momente eine
verschwindende Magnetisierung, d. h. sie sind keine
starken Permanentmagnete.

Der Grund dafur liegt in der Ausbildung von
magnetischen Doméanen = Bereichen mit perfekter
magnetischer Ordnung, aber mit verschiedener, sich
insgesamt weitgehend aufhebender Ausrichtungen
der Magnetisierung.

Die Doméanenwande sind flachige Defekte im
Ordnungsmuster der atomaren Magnetisierungen und
haben somit eine Energie pro cmZ2.

Die Magnetisierung tber eine Domanenwand andert
sich stetig; damit haben Doméanenwénde eine
"Dicke", die viele Gitterkonstanten betragen kann.

’ Es gibt zwei Hauptarten von Doméanenwanden: die
Blochwand und die Néelwand.

In Volumenmaterial liegen meist Blochwéande vor;
Néelwéande sind in diinnen Schichten prominent.

’ Domanen entstehen, weil durch Domanenbildung trotz
des Energieinvestments fiir die Domanenwande, die
(freie) Energie des Materials ingesamt gesenkt werden
kann. Dabei sind drei Energiebeitrage besonders wichtig:

Im sich bis ins "Unendliche" erstreckenden
Magnetfeld eines starken Magneten steckt eine
Menge Feldenergie. Mit geeignet angeordneten
Domaéanen kann diese Energie praktisch auf Null
reduziert werden.

Kristalle mit geordneten magnetischen Momenten
zeigen ausnahmeslos den Effekt der Magnetostriktion
—d. h. sie "ziehen" sich i.d.R. senkrecht zur
Magnetisierungsrichtung etwas zusammen. Damit
kommt elastische Energie ins Spiel (Es werden
Bindungsfedern gedehnt oder gedriickt).

Die gemeinsame Richtung der geordneten
magnetischen Momente ist nicht beliebig sondern
energetisch am gunstigsten fur "leichte Richtungen”
= niederindizierte kristallographische Richtung, (z. B.
<100> in Fe, <111> in Ni).

Die resultierenden Strukturen kdnnen sehr komplex
sein, minimieren aber schlicht die Energie.

Mit einem &uReren Magnetfeld vergréRern sich glinstig
orientierte Domanen auf Kosten der anderen.=

’ Dazu mussen sich Doméanenwéande bewegen.
Domanenwéande werden aber in ihrere Beweglichkeit
stark von lokalen inneren mechanischen Spannungen /
Dehnungen = Defekten beeinflusst. Das hat eine Reihe
von Konsequenzen:

A4 | bad 1
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!
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Neélwand | | Blochwand |
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* Energie des externen
Magnetfelds.

* Verformungsenergie wg.
Magnetostriktion

* Anisotropie Uber "leichte
Richtungen”
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) Doméanenwéande zu verschieben geht nicht so @” |AF |_|/ u

schnell. >

Die Frequenzabhangigkeit der Magnetisierung von
ferromagnetischen Materialien folgt aus der
"Mechanik" der Domanenbewegung, die schon bei
relativ niedrigen Frequenzen (kHz . . . MHz)
schlappmacht — aul3er bei speziellen "Nano"-
Werkstoffen.

) Doménenwande hin-und-her zu schieben kostet
Energie. Ein Teil der magnetischen Verluste P (die
Hystereseverluste PHyst) erklart sich durch diesen
Effekt.

. Kristalldefekte beeinflussen (typischerweise
erschweren) die Bewegung von Domanenwanden.
Damit lassen sich Eigenschaften der Hysteresekurve
durch "defect engineering" einstellen.

’ Weitere Verluste Pwirp resultieren von induzierten

Wirbelstrémen in leitenden magnetische Materialien
(spez. Widerstand p). Pre = Pwirb + PHyst
{0 Beide Verlustarten sind proportional zur Frequenz f.
d ist die Dicke des Materials senkrecht zur - d2
Feldrichtung; p der spez. Widerstand. = —— . (f-Bmax )2 + 2f-Hc - Bmax
. Zur Minimierung von Pwirp ist es angebracht, statt 6p
Volumenmaterials eine Schichtung isolierter Bleche

zu nehmen (z. B. Trafokerne)
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7.3 Technische Nutzung des Ferromagnetismus
7.3.1 Hart- und weichmagnetische Materialien

Definitionen

’ Schauen wir uns schnell die im vorhergehenden Modul aufgeworfenen Fragen an:
1. Was fur eine optimale Hysteresekurve brauche ich tiberhaupt fiir die geplante Anwendung?
’ Wir nehmen mal die zwei Hauptanwendungsbereiche: Transformatorkern und magnetischer Speicher.

Der Transformatorkern muss ferromagnetisch sein, um einen mdglichst groBen magnetischen Fluss B von der
Primarspule zur Sekundarspule transportieren zu kdnnen. Was man méchte ist, dass der induzierte Fluss B dem
Primarfeld H so perfekt wie moglich folgt.

In anderen Worten: Wir brauchen ein Material mit méglichst gar keiner Hysterese — B(H) sollte eine mdglichst
gerade Linie sein, wie unten gezeigt.

5 Eine ideale, hysteresefreie Magnetisierungskurve gibt es in technisch

Idealer Weichmagnet relevanten Matierialien jedoch nicht. Was wir haben sind allenfalls
Weichmagnete mit sehr schlanker Hysterese und damit kleinen Werten
fur Koerzitivkraft und Remanenz

Hystereseverluste sind jetzt klein, aber nicht ganz vermeidbar.

»H Die Energieerzeugungsindustrie ware glucklich, wenn die vorhandenen
(Fe-basierten) Materialien noch 1 % oder 2 % "weicher" gemacht werden
koénnten. 1 % weniger Verluste bei 100 MW ist auch schon was.

Neben Hystereseverluste hat man noch ein zweites Problem: Jede
Abweichung der Magnetisierungskurve von einer perfekten Geraden
bedeutet, dass das Ausgangssignal gegenuiber dem Eingangssignal
etwas verzerrt ist. Gibt man einen sin(wt) rein, kommen auch héhere
Harmonische - sin(nwt) mit entsprechend kleiner Amplitude mit raus.

Realer Weichmagnet

’ Ein weichmagnetisches Material wird fur einen Permanentmagnet ungeeignet sein, weil seine bleibende
Magnetisierung — die Remanenz — klein ist.

Fur magnetische Speicherung von Bits brauchen wir aber einen Permanentmagneten. Denn wir speichern Daten,
indem wir mit einem "Schreibkopf" in einem magnetischen Material auf Band oder Scheibe eine permante
Magnetisierung bei einer bestimmten Koordinate einpragen. Diese Magnetisierung sollte fur viele Jahre unverandert
bleiben.

Das magnetische Bit muss also stark genug sein — auch wenn es nur eine winzige Flache in Anspruch nimmt —um
nicht bei kleinsten Stérungen zufallig geléscht zu werden, und um im "Lesekopf” ein kraftiges Signal zu erzeugen.
Es soll aber auch nicht zu stark sein, denn das macht das Loschen und Schreiben zu aufwendig. Das Material
sollte damit die folgende Hysteresekurve haben:

Die Hysteresekurve sollte so rechteckig als mdglich sein, Koerzitivkraft
s und Remanenz haben genau definierte Werte. Wir brauchen einen
Hartmagneten.

Die Magetisierung andert sich oberhalb eines bestimmten Feldes kaum
mehr.

> H Wir die Feldrichtung umgedreht, &ndert sich erst kaum was, dann klappt
die Magnetisierung ziemlich plotzlich um.

Realer Harlmagnot Hystereseverluste sind unvermeidlich. Es steckt sogar ein viel tieferes
Prinzip in dieser Bemerkung: Information unterliegt der Thermodynamik,
es gibt sie energetisch (und entropisch) nie "umsonst". Schreiben und
Lesen "kostet" Energie.

’ So gut wie alle Anwendungen magnetischer Materialien brauchen entweder Hart- oder Weichmagnete. Damit werden
Antworten auf die 2. und 3. Frage des vorherigen Moduls jetzt relevant
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Hysteresekurven manipulieren

’ Zunachst mussen wir ein Grundmaterial selektieren. Dafur haben wir reiche Auswahl:
Wir kdnnen zwischen den drei ferromagnetischen Elementen Fe, Ni, Co wahlen oder anfangen, diese Metalle zu
legieren.

Dann kénnen wir Verbindungen mit fast-magnetishen Elementen wie Cr, Mn, oder O machen, um schliefZlich bei
"Exoten" zu landen. Der Link zeigt was im Umfeld von Permanentmagneten so lauft.

’ Dazu machen wir noch schnell eine kleine Aufgabe:

Ubungsaufgabe
Aufgabe 7.3-1

’ Das Feld ist zu grof3 und zu komplex um hier noch tiefer einsteigen zu kénnen. Schauen wir deshalb noch schnell auf
die Frage: Kann ich bei gegebenem Material die Hystereskurve anpassen?

Die Antwort ist:;ja. Immer in Grenzen, naturlich.
Warum und wie? Nun, Hysteresekurven beschreiben immer auch wie leicht oder schwer es ist, Domanenwande zu

verschieben. Da Domanenwéande an Defekten gepinnt werden kénnen, ist das eine Funktion der internen
Defektstruktur — und die kann ich &ndern.

’ Schauen wir uns einfach ein paar Beispiel an:.

Zwischen "ausgeheiltem" Eisen, d. h. Eisen mit wenigen Versetzungen
und grof3en Kdrnern, und stark verformten Eisen mit kleinen Kérnern und
Fe 7 hohen Versetzungsdichten, besteht bezlglich der Hysteresekurven ein
(after Bozorth) .
grof3er Unterschied.

Offenbar ist die Bewegung der Domanenwande im stark verformten Eisen
sehr viel schwieriger, wie das auch zu erwarten war.

H

Heavily deformed

Das wird in allen anderen Materialien &hnlich sein missen. Statt zu
Z Amegied ver_formen kbnn_en wir auch atomare Fehlst_ellen ("Dreck™) (_ainbrin_gen,

kleine Ausscheidungen machen, .... Allerdings machen wir damit das
Material immer nur "harter".

’ Wir kdnnen das Material auch nur mal unter mechanische Spannung setzen, d.h. die Atomabstande durch Ziehen oder
Dricken in einer Richtung etwas andern. Da die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momente der Atome, die
die Ausrichtung erzwingt, sehr stark vom Abstand abhangt, sollte etwas passieren:

Die Effekte sind in der Tat bemerkenswert, besonders im Nickel:

B

B
7— /ﬁh
r’ u '
/ =60 GPa H
G=90 GPa
//
In diesem Fall ist die Dehnung parallel zum externen In diesem Fall ist die Dehnung im rechten Winkel
Feld H zum externen Feld H
Wir finden eine grof3e Absenkung der Remanenz, Wiederum keine groRen Unterschiede bei der
aber keine grof3en Unterschiede bei der Koerzitivfeldstarke, aber eine gro3e Anhebung der
Koerzitivfeldstarke . Remanenz. Wir haben ideales hartmagnetisches
Verhalten.

’ Das letzte Wort zum Thema:

Die Zukunft des "Magnetismus" sieht gut aus. Mit zunehmendem Verstandnis fur die Grundlagen, gekoppelt mit
Mikro- und Nanotechniken, werden viele neuartige Produkte méglich werden.
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Fragebogen
Schnelle Fragen zu 7.3.1
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7.3.2 Anwendungen aul3er magnetische Speicher

’ Dieses Modul ist zur Abwechslung mal auf englisch.

Es ist direkt aus dem Hyperskript "Electronic Materials" lbernommen. Es empfiehlt generell, beim Magnetismus
mal in diesem Skript zu blattern.

Trotz der Uberschrift kommen hier auch magnetische Speicher vor; damit ergibt sich eine Gesamtiibersicht.

General Overview

’ What are typical applications for magnetic materials? A somewhat stupid question — after all we already touched on
several applications in the preceding subchapters.
But there are most likely more applications than you (and I) are able to name. In addition, the material requirements
within a specific field of application might be quite different, depending on details.
So let's try a systematic approach and list all relevant applications together with some key requirements. We use
the abbreviation Ms, MR, and Hc for saturation, remanence, and coercivity, resp., and low w, medium w, and high
w with respect to the required frequency range.

Signal transfer

Magnetic field
screening

Permanent
magnets

Analog data
storage

Digital data
storage

Transformer
("Ubertrager")

LF ("low" frequency; up to
~ 100 kHz)

HF ("high" frequency up to
~ 100 kHz)

Permalloy"
"Mu-metal"

Loudspeaker
Small generators
Small motors
Sensors

Video tape
Audio tape

Ferrite core memory
Drum

Hard disc, Floppy disc

Bubble memory

Linear M - H curve

Small conductivity
medium w

Very small conductivity
high w

Large dM/dHforH = 0
ideally pr=0

Hard Magnets

Large Hc (and MR)

Medium Hc (and MR),
hystereses loop as
rectangular as possible

Special domain structure
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Flefld qf Products Requirements Materials
application

Soft Magnets

Power . Motors

conversion Large MR

. Generators

electrical - Electromadnets Small He

mechanical 9 Low losses = small Febased materials, e.g.
conductivity Fe + =(0,7 - 5)% Si

Power adaption (Power) Transformers low w Fe + = (35-50)% Co

Fe + ~ 36 % Fe/Ni/Co ~ 20/40/
40

Ni - Zn ferrites

Ni/Fe/Cu/Cr =77/16/5/2

Fe/Co/Ni/Al/Cu ~50/24/14/9/3
SmCos

SmoCo17

"NdFeB" (=NdzFe14B)

NiCo, CuNiFe,
CrO2
FeoO3

Magnetic garnets (AB2O4, or
A3B5 O12), e.g.

with A= Yttrium (or mixtures of
rare earth), and B=mixtures of
Sc, Ga, Al

Most common: Gd3Gas012



https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/elmat_en/index.html
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https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/edia.org/wiki/permalloy
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/edia.org/wiki/mu-metal
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_7/illustr/i7_3_1.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_7/illustr/i7_3_1.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/def_en/kap_2/basics/b2_1_6.html#spinel structure

Specialities

GMR reading head

Quantum
devices

Special spin structures in

MRAM (for recent ) .
multilayered materials

developments see also
here)

’ As far as materials are concerned, we are only scratching the surface here. Some more materials are listed in the link

Soft Ferromagnets

’ The general range of applications for soft magnets is clear from the table above. It is also clear that we want the
hystereses loop as "flat" as possible, and as steeply inclined as possible. Moreover, quite generally we would like the
material to have a high resistivity.

The requirements concerning the maximum frequency with which one can run through the hystereses loop are more
specialized: Most power applications do not need high frequencies, but the microwave community would love to
have more magnetic materials still "working" at 100 GHz or so.

’ Besides trial and error, what are the guiding principles for designing soft magnetic materials? There are simple basic
answers, but it is not so simple to turn these insights into products:

Essentially, remanence is directly related to the ease of movement of domain walls. If they can move easily in
response to magnetic fields, remanence (and coercivity) will be low and the hystereses loop is flat.

’ The essential quantities to control, partially mentioned before, therefore are:

The density of domain walls. The fewer domain walls you have to move around, the easier it is going to be.

The density of defects able to "pin" domain walls. These are not just the classical lattice defects encountered in
neat single- or polycrystalline material, but also the cavities, inclusion of second phases, scratches, microcracks or
whatever in real sintered or hot-pressed material mixtures.

The general anisotropy of the magnetic properties; including the anisotropy of the magnetization ("easy" and "hard"
direction, of the magnetostriction, or even induced the shape of magnetic particles embedded in a non-magnetic
matrix (we must expect, e.g. that elongated particles behave differently if their major axis is in the direction of the
field or perpendicular to it). Large anisotropies generally tend to induce large obstacles to domain movement.

’ A few general recipes are obvious:

Use well-annealed material with few grain boundaries and dislocations. For Fe this works, as already shown before.
Align the grains of e.g. polycrystalline Fe-based material into a favorable direction, i.e. use materials with a texture.

Doing this by a rather involved process engineered by Goss for Fe and Fe-Si alloys was a major break-through
around 1934. The specific power loss due to hystereses could be reduced to about 2.0 W/kg for regular textured Fe
and to 0.2 W/kg for (very difficult to produce) textured Fe with 6% Si (at50 Hzand B = 1 T)

Use isotropic materials, in particular amorphous metals also called metallic glasses, produced by extremely fast
cooling from the melt. Stuff like Fe7gB 13Si 19 is made (in very thin very long ribbons) and used.

Total losses of present day transformer core materials (including eddy current losses) are around 0,6 W/kg at 50 Hz
which, on the one hand, translates into an efficiency of 99,25 % for the transformer, and a financial loss of roughly 1
$/kg and year — which is not to be neglected, considering that a big transformer weigh many tons.
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Reduce the number of domains. One solution would be to
make very small magnetic particles that can only contain one
domain embedded in some matrix. This would work well if the
easy direction of the particles would always be in field
direction, i.e., if all particles have the same crystallographic
orientation pointing in the desired direction as shown below.

This picture, by the way, was calculated and is an example of
what can be done with theory. It also shows that single
domain magnets can have ideal soft or ideal hard behavior,
depending on the angle between an easy direction and the
magnetic field.

Unfortunately, for randomly oriented particles, you only get a
mix — neither here nor there.

’ Well, you get the drift. And while you start thinking about some materials of your own invention, do not forget: We have
not dealt with eddy current losses yet, or with the resistivity of the material.

The old solution was to put Si into Fe. It increases the resistivity substantially, without degrading the magnetic
properties too much. However it tends to make the material brittle and very hard to process and texture.

The old-fashioned way of stacking thin insulated sheets is still used a lot for big transformers, but has clear limits

and is not very practical for smaller devices.

Since eddy current losses increase with the square of the frequency, metallic magnetic materials are simply not
possible at higher frequencies — i.e., as soon as you deal with signal transfer and processing in the kHz, MHz or

even GHz region. We now need ferrites.

Fragebogen

Schnelle Fragen zu 7.3.2
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7.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.3 Technische Nutzung des Ferromagnetismus

’ Anwendungen brauchen entweder hart- oder weichmagnetische
Materialien.

Die paradigmatischen Beispiele fiur Weichmagnete sind

Transformatorkerne Weichmaghet

i
P
Die paradigmatischen Beipiele fir Hart magnete sind {
magnetische Speicher. Wir brauchen hier Remanenz — in der W
Richtung der Magnetisierung steckt das Bit. J Rezler

Realer
Fur "richtige" Permanentmagnete (z. B. fur Lautsprecher, [ichmagnet |
Mikrowellenréhren, Generatoren, ...) braucht man

selbstverstandlich auch ein moglichst hartmagnetisches
Material.

’ Das Mal3schneidern von Hysteresekurven (und anderen 0

Eigenschaften) erfolgt durch: " ale d‘ﬁﬁ

Optimale Materialwahl

- Ferromagnetische Elemente und Legierungen: Fe, Ni, Co. -

- Kombinationen mit antiferromagnetischen Elementen (Cr, ...) / 5=906GPa j]“=6°‘}“
und "fast" ferromagn. Atomen (Mn, Ga, O, ..

- Moderne "Exoten" mit seltenen Erden: Co Sm, FeNdB, FeTb,

Direkter Einflu3 mech. Spannungen auf
Hysteresekurven in Ni

"Defect Engineering” Beeinflussung der

Doméanenwandbewegung durch mech. Spannungen verursacht
durch Defekte (Ausscheidungen Korngrenzen, Versetzungen,

).

Faustregel: Defekte machen magn. "harter".

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 241



7.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 7

7.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 7: Magnetische Materialien

’ Es gibt keine elementaren magnetische Monopole — wohl aber
elementare magnetische Dipole:

1. Ein magnetisches Bahnmoment mgahn, das aus dem
"Strom" der Elektronen resultiert, die "im Kreis" um einen
Atomkern "fliessen"

2. Ein magnetisches Spinmoment, d. h. ein mit dem Spin
der Elektronen gekoppeltes magnetisches Moment, das die
Elektronen schlicht "haben".

Beide sind 1 Bohrsches Magneton grof3.

’ Das magnetische Moment eines Atoms kommt von der
Uberlagerung der Bahn- und Spinmomente und tendiert dazu, so
klein als mdglich zu sein.

Damit hat aber die Hélfte der Atome (alle mit
ungeradzahligem z) mindestens ein mgohr-.

’ Wichtig: magnetische Momente der Atome kdnnen in jede
Richtung zeigen und diese Richtung auch &ndern, ohne dal® das
im Kristall fest gebundene Atom sich drehen muss!

Bei elektrischen Dipolmomenten geht das nicht!

’ Im magnetischen Feld gibt es zwei grundlegende
Materialeffekte:

In Atomen / Kristallen ohne magnetisches Moment der
Atome werden durch ein magnetisches H-Feld welche
induziert (Analogon bei Dielektrika: Elektronenpolarisation).

In Atomen / Kristallen mit magnetischem Moment der
Atome werden diese Moment im H-Feld etwas ausgerichtet

’ Interessant sind nur ferromagnetische Materialien, bei denen
zwischen den magnetischen Momenten der Atome eine so
starke Wechselwirkung besteht, dass eine Ordnung in den
sonst statistisch verteilten Richtungen der magnetischen
Momente auftritt.

In den technisch sehr wichtigen ferromagnetischen
Materialien (Fe, Co, Ni) zeigen die magnetischen Momente
alle in dieselbe Richtung, Der Nettoeffekt ist starke
Magnetisierung .

In den technisch unwichtigen anti-ferromagnetischen
Materialien (Cr) zeigen magnetischen Momente
abwechselnd in entgegegesetzte Richtung. Der Nettoeffekt
ist keine Magnetisierung

In den technisch sehr wichtigen ferrimagnetischen
Materialien bleibt trotz antiferromagnetischer Grundstruktur
eine Nettomagnetisierung, da die antiparallelen Momente
ungleich grof3 sind.=

Die formale Beschreibung folgt der Systematik bei den
Dielektrika.

Priméare Materialparameter sind die magnetische
Polarisation J oder die Magnetisierung M sowie die
magnetische Suszeptibilitét Xmag-

Fur Ferromagnetika ist allerdings M nur fur kleine
Magnetfelder proportional zu H; die Angabe einer
konstanten magnetischen Suszeptibiltat ist also nur bedingt
sinnvoll.

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 242

m® = +mpohr

mAtom = 3 mBohr

Geradzahliges z

_ kleinst-
~ moglich

> mAtom = o

Ungeradzahliges z = mAtom = (1,

2, 3, ) . mBohr

A fedac-

Diamagnetische
Materialien

Paramagnetische
Materialien

Minimaler
Effekt.
Vollstandig
uninteressant
fur ET&IT
Wird nicht
weiter
behandelt

oo o
>

4
:
$

rromagnetisch

=
=

o
6
¢

Anti- Ferromagn

@ O
e

2

isch

PG o
< Sres
L Cres S

E
2
e
3
2

& Sree
N

e o
&

@ Ored

Frustriert

B = Ho-H+J = (H+M)

M = J/po = (Ur-1)-H = Xmag

“H




4

|

Viele ferromagnetische Materialien haben trotz paralleler
Ausrichtung der atomaren magnetischen Momente eine
verschwindende Magnetisierung, d. h. sie sind keine
starken Permanentmagnete.

. Der Grund dafir liegt in der Ausbildung von
magnetischen Domanen = Bereichen mit perfekter
magnetischer Ordnung, aber mit verschiedener, sich
insgesamt weitgehend aufhebender Ausrichtungen
der Magnetisierung.

) Die Domanenwénde sind flachige Defekte im
Ordnungsmuster der atomaren Magnetisierungen und
haben somit eine Energie pro cm?

. Die Magnetisierung tber eine Domanenwand &ndert
sich stetig; damit haben Domanenwande eine
"Dicke", die viele Gitterkonstanten betragen kann.

Es gibt zwei Hauptarten von Doméanenwanden: die
Blochwand und die Neélwand .

) Meist liegen Blochwande vor; Neélwande sind eher in
dinnen Schichten prominent.

Domanen entstehen, weil durch Doméanenbildung trotz
des Energieinvestments fir die Domanenwande, die
(freie) Energie des Materials ingesamt gesenkt werden
kann. Dabei sind drei Energiebeitrage besonders wichtig:

& Im sich bis ins "Unendliche" erstreckenden
Magnetfeld eines starken Magneten steckt eine
Menge Feldenergie. Mit geeignet angeordneten
Domanen kann diese Energie praktisch auf Null
reduziert werden.

) Kristalle mit geordneten magnetischen Momenten
zeigen ausnahmslos den Effekt der Magnetostriktion
—d. h. sie "ziehen" sich senkrecht zur
Magnetisierungsrichtung etwas zusammen. Damit
kommt elastische Energie ins Spiel (Es werden
Bindungsfedern gedehnt oder gedrtickt).

. Die gemeinsame Richtung der geordneten
magnetischen Momente ist nicht beliebig sondern
energetisch am ginstigsten fur "leichte Richtungen"
= niederindizierte kristallographische Richtung, (z. B.
<100> in Fe, <111> in Ni).

{0 Die resultierenden Strukturen kénnen sehr komplex
sein, minimieren aber schlicht die Energie.

Mit einem &ul3eren Magnetfeld vergréf3ern sich giinstig
orientierte Doméanen auf Kosten der anderen. =

Dazu missen sich Doméanenwande bewegen.
Doméanenwande werden aber in ihrere Beweglichkeit
stark von lokalen inneren mechanischen Spannungen /
Dehnungen = Defekten beeinflusst. Das hat eine Reihe
von Konsequenzen:

{0 Die Magnetisierungskurve wird nichtlinear und zeigt
oft Hysterese.

) Domanenwande zu verschieben geht nicht so
schnell. =
Die Frequenzabhangigkeit der Magnetisierung von
ferromagnetischen Materialien folgt aus der
"Mechanik" der Domanenbewegung, die schon bei
relativ niedrigen Frequenzen (kHz . . . MHz)

g
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* Energie des externen
Magnetfelds.

* Verformungsenergie wg.
Magnetostriktion

* Anisotropie Uber "leichte
Richtungen”
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schlappmacht — au3er bei speziellen "Nano'-
Werkstoffen.

Doméanenwande hin und her zu schieben kostet
Energie. Ein Teil der magnetischen Verluste P (die
Hysterseveluste Pyyst) erklart sich durch diesen
Effekt.

Kristalldefekte beeinflussen (typischerweise
erschweren) die Bewegung von Doméanenwanden.
Damit lassen sich Eigenschaften der Hysteresekurve
durch "defect engineering" einstellen.

’ Weitere Verluste Pwirp resultieren von induzierten

Wirbelstrémen in leitenden magnetische Materialien

(spez. Widerstand p). Pre = Pwirb *+ PHyst
Beide Verlustarten sind proportional zur Frequenz f.
d ist die Dicke des Materials senkrecht zur - d2
Feldrichtung. = —— . (f- Bmax)?2 + 2f-Hc - Bmax

Zur Minimierung von Pwirp ist es angebracht, statt 6p
Volumenmaterials eine Schichtung isolierter Bleche

zu nehmen (z. B. Trafokerne)

’ Anwendungen brauchen entweder hart- oder
weichmagnetische Materialien.

Die paradigmatischen Beipiele fir Weichmagnete .
sind Transformatorkerne Weiommeahet t

e
Die paradigmatischen Beispiele fir Hartmagnete sind {

magnetische Speicher. Wir brauchen hier Remanenz W
—in der Richtung der Magnetisierung steckt das Bit. Rezler

Realer Hartmagnet
Fur "richtige" Permanentmagnete (z. B. fir [ichmagaet |
Lautsprecher, Mikrowellenréhren, Generatoren, ...)
braucht man selbstverstandlich auch ein moglichst
hartmagnetisches Material.

W

’ Das Malf3schneidern von Hysteresekurven (und anderen
Eigenschaften) erfolgt durch:

Optimale Materialwahl
- Ferromagnetische Elemente und Legierungen:Fe , s .

Ni, Co. 5 7’ & =0GPs T H
- Kombinationen mit antiferromagnetischen

Elementen (Cr, ...) und "fast" ferromagn. Atomen

(Mn, Ga, O, .. / o —90GPa jpcmso&h

- Moderne "Exoten" mit seltenen Erden: Co Sm,

FeNdB, FeTb, ...
"Defect Engineering" Beeinflussung der Direkter Einflu mech. Spannungen auf
Doménenwandbewegung durch mech. Spannungen Hysteresekurven in Ni

verursacht durch Defekte (Ausscheidungen
Korngrenzen, Versetzungen, ...).

Faustregel: Defekte machen magn. "harter".
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7.4.2 Was man wissen muss

Wir kennen den Ursprung magnetischer Felder und verstehen die Asymmetrie zwischen magnetischen und
(die)elektrischen Eigenschaften.

Die Rolle des Bohrschen Magnetons als elementarer magnetischer Dipol, auch die Herkunft aus Spin und
Bahnmoment der Elektronen einzelner Atome, ist uns gelaufig.

’ Bei Festkorpern wissen wir:
Entweder haben die den Festkérper konstituierenden Atome keine magnet. Momente, dann haben wir fir die ET&IT
uninteressante diamagnetische Materialien vor uns.
Oder es gibt magnet. Momente. Dann unterscheiden wir:

* Paramagnete = keine Ordnung (bei RT) und fur die ET&IT uninteressant, da auch "Orientierungspolarisation”

nur geringe Effekte erzeugt.
* Ferro-, Ferri- und Antiferromagnete mit magnetischer Ordnung unterhalb einer kritischen Temperatur (Curie-T

fur "Ferro"; Neél-T fur "Antiferro”).

Obwohl Anti-Ferromagnetismus fur ET&IT-Anwendungen noch bedeutungslos ist, wird sich das in der Zukunft
andern ("Spintronic"), deshalb kennen wir den Begriff.
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Anti-Ferromagn

’ Die formale Beschreibung magnetischer Phamomene ist uns halbwegs gelaufig, auch die Analogie zur Beschreibung
von Dielektrika. Die Tabelle im Link verstehen wir im Prinzip. Insbesondere sind die folgenden Gleichungen klar:

B = H-H+IJ=p -H+M)

M= J/pgo = Ur—1)-H = Xmag - H

Wir kennen auch die Benennungen: Primare Parameter sind die magnetische Feldstarke H, magnetische Induktion
B, magnetische Polarisation J oder die Magnetisierung M sowie die magnetische Suszeptibilitat Xmag oder die
(relative) Permeabilitat uy.
’ Wir wissen, warum der simple Zusammenhang M = X mag - H fiir Ferromagnete nur sehr bedingt gilt (kleine H bei
Ausgangsmagnetisierung M = 0) und daf? wir ansonsten sehr komplexes Verhalten mit Hysteresekurven bekommen.
Wir verstehen auch warum. Die Stichworte sind: Doméanen, Doméanenwéande, Verschiebung von Doméanenwanden!
Wir kdnnen die nachfolgenden Bilder sowohl interpretieren als auch — der Spur nach — selbst zeichnen

et p—f——t—
¢ [ Blochwana i
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’ Die energetischen Griinde fur die Entstehung von Domanen sind klar, auch die Balance zwischen Doméanenwandenergie
und reduzierter Feldenergie und elastischer Energie; der Begriff "Magnetostriktion " sagt uns was.

Die Bezeichnung "leichte Richtungen " sagt uns in diesem Zusammenhang auch was.
’ Wir verstehen, dass magnetische Verluste aus zwei Komponenten bestehen — Wirbelstromverluste und
Hystereseversluste —, die beide mit der Frequenz ansteigen (quadratisch fiir Wirbelstrom, linear fiir Hysterese).

Wirbelstromverluste lassen sich bekampfen (wir kennen zwei Methoden: isolierte Bleche und ferromagn. Isolatoren),
Hystereseverluste nicht, sofern man einen hartmagnetischen Werkstoff braucht, denn sie sind, wie wir wissen,
gegeben durch die Flache der Hysteresekurve.

Es ist klar, dass nur das Frequenzverhalten der Ferro-(und Ferri-)Materialien wichtig ist, und dass wir dabei die
Zeitabhangigkeit der Verschiebung von Domanenwanden betrachten.

Damit ist auch klar, dass bei hohen Frequenzen nicht mehr viel passiert. Insbesondere kdnnen wir in der eigentlich
korrekten Gleichung fiir den optischen Brechungsindex n = (€ -Mr)2 derzeit noch yy = 1 setzen.

Wir kénnen zumindest die paradigmatischen Anwendungen fiir Magnetwerkstoffe angeben, nach hart- und
weichmagnetisch sortieren und ein paar Méglichkeiten zur Optimierung einer Hysteresekurve angeben und begriinden.

Zahlen und Formeln

’ Unbedingt erforderlich:

Anmerkung: In der Regel reichen "Zehner"-Zahlen. Genauere Werte sind in Klammern gegeben.

Zahlen neu
GrolRe
Permeabilitat uy Diamagnete: <=~1
Paramagnete: >x1
Ferromagnete: >>1; bis >1000
Frequenzabhangigkeit relevant nur <=~ GHz;
dartber pur = 1
Zahlen alt
GrolRe Zehnerwert Besserer Wert
Durchschlagsfestigkeiten Emax ~ (0,1...10)MVicm ~ 15 MeV/cm (Limit)
Maximale Stromdichten jmax ~ (103...10%) Alcm?
Einige Dielektrizitats- €r(H20) = 80
konstanten €, €r(SiOp) = 3,7
€r(Halbleiter) = 10 ... 20
"Interessante" Frequenzen ~ 10 GHz: Relaxation H2O
~ 1013 Hz: Resonanz lonenpolarisation
~ 1015 Hz = "Optik": Resonanz
Elektronenpolarisation
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Daten Licht:
Wellenldnge
Frequenz
Energie

Avogadrokonstante

Bildungs- und Wanderungs-
energie Leerstelle

(ksTRT

Typische Gitterkonstante a

Grofe eines Atoms
(Durchmesser)

Photonenenergie (sichtbares)
Licht

Vibrationsfrequenz Atome
im Kristall

X u

u

u

u

1um
104 Hz
1eV

1024 mol-1

1eV

1/40 eV = 0,025 eV

1A=01nm

1A=01nm

1eV

1013 Hz

500 nm
5.1014 Hz
2,5eV

6 - 1023 mol-?

ca.(0,5...5)eVv

2A ... 5A
1A...3A
(1,6...33) eV

GroélRe

Magnetische Groé3en

Formeln neu

Formel

B=H-H+J=U H+M)

M= J/fo = (Ur-1)-H = Xmag ' H

Mr = Xmag +1

GrolRe

Dielektrische GroRen

Formeln alt

Formel

1%

|o

€r

q-&

ST}

\Y

| @

<

:X+]_
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Schwingungsgleichung
und
Resonanzfrequenz

Komplexer Brechungsindex
n*=n+ikK

Blindleistung Lp
Wirkleistung Ly

Entropie S

Freie Energie G

Stirling-Formel

Dichte Teilchen bei E

Boltzmann-Naherung an
Fermiverteilung f(E)
fur E —Eg >> kgT

Boltzmannfaktor (Wahrscheinlichkeit
far E)

Boltzmannverteilung

Leerstellenkonzentration

(EF: Bildungsenergie)

Sprungrate r atomarer Defekte
(EM: Wanderungsenergie)

Diffusionsstromdichte jpif (Vektor!)

m d2x dx

+ mkr- — + kgx
dt2 dt
nM+ik)2 = € —i-€"
lg = w-€'-E2

Lw = w-€"-E?2

Si = kp-Inpj
G = U-TS
Inx! = x-Inx
n(E) = D(E) - w(E) - dE
E—-Efr
f(E) ~ exp(- )
kgT
w(E) = exp[-E/(kgT)]
n(E) E—-Ep
= exp (- )
n(Eo) kT

cv = exp[-EF/(kgT)]
Vo - exp[-EM/(kgT)]

r =

ipiff = -D Vn
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Diffusionslange L L = (DT)%

Coulombpotential 02
Ucou =
AT - € - I
Beziehung Kraft F(r) — Potential U(r) O = WU([)
Mech. Spannung o, Dehnung €, E- =
Modul E o =
A
(o) — lo
€ = ——
lo
do
E =
de
Innere Energie pro Freiheitsgrad Uk raiho —  1KkeT
(Gleichverteilungssatz; einzelnes Freiheitsgrad 8
Teilchen)
Mittlere thermische Energie
UTei = YofkgT
eines klassischen Teilchens Teilchen 2B
(innere Energie; Def. der (f: Anzahl der Freiheitsgrade)
Temperatur)
Thermische Energie Etherm = kgT
(GroRenordnung von UTeijichen) (UTeilchen ~ kaT)
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8. Leitfahigkeit und Bandermodell
8.1 Leitfahigkeit, Ladungstragerdichte und Beweglichkeit

8.1.1 Ein neuer Blick aufs Ohmsche Gesetz

Das Ohmsche Gesetz

’ Das Ohmsche Gesetz sagt bezlglich einer "Black Box", aus
der zwei Drahte hangen, angeschlossen an eine Spannung U:

In anderen Worten: der flieRende Strom | ist proportional zur 4
angelegten Spannung U. Der Widerstand R ist die

Proportionalitatskonstante und beschreibt elektrisch
gesehen vollstandig, was auch immer in der Black Box im
Detail ablauft.

’ Das ist natirlich Kindergartenniveau. In der elektrischen
Materialwissenschaft drehen wir das Ganze um: Sage mir, was
fur ein Material / Materialkombination in der Black Box drin ist,
und ich sage dir:

1. Ob das "Ohmsche Gesetz" Uberhaupt gilt.

2. Wie grol3 — genau in Ohm — dann der Widerstand R
sein wird, inklusive seiner T-Abhangigkeit usw.

3. Was ansonsten passieren wird, wenn man eine
Spannung anlegt.

’ Wir ndhern uns diesem sehr anspruchsvollem Programm in 3 Schritten:
1. Wir schreiben das "Ohmsche Gesetz" um auf spezifische Grof3en.
2. Wir rechnen mal aus, wie das zu den freien Elektronen in Metallen pal}t, und erarbeiten uns dabei die

Grundformel fiir alle Leitfahigkeiten.

3. Wir realisieren, daf3 eine klassischen Betrachtung frilher oder spater direkt in den Abgrund fihrt, und retten das
Ganze mit Quantentheorie und der uns bereits bekannten Fermiverteilung. Das bringt uns dann zwanglos auf
Halbleiter.

1. Schritt: Spezifische Griél3en

’ Wie schon friher ausfihrlich begriindet, sind Strom | und Spannung U aus Materialsicht inhaltslose Gro3en. Wir
nehmen stattdessen Stromdichte j und Feldstarke E. Damit wird man nicht nur frei von Grol3e und Gestalt des
Materials, sondern bekommt sogar sehr viel méchtigere Vektor beziehungen.

Damit lautet das Ohmsche Gesetz:

p=0-E

Daf die Gleichung stimmt, leiten wir uns schnell selbst her:

Fragebogen
Einfache Fragen zu 8.1

’ Fir einen Quader der Lange |, der Querschnittsflache F und dem ohmschen Widerstand R gilt dabei flr die spezifische
Leitfahigkeit o = 1/p; mit p = spezifischer Widerstand
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Wir werden selbstredend den spez. Widerstand p nie mit der Ladungsdichte p oder allgemeinen Dichten von
irgendetwas, gerne auch p genannt, verwechseln.
’ Die (spezifische, aber das lassen wir in Zukunft weg) Leitfahigkeit hat die Dimension [0] = Q~1 cm~1; der spez.
Widerstand damit [p] = Qcm. Eigentlich sollte man [0 ] = Q~1m~1 nehmen, das ist aber eher ungebrauchlich. Hier
mul3 man aber aufpassen!

Ein paar Zahlen dazu, die man wissen sollte:

p (Metall) ~ 1uQcm
p (Halbleiter) = 1Qcm
p (Isolator) ~ 1GQcm

2. Schritt: Die Grundformel fur die Leitfahigkeit

’ Bechranken wir uns erstmal auf Metalle und halten fest:
Der elektrische Strom wird von freien Elektronen getragen. Sie "flieRen" unter dem Einfluss eines elektrischen
Feldes und transportieren dadurch Ladung.

’ Definieren wir mal die durch die gedache Querschnittsflache des Leiters im Bild unten flieRenden Ladungen ganz
allgemein:

1. Der extern flieRende elektrische Strom ist die Nettozahl der Ladungen die pro Sekunde durch die
Querschnittsflache flieen. Ausgedriickt in Stromdichten haben wir

jnetto = jrot —jgrun

Bezugsebene

L

Nettostromdichte = T = =

’ Wieso ist der extern flieRende Strom eine Differenz von Partialstromen ? Weil schon ohne angelegtes elektrisches
Feld gewaltige "Stréme" durch unsere Bezugsebene fliel3en!

Die Elektronen sitzen ja nicht still, sondern rennen im Kristall herum. Deswegen redet man auch gerne vom
"Elektronengas" im Metall. In anderen Worten: Die freien Elektronen im Metallkristall verhalten sich so wie die
Luftmolektle im Raum. Sie haben (thermische) Energie und rennen wild durch die Gegend. So haben wir das schon
mal gezeichnet.

Wir wissen sogar, mit welchen mittleren Geschwindigkeiten sie das als klassische Teilchen (die sie nicht sind) tun
wirden. Wir rechnen das trotzdem aber schnell nochmals aus:

Bezugsebene

N

> %™
—_— T —

v links <v.o> rechts
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Die Elektronen rennen also auch ohne elektrisches Feld mit ziemlich hoher Geschwindigkeit wild durcheinander.
Sie stof3en dabei mit allem méglichen zusammen und andern nach einer durchschnittlichen Sto3zeit T ihre
Geschwindigkeit nach Betrag und Richtung — aber so, daf3 sich die Mittelwerte nicht &ndern, denn es gilt Energie-
und Impulserhaltung.

Zwangsweise werden eine ganze Menge pro Sekunde auch von links nach rechts durch die Bezugsebene laufen,
und ebenso zwangsweise werden genauso viele von rechts nach links laufen, falls auf beiden Seiten der
Bezugsebene exakt dieselben Verhéltnisse vorliegen.

’ Genauso ist es. Ohne zusatzliches Feld sind die beiden Partialstrome entgegegesetzt gleich grof3 — und individuell
gigantisch viel gréf3er als alles, was wir als "echten” Strom jemals herausbekommen kdnnen.
Wenn wir jetzt ein Feld in z. B. —x Richtung (von rechts nach links) einschalten, werden alle Elektronen etwas
gegen die Feldrichtung beschleunigt (nach rechts) und bekommen zu ihrer jeweiligen thermischen Geschwindigkeit
noch ein Avy Uberlagert.

Nur dieses A vy sorgt jetzt flr einen Nettostrom, denn es macht den Partialstrom von links nach rechts jetzt etwas
groRRer als den ruckflieBenden Strom von rechts nach links.

Wir nennen Avy ab jetzt die Driftgeschwindigkeit vp der Elektronen; nur auf sie kommt es an. Die
Driftgeschwindigkeit ist im Vergleich zur mittleren thermischen Geschwndigkeit sehr, sehr klein.
’ Da die Driftgeschwindigkeit aber den Nettoeffekt direkt beschreibt, kénnen wir sie nehmen, um jetzt auszurechnen, wie
groR die Stromdichte bei einer gegebenen Zahl von Elektronen und ihrer Driftgeschwindigkeit ist.

Wir haben: Stromdichte j = Zahl N der Elektronen mit der Ladung g = —e, die wahrend der Zeit t durch die
Querschnittsflache F flieRBen, oder

’ Die Zahl N ist bléd, wir nehmen lieber die Dichte n = N/V .

Dazu missen wir das passende Volumen V = F - | so definieren, dal3 es gerade die richtig Zahl N an
Ladungstragern enthalt. Das heilt, die Lange | mulR so gewahlt werden, daR alle Elektronen, die maximal | von der
Bezugsebene weg waren, wahrend der Zeit t noch durchflieen kénnen.

Das ist nun leicht. Wir miissen nur ansetzen:

Fertig: Einsetzen (und, zwecks gréf3erer Allgemeinheit, Ersetzen von —e fiir Elektronen durch q = irgendeine
Ladung) ergibt:

g-N q-n-V g-n-F-I g-n-F-vp-t

F-t F-t F-t F-t

’ Das ist in exzessivem Detail gezeigt, denn es ist wichtig! Was rauskommit, ist:

I =9-n-Vo

’ Das ist eine sehr allgemeine, sehr einfache und sehr wichtige Gleichung. Sie koppelt eine elektrische Stromdichte mit
einem aus welchen Grinden auch immer mechanisch flieRenden Teilchenstrom.

Alles, was wir jetzt noch tun missen, ist, diese Gleichung mit dem Ohmschen Gesetz von oben zu vergleichen. Wir
erhalten
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’ Als Konsequenz ergibt sich fur die Leitfahigkeit o

qg-n-vp
g = = constant

E

’ Falls das Ohmsche Gesetz gilt, ist o eine Konstante, und das bedeutet dann notwendigerweise, dal

VD
— = constant
E

Das ist eine weitere sehr einfache, aber weitreichende Gleichung. Sie sagt etwas aus Uber Ursache (elektrisches
Feld) und Wirkung (Driftgeschwindigkeit); insbesondere sagt sie, dal trotz konstanter Kraft (F = q - E ) auf die
Teilchen, und damit konstanter Beschleunigung (a = F/m), die im Mittel erreichte Geschwindigkeit (= vp ) konstant
sein mul3. Sonst gibt es kein Ohmsches Gesetz!

Sowas gibt es klassisch eigentlich nur, wenn Reibung vorliegt. Wir schauen uns das auch gleich noch genauer an.

’ Die Bedingung vp/E = constant muf fir alle Materialien, die ohmsches Verhalten zeigen, erflillt sein. Das sind eine
ganze Menge, deswegen geben wir dieser GréRRe einen eigenen Namen:

VD

— =
E

= Beweglichkeit = wichtige Materialkonstante

Die Beweglichkeit p der Ladungstrager hat die Einheit [p] = (m/s)/(V/m) = m2/(V - s).

’ Die Beweglichkeit ist ein sehr wichtiger Materialparameter! Die moderne Mikroelektronik, Optoelektronik, Solarik usw.
dreht sich immer auch um die Beweglichkeit; oft ist es der Uberragende Materialparameter fir moderne Anwendungen!

’ Mit der Beweglichkeit kénnen wir jetzt die allgemeinste Gleichung oder Grundgleichung fiir die Leitféahigkeit angeben:

G:q.n.u

’ In Worten: Die spez. Leitfahigkeit eines beliebigen Materials ist einfach das Produkt aus der Dichte n der beweglichen
Ladungstrager, ihrer Ladung q, und ihrer Beweglichkeit .

Sollte in einem Material Gberall und zu jeder Zeit in Bezug auf das elektrische Feld gelten: n = const. und p =
const. —dann, und nur dann, gilt auch das Ohmsche Gesetz in der Form U = RI. Sonst wird's komplizierter.

Insbesondere setzt u = const. voraus, daR die Driftgeschwindigkeit linear mit der Feldstérke ansteigt. Das ist flr
kleine Felder der Fall; fir grol3e steigt sie nicht weiter an, sondern geht in Sattigung (wobei es vom jeweiligen
Material abhangt, was "grof3" in diesem Zusammenhang bedeutet).

’ Um die Frage 2 von oben jetzt abzuhaken, missen wir nur noch (haha) die Ladungstragerdichten und die Beweglichkeit
berechnen. Und das nur aus der Kenntnis der Kristallstruktur und der Defekte in dem Kristall.

Das ist nicht so ganz einfach — aber es geht! Zu bedenken ist, daf} o tUber einen extrem grof3en Bereich variiert —
und das mufd man erst mal in der Theorie nachvollziehen kénnen!

’ Um mit den neuen Begriffen aber erstmal etwas vertraut zu werden, machen wir eine Ubungsaufgabe.

Ubung 8.1-1

Bestimme Zahlen fir pund vp

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 8.1.1
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8.1.2 Mittlere freie Weglange, Stof3zeit und Beweglichkeit

Elektronen und StoRe

’ Wir wollen's kurz machen und schauen uns gleich mal das erste Bild an.

Von links kommt ein (freies) Elektron in irgendeinem Metall geflogen,
es hat irgendeine konstante Geschwindigkeit vy in +x-Richtung.

Zur Zeitty andert es abrupt seine Geschwindigkeit, es fliegt zwar
weiterhin in +x Richtung, aber langsamer.

Im Laufe der Zeit wiederholt sich das so im Mittel alle T Sekunden;
manchmal lauft es jetzt auch rickwarts (—x-Richtung).

Das ist schlicht das eindimensionale Bild eines statistisch

Va herumirrenden Elektrons, also eines "random walk" Elektrons mit einer
mittleren vektoriellen Geschwindigkeit <v>= 0, aber durchaus
betrachtlicher mittlerer skalarer Geschwindigkeit |v| = 0 — so im km/s-
Bereich.

’ Was passiert bei t; und dann immer wieder nach rund und roh T Sekunden? Einfach: Das Elektron stdf3t mit "etwas"
zusammen und fliegt danach mit gedndertem Impuls und Energie weiter.

Die Frage ist natirlich: Wer oder was kommt als Sto3partner fir Elektronen in Frage? Schau'n mer mal:

1. Die Atome des Kiristalls? Erstmal nein, denn sie haben die freien Elektronen abgegeben und sind nicht mehr
an ihnen interessiert. (Eine tiefere Begriindung dafiir wird es im folgenden Unterkapitel geben.)

2. Die anderen Elektronen? Erstmal nein, denn die Elektronen gehen sich gegenseitig aus dem Weg. Ein
biRchen was geht zwar immer, aber Elektron-Elektron-Stéf3e sind nicht so wichtig.

3. Defekte im Kristall, d. h. falsche Atome, Versetzungen, Korngrenzen usw.? Ja! Defekte sind in der Tat
effiziente Stol3partner!

4. Die Temperatur? Ja — blof3: Wie sto3t man sich mit der Temperatur? Nun ja — T ist ein Mal fur die innere
Energie, und die sitzt in den Schwingungen der Atome. Mit Atomen, die nicht still auf ihrem Gitterplatz
sitzen, sondern durch ihre Bewegung die Symmetrie des Gitters stéren, kann sich ein Elektron stof3en.

In der Tat: Die thermischen Vibrationen der Atome (die man in "gequantelter" Form gerne auch Phononen nennt),
streuen "per Stol3" die im Kristall herumflitzenden Elektronen. Das wird offenbar um so heftiger, je heiRer der
Kristall ist.

’ OK — das obige Bild ist jetzt klar. Fur den nachsten Schritt lassen wir erst mal alles, wie es ist, schalten aber jetzt noch
ein elektrisches Feld ein, das die Elektronen nach rechts beschleunigt. Was wir dann erhalten werden, sieht so aus:

Solange das Elektron friedlich vor sich hin fliegt, wird es jetzt
beschleunigt, d. h. seine Geschwindigkeit in +x -Richtung steigt linear.
Beim Stol3 verliert es véllig "das Gedachtnis", und alles fangt wieder
von vorne an.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit in +x -Richtung wird jetzt etwas
groler sein als in —x-Richtung; wir haben <v>+ 0 = vpyift.

Allerdings sind das in der Realitat so kleine Effekte, daf3 sie auf einer
malstabsgetreuen Zeichnung gar nicht auffallen wirden.

’ Wir kdnnen die Zeichnung jetzt radikal vereinfachen, indem wir alles, was sich zu null mittelt, von vornherein weglassen.
Das sieht dann so aus:

Was bleibt, ist ein gewisser Geschwindigkeitszuwachs zwischen den
StoRen mit dem vektoriellen Mittelwert vpyift oder

vp = Driftgeschwindigkeit.

AuRerdem kénnen wir, wie oben schon angedeutet, eine mittlere
e = =N StoRzeit T definieren, halt die mittlere Zeit zwischen zwei StéRRen.
(Genau genommen ist es die halbe Zeit zwischen den StéRen; mehr
dazu weiter unten.)
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Damit verbunden ist dann automatisch noch eine mittlere freie
Weglange | =v - T; mit v = Gesamtgeschwindigkeit (skalarer
Mittelwert) des Elektrons.

’ Was hat das nun alles mit der Leitfahigkeit und der Beweglichkeit zu tun?

Beweglichkeit und Stolie

’ Wir schreiben einfach mal das Newtonsche Grundgesetz fir ein friedlich seines Weges ziehenden Elektron hin:

dv Av VD
m- — =m- — =m- — =F=gq-E
dt At T
q-E-T
= VD =
m

Das dyv/dt haben wir einfach durch den mittleren Zugewinn an Geschwindigkeit = vp in der Zeitdifferenz T
ausgedruckt (und das klappt nur, wenn T die mittlere halbe Zeit zwischen den Sté3en ist). Das darf man, solange
alles linear ist. Wir erhalten damit die angegebene Gleichung fur die Driftgeschwindigkeit vp.

Damit folgt unmittelbar:

Die Beweglichkeit | ist also letztlich nichts anderes als die Stofl3zeit T in Verkleidung. Da Stof3zeit und mittlere freie
Weglange | linear gekoppelt sind, kdnnen wir auch sagen, daf? die Beweglichkeit direkt mit | skaliert.

’ Das ist eine ganz schlechte Nachricht fir ET&IT-Ingenieure!

Bei Raumtemperatur gibt es selbst in einem perfekten Kristall noch die unvermeidbaren St63e mit den "Phononen”,
den thermischen Gitterschwingungen. Damit kann die Beweglichkeit auch im perfekten Kristall (bei RT) nie beliebig
grol3 werden. Die Ladungstragerdichte ist schlicht durch das Material gegeben — rund und roh ein bis maximal
einige wenige Elektronen pro (Metall-)Atom — und damit liegt o = q - n - p fur den perfekten Kristall erst mal fest.

Ist dieser Wert fiir ein gegebenes Material nicht gut genug, versagt der Ubliche Trick der Materialwissenschatftler:
Wirf noch dieses oder jenes rein (mach Legierungen). Denn was immer man tut, man erzeugt Defekte, und jeder
Defekt wird die Beweglichkeit bestenfalls gar nicht &ndern, aber im Zweifel immer nur kleiner machen! Damit geht
die Leitfahigkeit relativ zum perfekten Kristall immer nur runter!

Leider sind auch die besten Leitfahigkeiten von Materialien wie Cu oder Ag nicht gut genug fir moderne ET&IT-
Produkte wie Mikrochips oder Solarzellen. Um trotzdem erfolgreich zu sein, braucht's jede Menge Gehirnschmalz
(und sehr viel Geld).

’ Im Grunde kénnen wir jetzt anfangen zu rechnen. Das tun wir auch mal — in einer Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe
Aufgabe 8.1-2

Es lohnt sich, die Aufgaben mal anzuschauen — insbesondere den Teil Uber die mittlere freie Weglange, denn:

Es kommt Unsinn raus!
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Der Zusammenbruch der klassischen Sichtweise

¥ Was haben wir falsch gemacht?

Wir haben klassisch gerechnet und die mittlere Geschwindigkeit eines Elektrons aus dem Gleichverteilungssatz
bestimmt. Das darf man nicht!

Fur ein typisches Metall mit einem spez. Widerstand im Bereich von udcm erhélt man klassisch mittlere freie
Weglangen im Nanometer-Bereich — und das ist Unsinn!

’ Die mdglichen StoRRpartner fur Elektronen (z. B. Defekte) mussen bei sehr guter Leitfahigkeit sehr viel weiter
auseinanderliegen als wenige Gitterkonstanten; wir liegen mindestens um einen Faktor 100 daneben!

Wir haben aber klassisch gesehen nichts falsch gemacht. Alle Formeln stimmen — auch dann noch, wenn mehrere
Nobelpreistrager das beliebig verkomplizieren. Klassisch ist hier nichts zu retten.

Quantenmechanisch schon! Wir haben nur zu bertcksichtigen, daf’ Elektronen Fermionen sind und dem Pauli-
Prinzip unterliegen! In anderen Worten:

Der Gleichverteilungssatz gilt nicht
fur Fermionen!

Das haben wir tbrigens schon gelernt — unter diesem Link mal nachsehen.

’ Im n&chsten Modul schauen wir uns die Lage dann aber "richtig" an.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 8.1.2
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8.1.3 Die elektrische Leitfahigkeit — jetzt aber richtig

Energiebander und Leitfahigkeit

’ Schauen wir uns jetzt die Lage "richtig" an. Was wir bei einem Metall haben, sieht erstmal so aus:

ZahlPlitze=  Wahrscheinlichkeit
Zustmdsdichte

ic
Fiir Besetzung

E 0 % 1

— f(E)
%’Eé_‘

Der linke Teil sollte uns bekannt vorkommen. Das ist das "Kristallmodell", das wir fir den besonders einfachen Na-
Modellkristall erhalten haben, wenn wir die individuellen Potentialtdpfe der Na-Atome fiir ihre Elektronen tberlagern.
Das oberste Niveau, mit gerademal einem Elektron besetzt, musste aufspalten, damit jetzt viele Elektronen Platz
haben — jedes in einem wohldefinierten Zustand, anders von den anderen

Den rechten Teil hatten wir auch schon - wenn auch in anderer Form. Wir haben statt der extrem vielen und dicht

benachtbarten Energieniveaus im linken Teil des Bildes das gesamte "Energieband" jetzt einfach durch seine

Zustandsdichte ersetzt, also durch die Zahl der Platze oder Zustande, die es Elektronen pro Energieintervall (und
3 .

cm®) bietet.

Wie die Zustandsdichte im Falle des Na-Kristalls genau aussieht wissen wir nicht; ist aber fir das Folgende aber
auch egal. Was wir jedoch wissen ist, dass es genau doppelt so viel Zustande wie Elektronen gibt. Denn auf jedem
3s-Niveau ("3s" kennzeichnet die passende Lésung der Schrédingergleichung, also einen Zustand!) haben zwei
Elektronen Platz — eines mit Spin rauf, eines mit Spin runter. Wir haben aber nur eines zu vergeben. Beim Koppeln
von zwei Atomen entstehen zwei neue Zustande oder Energieniveaus, beim Koppeln von N Atomen dann N — beim
Na hier immer doppelt so viele Zustédnde wie Elektronen.

Es kdnnen beim Na also immer nur die Halfte der Zustande besetzt sein. Wie vorhandene Zusténde besetzt
werden, regelt die Fermi-Verteilung — so wie fir eine endliche Temperatur eingezeichnet .

’ Viel Worte um eine im Grunde simple Sache. Schauen wir uns das leicht modifizierte Prinzipbild dazu nochmals an

AET) (E,

1 10 1

Bstale 5

[
I
[ > E 0 — » £
0 B 0 Ey
Saule = Zustand
10 Pliitzel Zustd.

Wir haben Zustande (= Saulen) mit je 10 Platzen pro Zustand Uber die Energieachse. Die Zustandsdichte in diesem
Beispiel ist also tberall "10". Insgesamt verteilen wir 90 Elektronen auf die (im Prinzip, wenn's immer so weitergeht
o viel) verfligbaren Platze.

Die Fermiverteilung (rote Kurve) gibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Platz besetzt ist. Die Fermienergie EF war bei
der Energie des bei T = 0 K letzten besetzten Platzes (beim Na oben wére das entsprechend so ungefahr in der
Mitte des Bandes) oder, eleganter, beim Wert f(E; Eg,T) = ¥2. So ist sie oben eingezeichnet.
’ Jetzt kommt die entscheidende Frage: Im Prinzipbild oben haben wir 90 Elektronen. Wieviele tragen zur Leitfahigkeit bei
T=0K bei?
Antwort: Gerade mal 10! Nur die Jungs auf den energetisch hdchsten Platzen! Warum wohl?

Einfach: Die energetisch tieferen Elektronen kénnen nichts "machen ". Elektronen "machen" nur dann was, wenn
sie von ihrem definierten Zustand auf einen neuen definierten Zustand ibergehen, d. h. ihren Zustand andern . Im

elektrischen Feld "Fahrt aufnehmen” heil3t aber, auf einen Zustand mit hoherer Energie uberzugehen. Damit das

geschehen kann, muss aber der energetisch nachst hohere Zustand frei sein.

In anderen Worten: Nur Elektronen, die um sich herum unbesetzte Zustande finden, kénnen Uberhaupt "was tun".
Der Rest tut nichts!

’ Wir sehen sofort das generelle Prinzip:

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 258



Nur Elektronen im
Aufweichungsbereich der Fermiverteilung
sind "handlungsfahig"

’ Fertig. Wir stellen dazu fest:

1. Die Elektronen an der Fermikante kdnnen niemals ganz kleine Energien haben, wie vom Gleichverteilungssatz fur
tiefe Temperaturen gefordert. Unter die Energie Eg kdnnen sie nicht sinken. Das bedeutet schlicht, dass sie sehr
viel schneller im Kristall herumrennen, als vom Gleichverteilungssatz insinuiert.

2. Wir koénnen fur die Berechnung der Leitfahigkeit nicht einfach die Dichte aller (nominell freien) Elektronen
nehmen, wir missen schon genauer hinschauen! Denn nur einige wenige an der "Fermikante" sind auserwahlt —
wieviele genau, hangt von den Feinheiten der Bandstruktur ab.

’ Damit sind wir beim Stichwort. Wir notieren mal:

Die Bandstruktur der Elektronen
in einem Kristall
bestimmt die elektronischen Eigenschaften

Das wird der Ausgangspunkt fir die gesamte Halbleiterei, deswegen schauen wir uns das jetzt mal genauer an.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 8.1.3
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8.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 8.1: Leitfahigkeit, Ladungstragerdichte und Beweglichkeit

’ Das Ohmsche Gesetz ist nur sinnvoll fir spezifische Groéf3en:
| = Stromdichte
E = Feldstarke .

Wesentliche Materialkonstante ist: Leitfahigkeit o oder spez.
Widerstand p.

’ Typische Werte sind wichtig!

Man muss mit den ca. 1 uQcm guter reiner Metalle (Ag, Cu) leben,
man kann sie immer nur verschlechtern (Defekte , Legieren, ...), aber
nie besser machen.

’ Elektrische Stromdichte ist ein Nettostrom geladener Teilchen, gegeben
durch Zahl der Ladungen = Teilchen, die pro Sekunde mit einer mittleren
Nettogeschwindigkeit v p durch einen cm? flieRen.

Das laRt sich immer so schreiben =

Die Driftgeschwindigkeit vp, verursacht durch das elektrische Feld,
ist aber extrem klein gegentber der mittleren thermischen
Geschwindigkeit Vtherm

Fur die Leitfahigkeit ergibt sich sofort =

Damit ist ein neuer, sehr wichtiger Materialparameter, die
Beweglichkeit p definiert.

Das Ohmsche Gesetz ist nun hergeleitet, in der "Materialform"
schreibt es sich =

’ Die Dichten npet der Ladungstrager in Metallen n pmet und Isolatoren niso
sind von der Grof3enordnung her bekannt: Ungeféhr Dichte Atome bzw
um Null.

Es bleibt, die Beweglichkeit p zu bestimmen

Bei Halbleitern ist nHgp noch nicht klar, hier brauchen wir nyg)p und
MHalb-

’ Eine relativ simple Betrachtung des Herumwuselns von Elektronen in
Kristallen ergibt folgende Beziehungen:

StoRe zwischen Elektronen und den den Haupstol3partner
"Phononen" = Trager der thermischen Energie = anderes Wort flir
(quantisierte) Gitterschwingungen und Kristallgitterdefekten
(Fremdatomen, Korngrenzen, Versetzungen, Ausscheidungen, ...)
sorgen fir eine im Mittel konstante Driftgeschwindigkeit.

Charakteristische Parameter dazu sind die (mittlere) Stof3zeit T und
die mittlere freie Weglange | = vT.

Die Beweglichkeit ist dann direkt gegeben (d.h. proportional) zu | =
vT oder T. (Formel muss man nicht wissen).

’ Die Temperatur bestimmt klassisch sowohl v (iiber ¥2amv?2 = 3/2 kgT) als
auch (Uber StoRe mit "Phononen") zum Teil die Beweglichkeit.
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— = M =constant

E

NMmet = Atome
Niso ~0

Vix  Beschleunigung im Feld

v Stofizeit; freic Weglange
x

Es kommt Unsinn raus!




Fur eine gegebene Elektronendichte (z. B. typisches Metall) und eine

gemessene Leitfahigkeit kann man damit alle Gré3en ausrechnen,
aber = Pauli-Prinzip!

Elektronen kdnnen nicht mit beliebigen Geschwindigkeiten = Energie

= Zustanden existieren; sie kdnnen z. B. nicht alle bei T=0 K Der Gleichverteilungssatz
bewegungslos sein. gilt nicht
Trotzdem behalten alle obigen Formeln auRer ¥2mv2 = 3/2 kgT auch fir Fermionen!

in der nachfolgenden "richtigen” Betrachung ihre Bedeutung — wir

mussen nur die Geschwindigkeit richtig bestimmen.

’ Wir missen die moglichen Zusténde fur Elektronen (in Metallen) und die Besetzung dieser Zusténde als Funktion der
Temperatur betrachten Das nachfolgende Bild enthélt die relevante Information:

Zahl PFitze = ‘Wahrscheinlichkeit
Zustandsdichte Fiir Besetzung

D(E) . O % 1
e } /

f(E)

Die Elektronenzustande im Metall (Kristall!) formen ein "Band" wie
bereits bekannt und hier nochmal gezeigt. Zustandsdichte D(E) - dE = Zahl
der Zustande

bei E im Intervall dE

pro cm3

Von Interesse sind die moglichen Energieniveaus im Band (= richtige
Energie der herumwuselnden Elektronen). Das wird am einfachsten
durch den neuen Begriff Zustandsdichte erfal3t.

Entscheidend ist, welche Zustande mit Elektronen besetzt sind. Das
regelt die (bereits bekannte) Fermi-Verteilung.

’ Nur Elektronen im "Aufweichungsbereich" der Fermiverteilung sind
"handlungsféhig", d. h. nur sie kénnen auf elektrische Felder durch Die Bandstruktur der
Zustandsanderung reagieren. Elektronen

In anderen Bereichen gibt es entweder keine Elektronen (z. B. hohe in einem Kristall, d. h. D(E),

Energie) oder sie haben keine freien Platze in der Nachbarschaft bestimmt die elektronischen

(kleine Energiedifferenz), auf die sich "andern" kénnten. Ej haften!
Igenscharten!

Damit folgt eine weitreichende Aussage =
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8.2 Elektronenwellen und Bandstruktur

8.2.1 Elektronenwellen im idealen Kristall

Mehr zu Bandern

’ Wir hatten auRer dem Fall des Na-Kristalls noch ein weiteres Beispiel zu den Effekten, die beim Uberlagern der
Elektronenpotentiale in Atomen auftreten, und den hatten wir uns beim Silizium angeschaut:

| Biinder
r

[Tty etef]

Lokalisierte
Zustinde

Es ist hier leicht modifiziert gezeigt. Um Zeichenarbeit zu sparen, malen wir zukiinftig nur noch den interessanten
Teil — nur die Bander, die die (im Prinzip beweglichen) Elektronen enthalten, oder aber auch ganz leer sein kénnen.
Den Rest lassen wir weg, elektrisch sind die am Atom lokalisierten Elektronen sowieso "tot"; sie kénnen nichts tun.

Im Bild oben iberlagern sich die letzten besetzten Zustande des einzelnen Si-Atoms (die sind vom Typ 3sp3) so,
dal3 zwei durch eine Energieliicke der Gro3e 1,1 eV getrennte Ba&nder entstehen. Wer mal genauer sehen will, wie
das geht, betatigt den Link.

’ Warum macht Si (und Ge und GaAs, und ...) so was? Nun ja — warum eigentlich nicht?
Wir haben bisher keinerlei Hinweise darauf, was genau passiert, wenn Energieniveaus fir Elektronen von Herrn Pauli

gezwungen werden aufzuspalten. Wir werden gleich ohne gro3e Rechnungen (um ein paar kleinere kommen wir
nicht herum) noch einiges dazu lernen; hier nehmen wir aber schon mal zur Kenntnis:

(Fast) Nichts ist unmaoglich!
E. Schrodinger

Eine Bandliicke, d. h. ein Bereich auf der Energieachse mit Zustandsdichte = null, kann bei der Uberlagerung von
Atomzustanden auftreten; die Grol3e der Energiellicke kann Bruchteile von eV oder mehrere eV betragen.

Da wir das selbst nicht ausrechnen kénnen, nehmen wir einfach mal hin, daf3 andere das kénnen und getan haben;
im Zweifel hat man es gemessen. Wir nehmen au3erdem auch noch zur Kenntnis, daf3 typischerweise in einem
Band alle Elektronen Platz haben, die unterzubringen sind, oder sogar doppelt so viele.

’ Damit kdnnten wir jetzt bereits alle Materialien bezuglich ihrer Leitereigenschaften klassifizieren. Das ist aber nicht
die einzige Eigenschaft, die aus der Bandstruktur folgt, daher wollen wir noch etwas in die Tiefe gehen; auf die
Leitereigenschaften kommen wir erst im nachsten Unterkapitel zurtick.

Freies Elektronengas und Beugung am Kristallgitter

’ Um zu klaren, wie die so Uberaus wichtige Bandstruktur zustandekommt, sind die Elektronen vollquantenmechanisch
zu behandeln — d. h. als Wellen zu beschreiben; die zugehérige Wellengleichung ist die Schrddingergleichung.

Die Schrodingergleichung kann alles beschreiben, woflir man das Potential angeben kann. Bislang hatten wir den
allereinfachsten Fall besprochen: ein homogenes Kastenpotential, in dem Elektronen eingesperrt sind (siehe
Ubungsaufgabe 2.3-1).

Als Losungen ergeben sich ebene Wellen mit Wellenvektor k, der die Rolle einer Quantenzahl hat. Die zugehdrigen
Energie-Eigenwerte (Gesamtenergie E) sind (quasi-)kontinuierlich verteilt, wobei die Energie proportional zu

k|2 =: k2 ist; der Proportionalitatsfaktor ist der Term 12/(2m) aus der Schrédingergleichung, so daf E = Bi2k2/
(2m).

Dies entspricht freien Teilchen, denn fiir solche ergibt sich mit dem Impuls p = lik (nach Herrn de Broglie) die
kinetische Energie zu

Ekin =Y¥2mv2 =p2/(2 m) = H2k2/2m)=E
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Das bedeutet, daR die gesamte Energie der Elektronen, wie sie anhand der Schrédingergleichung berechnet wurde,
als kinetische Energie vorliegt — und das ist nur bei freien Teilchen der Fall. Denn sobald potentielle Energie beteiligt
ist, geht diese auf irgendeine permanente Wechselwirkung zurlick — was bedeutet, dal3 die Teilchen nicht véllig frei
sind.

’ Feine Sache — aber was soll das mit unseren Leitungsband- und Valenzbandelektronen zu tun haben? Die sind ja alles
andere als frei, denn zum einen sind sie im Kristall eingesperrt, zum anderen sind ihnen die Atome im Weg, und mit
denen kdnnen sie wechselwirken.

’ Den ersten Einwand, dal3 unsere Elektronen im Kristall eingesperrt sind, haben wir bereits abgehandelt: Das
Kastenpotential entspricht ja gerade dem Kristall als "Elektronenkéafig"; nur innerhalb des Kristalls verhalten sich die
Elektronen wie freie Teilchen. Um den zweiten Einwand, daf} da standig Atome im Weg sind, miissen wir uns nun
kimmern.

Zum Gluck ist das wegen der Symmetrie des Kristalls kein gro3es Problem: Innerhalb des Kristalls weist das
Potential dort, wo die Atome sitzen, den bekannten atomaren Potentialtrichter auf; oben war es fur Silizium noch
einmal gezeigt. Weil es sich um einen Kristall handelt, sind diese Potentialtrichter periodisch angeordnet, und daher
ist das Potential in der Schrodingergleichung periodisch; diese Periodizitat wiederum tbertragt sich auf die Losung
der Schrodingergleichung.

Die Lésung der Schrédingergleichung ist bekanntlich die gesuchte Wellenfunktion. Bei den freien Elektronen sind
das ebene Wellen, und diese ebenen Wellen sind bereits periodisch. Durch das periodische Potential werden sie
nur leicht modifiziert; diese modifizierten ebenen Wellen sind als Bloch-Funktionen bekannt. (Wer Naheres dazu
erfahren mochte, betétigt diesen Link; der Rest braucht sich nicht mal den Namen zu merken.)

Das Fazit ist an dieser Stelle einfach, daR die freien Elektronen eine gute Naherung fir die tatsachlich im Kristall
befindlichen Leitungselektronen darstellen. Man spricht daher immer von den Leitungselektronen im Kristall als
guasi-freien Elektronen.

’ Halt: Es ist zwar einerseits sehr erfreulich, dal® man mit der Vorstellung von (quasi-)freien Elektronen so weit kommt, es
kann aber noch nicht der Weisheit letzter SchluR3 sein, denn eine Welle, die sich durch eine periodische Struktur
bewegt, wird daran gebeugt — und das gilt auch fir Elektronen.

Zur Erinnerung hier noch mal das Bildchen dazu:

Licht Elektronen

Kristall Bildschirm

Beugung von Licht am optischen Gitter Beugung von Materiewellen am Kristallgitter

’ Wir kommen also nicht umhin, die Beugung am Kristallgitter naher zu betrachten — denn auch die Elektronen, die sich
im Kristallgitter befinden, werden an demselben gebeugt.

Wir gehen aber nicht voll quantitativ vor und l16sen die Schrodingergleichung fur ein periodische Potential, das die
reale Situation in einem Kristall widerspiegelt, denn der dazu nétige Aufwand ist erheblich. Fiir unsere Zwecke reicht
es, die Lage mehr qualitativ zu betrachten, d. h. mit méglichst wenigen Anderungen im Vergleich zum freien
Elektronengas.

Dazu denken wir uns zwar ein periodisches Potential eingeschaltet, aber nur ein ganz kleines. So klein, daf wir nur
mit kleinen Korrekturen zu den Lésungen flr ein konstantes Potential zu rechnen haben, aber nicht mit
grundséatzlich neuen Dingen. Wir betrachten dabei ausschlie3lich die generellen Effekte, die durch Beugung
zustandekommen.

Und wir nutzen vor allem aus, daf3 wir etwas Periodisches (eine Welle) an etwas Periodischem (dem Kristallgitter)
beugen — dazu gibt es n&mlich bereits eine recht tbersichtliche Theorie.

Die Bragg-Bedingung der Beugung

’ Bei der Beugung von Wellen interessiert man sich letztlich nur fir die Falle konstruktiver Interferenz der von den
Atomen ausgesandten Sekundarwellen, die, einzeln betrachtet, Kugelwellen sind. (Die einfallende Welle, die an den
Atomen gestreut wird, ist die Primarwelle.)

Damit ist klar: Es kommt auf den Gangunterschied zwischen den Sekundéarwellen an, und weil wir an etwas
Periodischem (dem Kristallgitter) beugen, kann die Interferenz nur dann konstruktiv sein, wenn der Gangunterschied
fur alle Atome einer Netzebene den gleichen Wert hat.
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Die Erfahrung sagt, daf3 dann das Reflexionsgesetz "Ausfallswinkel = Einfallswinkel" gilt. Als Erklarung daftr soll
hier ein Plausibilititsargument genligen (die volle Mathematik wéare zu aufwendig): Andere Ausfallswinkel treten
nicht auf, weil in diesen anderen Richtungen gestreute Wellen mit allen mdglichen Phasen auftreten; addieren wir
die auf, ist das Resultat = 0.

Also konkret: Die Primérwelle sei eine ebene Welle mit Wellenvektor k, und es existiere aufgrund konstruktiver
Interferenz eine Sekundarwelle mit Wellenvektor k' — wie in der folgenden Abbildung gezeigt (durch die Symmetrie
haben wir in der Zeichnung das Reflexionsgesetz bereits bertcksichtigt):

%%)// s \.\\\\\7"’
<|L T 37Nmmﬂ.ﬂ.

1]
>Amme

K’

Bragg-Bedingung erfillt: Sekundarwelle aufgrund konstruktiver Interferenz

Der Netzebenenabstand ist dhk|; wir kbnnen ihn leicht aus den Miller-Indizes berechnen. Der Gangunterschied
zwischen Wellen, die an benachbarten Netzebenen gestreut wurden, betragt 2b; er hangt tiber den Winkel © mit
dem Netzebenenabstand zusammen. Wie hangen diese Gréf3en im Fall konstruktiver Interferenz mit der
Wellenlange Ader zu streuenden Welle zusammen?

Das ist einfach: Konstruktive Interferenz tritt dann und nur dann auf, wenn der Gangunterschied 2b zwischen den an
zwei benachbarten Netzebenen gestreuten Wellen genau ein Vielfaches der Wellenlange A betragt. Also:

2-b =n-A n=1, 2, 3, ...

(op
1

dhk| - Sin®

Damit ergibt sich fiir den spezifischen Winkel ©g, bei dem (und nur bei dem) Reflexion stattfindet, die gesuchte
Bragg-Bedingung:

2-dpkl-sin@g = n-A
n-A

sin@g =
2 - dhi

’ Eine simple, aber bemerkenswerte Gleichung! Bemerkenswert ist vor allem dies:

Wenn die Bragg-Bedingung nicht erflllt wird, lauft die Welle unverandert durch den Kristall. Das bedeutet, dal ein
Elektron mit einer solchen Ausbreitungsrichtung dann nichts von den anwesenden Atomen spuirt!

Farn - A > 2 - dphkl kénnen keine Losungen existieren, d. h. fir Wellenlangen, die gréRer sind als zweimal die
Gitterkonstante a, gibt es schlicht keine Mdglichkeit der konstruktiven Interferenz (denn das gréf3tmaogliche dnk) = a
haben wir furr die {100}-Ebene). Auch ein solches Elektron spirt nichts von den Atomen.

Wie wir bald sehen werden, betrifft dieses Nichts-von-den-Atomen-Spiren praktisch alle fir uns relevanten
Leitungselektronen!
’ AuRerdem gilt offenbar, daf3 eine Ebenenschar viele Sekundarwellen hervorrufen kann — je nachdem, welche ganze Zahl
n wir wahlen.
Letzteres kdnnen wir aber auch anders interpretieren, indem wir das n dem dpk| zuordnen: Firn =1, 2, 3, ...
kénnen wir auch dhk| , Y2dhki, (1/3)dhk| usw. schreiben.

Die Sekundarwelle 2. Ordnung (d. h. die fir n = 2) schreiben wir damit nicht der Ebenenschar {hkl} zu, sondern der
Schar {2h 2k 21}, die Sekundarwelle 3. Ordnung (d. h. die fur n = 3) der Schar {3h 3k 3I} usw. Auch deswegen
wurde bei der Einfiihrung der Miller-Indizes das "Kirzen" nicht erlaubt, d. h. wir unterscheiden zwischen der {111}-
Ebene und der {222}-Ebene usw.
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Die Bragg-Bedingung in Vektorschreibweise

’ Das Bragg-Gesetz in obiger Formulierung ist eine Skalargleichung, in der statt dem Wellenvektor die skalare
Wellenlange steht. Eine Vektorgleichung ware automatisch sehr viel allgemeiner und méachtiger; wir wollen deshalb jetzt
das Bragg-Gesetz auf Wellenvektoren umschreiben. Das machen wir zunachst etwas unmathematisch durch eine
Plausibilitatsbetrachtung.

Dazu betrachten wir nochmals das obige Prinzipbild: Wir haben eine einfallende Welle, vollstéandig charakterisiert
durch ihren Wellenvektor k (und die hier uninteressante Amplitude), und eine gebeugte Welle mit k'. Da wir nur
elastische Streuung betrachten, d. h. keine Energiednderungen zulassen, gilt immer

Eine Vektorbeziehung zwischen k und k' kann dann im einfachsten Fall zum Beispiel so aussehen:

k-k =6

Dabei ist G ein zunéchst noch undefinierter Vektor, in dem "irgendwie" das Gitter steckt, an dem die Welle gebeugt
wird. Da die Wellenvektoren aber nicht im "normalen" Raum definiert sind (denn sie sind vom Typus "1 / Ladnge" und
haben die MaReinheit m~—1), ist auch G ein Vektor in diesem "anderen Raum".

’ Falls wir den Vektor G immer so definieren kdnnen, daf3 fir ein gegebenes Gitter alle Varianten der skalaren Bragg-
Bedingung erfillt sind, haben wir die gesuchte Vektorformulierung gefunden.

Das ist einfach. Wir miissen nur die Vektorgleichung in Komponenten hinschreiben, um sofort zu sehen, wie sich G
bestimmt. Das folgende Bild hilft dabei:

Wir wollen die Situation méglichst einfach beschreiben und wahlen dazu das Koordinatensystem méglichst giinstig.
Als z-Richtung nehmen wir die Senkrechte auf der betrachteten Ebenenschar, und die x-Richtung legen wir in die
Richtung, in der k von der Senkrechten abweicht.

Wegen des Reflexionsgesetzes gilt fur die Komponenten von G offenbar (da die y-Komponente keine Rolle spielt,
lassen wir sie komplett weq):

(&)= () - (8 )= (eamodeomo )= (aclioo )

Fur sin® verwenden wir die bereits abgeleitete skalare Bragg-Bedingung (siehe oben) mit n = 1, weil wir uns hier auf
die Ebenenschar {hkl} beziehen (fir n > 1 bezégen wir uns auf Zwischenebenen, siehe oben). AuRerdem ersetzen
wir die Wellenlange via A = 211/|k| = 21/k und erhalten so fiur die z-Komponente des Vektors G
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A 21 21
Gz = 2k-sin®6 = 2k- = k- =
2 - dhki k - dhki dhki

’ Die Bragg-Bedingung lautet in vektorieller Form also vollstandig so:

k—K' =Ghki

¥ In Worten bedeutet das:

Eine Welle mit einem beliebigen Wellenvektor k wird an der Ebenenschar {hkl} dann und nur dann gebeugt, falls die
Differenz von einfallendem und gebeugtem Wellenvektor identisch ist zu einem Vektor Ghk|, der die Ebenenschar
{hKkI} symbolisiert.

Der Vektor Ghk| hat zwei einfache Eigenschaften, die ihn eindeutig bestimmen:

1.) Ghk| steht senkrecht auf der Ebenenschar {hkl}.
2.) Die Lange von Gnk ist proportional zum reziproken Abstand der Netzebenen, es gilt immer

2T

IGhki| = —
dhkl

’ Im nachsten Modul schauen wir uns die Konsequenzen der Eigenschaften von Gh fur unsere Elektronenwellen naher
an.

Zu diesem Abschnitt gibt es derzeit weder eine Ubungsaufgabe noch schnelle Fragen.
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8.2.2 Brillouin-Zonen und stehende Elektronenwellen
Das reziproke Gitter

’ Wir haben mit der vektoriellen Formulierung der Bragg-Bedingung einen auf3erordentlich weitreichenden Schritt
gemacht, denn wir haben Netzebenenscharen {hkl} durch Vektoren Gh| reprasentiert. Was folgt daraus fir die
Vektoren Gnk|?

Wir wissen, dal? Ghk kein "normaler" Vektor ist, weil er (genau wie ein Wellenvektor) die Einheit m~1 hat. Alle
Vektoren Ghk| liegen also in einem eigenen Raum.

Nehmen wir nun alle moglichen Netzebenen {hkl} eines gegebenen Gitters, konstruieren die jeweiligen Vektoren G
hk! und tragen all diese Vektoren in ihrem eigenen Raum von dem gemeinsamen Ursprung an auf, so definieren die
Endpunkte aller dieser Vektoren ebenfalls ein Gitter .

Dieses Gitter nennen wir das reziproke Gitter, die Vektoren G heilen reziproke Gittervektoren .

’ Das reziproke Gitter laRt sich in eineindeutiger Weise aus den Raumgitter konstruieren (d. h. die Umkehrung gilt auch).

Das reziproke Gitter ist damit vollkommen &quivalent zum Raumgitter, d. h. es enthalt exakt dieselbe Information wie
das Raumgitter.

Es ist aber fur alle Phanome, die sich mit Wellen in Kristallen befassen, ungleich wichtiger als das Raumagitter, da
sich die Mathematik darin sehr viel einfacher gestaltet (oder sie sich Gberhaupt nur im reziproken Gitter durchziehen
laft).

Das reziproke Gitter 1aRt sich anschaulich rein geometrisch anhand der definierenden Eigenschaften der reziproken
Gittervektoren konstruieren; dies ist im folgenden zweidimensionalen Beispiel gezeigt und wird kurz daran erlautert.

Raumagitter Reziprokes Gitter

Links ist das (zweidimensionale) Raumgitter gemalt — das sind die rosafarbenen Punkte. Weiterhin sind einige

"Ebenen"scharen eingezeichnet (was hier natirlich Scharen paralleler Geraden sind); jede Schar hat eine eigene
Farbe.

Auf einer Ebene der Ebenenschar, welche hier durch ihre Miller-Indizes (hk) gegeben ist, wird der reziproke
Gittervektor konstruiert und eingezeichnet. Ladnge und Richtung dieses ersten reziproken Gittervektors kénnen wir
(noch) willkiirlich wahlen (damit legen wir die reziproke Skala in m~1 fest), die restlichen miissen sich an die dann
definierte Skala halten.

Wir wiederholen die Prozedur auf den restlichen Ebenen (wobei wir darauf achten, ein rechtshandiges System zu
konstruieren); damit bekommen wir einen Satz von Vektoren, den wir allgemein mit Gjj bezeichnen. Alle Gjj

zeichnen wir jetzt von einem gemeinsamen Ursprung aus ein und erhalten damit das reziproke Gitter — siehe das
Bild rechts.

’ Die formale Definition sowie die Behandlung weiterer mathematischer Eigenschaften des reziproken Gitters schenken
wir uns an dieser Stelle, da wir sie im Rahmen dieser Vorlesung nicht bendétigen.
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Die Brillouin-Konstruktion der Beugung

’ Wir kehren jetzt gedanklich zu unseren Kristallelektronen zuriick: Wir hatten uns einerseits klargemacht, daf3 man
deren Zustéande quantenmechanisch mit (modifizierten) ebenen Wellen beschreiben kann, aber andererseits haben wir
gelernt, daf3 Wellen, die durch das Kristallgitter laufen, an demselben gebeugt werden — falls ihr Wellenvektor die Bragg-
Bedingung erfllt.

Genau fur diese Wellenvektoren interessieren wir uns besonders, denn nur die zugehérigen Elektronen werden in
ihrem Verhalten von dem freier Teilchen abweichen.

Alle anderen Elektronen merken ja nichts von den Atomen, denn ihre Wellen werden nicht gebeugt — d. h. sie
unterliegen keiner Wechselwirkung und verhalten sich wie freie Teilchen.

Die betroffenen Wellenvektoren nennen wir mal kgy. Schén wéare eine simple Formel (oder eine anschauliche
Konstruktion), mit der man die k gy flir ein gegebenes Gitter aus der Menge aller méglichen Wellenvektoren k
heraussieben kénnte.

’ Moment mal: Was genau ist eigentlich die "Menge aller moglichen Wellenvektoren"? Wo finden wir die?
Antwort: Sie gehdren zum reziproken Raum! Von dem kennen wir zwar bislang nur die paar Vektoren, die das

reziproke Gitter aufspannen, aber zwischen diesen Gitterpunkten ist noch viel Platz — so wie im "normalen” Raum
viel Platz zwischen den "normalen” Gitterpunkten ist.

Im Prinzip kdnnen wir alle Wellenvektoren, die wir als Losung der Schrédingergleichung fiir das freie Elektronengas
erhalten, beim reziproken Gitter mit einzeichnen; damit wahlen wir das reziproke Gitter als Darstellungsraum fur die
nun folgende Brillouin-Konstruktion der Beugung.

Das ist ja auch insofern naheliegend, weil die vektorielle Form der Bragg-Bedingung, k — k' = Ghk| , unmittelbar auf
die Vektoren des reziproken Gitters fuihrt. Auf3erdem haben wir noch die Bedingung | kK | = | K'|.

’ Was sagen uns diese Gleichungen Uber die gesuchten Vektoren kg?
Das ist einfach: Wir interpretieren die erste Gleichung um als Addition zweier Vektoren, indem wir sie als k + (—k")
= Ghk| schreiben. Die zweite Gleichung wiederum sagt, daf? die beiden Vektoren, die wir addieren, gleich lang sind.

Anschaulich bedeutet dies, daf3 wir (entsprechend der ersten Gleichung) vom Ursprung des reziproken Raumes
starten und nach zwei Schritten bei einem Punkt des reziproken Gitters landen, wobei diese beiden Schritte
(entsprechend der zweiten Gleichung) gleich grof3 sind.

Klar ist: Alle als erster Schritt dienende Wellenvektoren k, mit denen das klappt, sind die gesuchten k gr. Aber
welche sind das?

’ Die Losung besteht darin, da® wir auf jede Strecke, die vom Ursprung zu einem reziproken Gitterpunkt fuhrt, die
Mittelhalbierende zeichnen. Alle Wellenvektoren, die auf einer dieser Mittelhalbierenden enden, erfullen die Bragg-
Bedingung!

Das schauen wir uns in einer simplen Graphik eines zweidimensionalen Gitters exemplarisch an:

Mittel- Reziproke
halbierende Gitterpunkte

Keine
Beugung

Direkt sichtbar ist, daR3 jeder k-Vektor, der auf einer der rosafarbenen Mittelhalbierenden endet, einen gleich langen
Wellenvektor k' produzieren "darf", der die Bragg-Bedingung k — k' = G erflillen kann. Eingezeichnet sind der
Einfachheit halber die —k' -Vektoren.

Im dreidimensionalen Fall funktioniert das auch, blo3 haben wir dann Flachen als Mittelhalbierende.

Diese Flachen werden sich schneiden und ein System von ineinandergeschachtelten Polyedern bilden, je nachdem,
wie weit entfernt vom Ursprung der jeweils betrachtete reziproke Gitterpunkt liegt.
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Die Brillouin-Zonen

’ Wir fiihren jetzt einen besonderen Namen fir das kleinstmdgliche dieser Polyeder (welches die Elementarzelle des
reziproken Gitters ist) ein: Wir nennen sie die erste Brillouin-Zone, abgekirzt 1. BZ.

Nach der 1. BZ kommt die 2. BZ, danach die 3. BZ und so weiter — wir betrachten einfach die sich ergebende
Abfolge von ineinandergeschachtelten Polyedern, die sich automatisch ergibt, wenn man das Mittelhalbierenden-
Rezept konsequent fortsetzt.

Leicht gesagt, nicht ganz so leicht dreidimensional durchgefuhrt. Aber schon friih hat man Doktoranden gequalt und
perspektivische Zeichnungen erstellen lassen — in diesem Fall war es 1965 Herr Liick (und damals gab es noch
keine Computergraphik!):

Es ist schon ganz erstaunlich, wie man von einem einfachen Wirfel durch sukzessive Anwendung eines einfachen
Rezepts zu recht komplizierten Edern kommt. Aber das soll uns nicht stéren; niemand muf3 diese Strukturen
auswendig kénnen.

’ Wir sehen jedoch eine erste Konsequenz fir die Darstellung von Kristall-Elektronen-Wellenfunktionen im k-Raum:

Die beim freien Elektronengas noch vorhandene Kugelsymmetrie geht verloren, dafiir bekommen wir
Symmetrieelemente des Gitters: Beim freien Elektronengas ist es vollig egal, in welche Richtung im reziproken
Raum der k-Vektor zeigt, Funktionen wie E(k) oder D(k) sehen immer gleich aus. Im Kristall aber schneidet ein
variierendes K eine Brillouin-Zone nach der anderen, und wo diese Schnittpunkte liegen, héngt von der Richtung von
Kk ab — und damit davon, in welche Richtung im reziproken Gitter wir gucken!

Da wir erwarten durfen, daf3 immer dann, wenn k eine BZ schneidet — d. h. die Bragg-Bedingung erfillt und dann k
Br heifldt —, mit der zugehorigen Energie E(kgr ) oder der Zustandsdichte D(kgr) etwas "passiert”, wird dieses
"etwas" also in verschiedenen Richtungen der reziproken Gitters bei verschiedenen (Betragen der) Wellenvektoren
stattfinden.

Stehende Wellen als Ergebnis der Beugung

’ Betrachten wir den einfachen Fall einer Welle, die im obigen Bild in Gi-Richtung lauft und die Bragg-Bedingung erfullt:
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ky Reziproke
Gitterpunkte

A 1. Brilloum

J) Zone

k
.
]

Offenkundig erfullen auch die Wellenvektoren k' die Bragg-Bedingung — es wird also sténdig hin- und riickgebeugt.
Fur den speziellen Fall (Wellenvektor kg wie oben gezeigt auf der ky -Achse) gilt also

G
Wellenvektor kgr der kry = —
"hin"laufenden Welle: =Br = )
G
Wellenvektor k' gr der K o
"rick"laufenden = gebeugten Welle: £Br= 5

’ Die Wellenfunktion fur diese hin und her gebeugten Elektronen ergeben sich konsequenterweise durch eine
Uberlagerung der Wellenfunktionen der hin- und riicklaufenden Wellen.

Das mufR man hier einfach so hinnehmen, aber es ist bei Elektronenwellen auch nicht anders als bei Wasserwellen:
Wenn eine Wasserwelle ans Ufer lauft und dort reflektiert ("gebeugt") wird, Uberlagern sich hin- und riicklaufende
Wellen.

Das Ergebnis der Uberlagerung zweier in entgegengesetzten Richtungen laufender ebener Wellen gleicher
Wellenlange ist elementar einfach und bekannt: Wir erhalten eine stehende Welle.

Das kdnnen wir sofort mathematisch nachvollziehen, indem wir y(kgr, ') = Yo - e'K Br Lund Y (—ker, 1) =Wwo-
e 'KBr L Uberlagern , d. h. addieren oder subtrahieren (und dabei der Einfachheit halber die Amplituden = 1

setzen).
’ Welches Vorzeichen ist bei der Uberlagerung das richtige? Zwar behaupten manche Leute, dal Geben seliger denn

Nehmen sei, aber mathematisch sind + und — jedoch gleichberechtigt.

Die Antwort ist also: Beide Vorzeichen sind richtig und gleichberechtigt, denn beide Uberlagerungen liefern
gleichberechtigte Losungen fur die Schrédingergleichung "mit eingeschalteter Beugung".

Verallgemeinern wir noch ein biBchen mehr, stellen wir fest, daR3 es fir alle Elektronen mit Wellenvektoren, die auf
den Randern irgendeiner Brillouinzone liegen, zwei mégliche Losungen der Schrédingergleichung gibt, die wir mit
* und Y~ bezeichnen wollen. Sie lauten:

G G
Pt o« exp i — X + exp —i- — X
2 2
G G
Y- < exp i+ — X — exp —i- — X
2 2

G ist dabei der jeweilige reziproke Gittervektor, der auf das betrachtete Stiick Brillouinzone fiihrt.

’ Hubsch, aber noch etwas inhaltsleer. Das &ndert sich aber sofort, wenn wir fiir die mittels Y+ und @~ beschriebenen
Elektronen jetzt mal schnell die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ausrechnen, d. h. | ¢*|2 und |p2 bilden.

Wir erhalten folgendes Ergebnis:
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G
g 12 « cos? — X
2
G
g~ |2 « sin? — X
2

Wir haben jetzt Maxima und Minima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fir die Elektronen, deren Wellenvektoren die
Bragg-Bedingung erfiillen (wahrend fir all die Elektronen, die von der Beugung nichts merken, die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit nach wie vor tberall konstant ist).

Fur die Stellen im Gitter, bei denen die Maxima/Minima liegen, gilt:

2n T
Maxima der o _ Hi0.1 23
Y*-Elektronen: max — =0,1,2,3, ..
G
2n +1)1r
Maxima der — B ( ) 0123
y—-Elektronen: max = R =0,1,23, ..

’ Was bedeutet das?

Zur Veranschaulichung betrachten wir einen besonders einfachen Fall und nehmen fir G den ersten reziproken
Gittervektor in einem kubischen Gitter, G1qo -

Dessen Betrag ist |G| = 21/a; a ist die Gitterkonstante.

Damit erhalten wir fir die maximale Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen, die als Welle in den
Grundrichtungen der Elementarzelle laufen und die Bragg-Bedingung erfillen:

Xtmax = n-a n=0,1,23, ..

Xmax = h-a + a2 n=0,1, 2,3, ..

Machen wir nun aus dem Gitter den einfachstmadglichen Kristall , indem wir auf jeden Gitterpunkt ein Atom setzen,
erhalten wir ein bemerkenswertes Ergebnis:

’ Die Y*-Elektronen haben ihre maximale Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ort der Atome, die Y~ -Elektronen genau
dazwischen. Graphisch sieht das so aus:

|27

/\ +
AAANAAN

a Vix)

YTV V7T

Die Atome sind in Griin eingezeichnet. Die lilafarbene Kurve unten zeigt den lokalen Verlauf der potentiellen Energie
V(x) entlang einer <100>-Richtung.
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Die roten und blauen Kurven entsprechen den beiden Lésungen | $*|2 und |y |2 und beschreiben damit die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen.

’ Das hat jetzt weitreichende Konsequenzen fur die Gesamtenergie dieser Elektronen. Sie "spiren” das atomare
Potential, d. h. ihre Gesamtenergie ist wohl noch konstant, aber nicht mehr rein kinetisch — im Gegensatz zum Fall der
Laufende-Wellen-Elektronen, fir die sich das atomare Potential sozusagen wegmittelt.

Dabei "erleben” die Y~ und Y* -Elektronen aber verschiedene Potentiale — und das wird sich dann in ihrer
Gesamtenergie bemerkbar machen, weil sich die effektive potentielle Energie der beiden Elektronensorten
unterscheidet.

Die Y*-Elektronen befinden sich gewissermaRen "im Potentialtrichter" und splren daher noch stark die
Bindungskrafte der Atome; dadurch ist ihre Gesamtenergie leicht abgesenkt.

Die Y~ -Elektronen sind dagegen freier, sie spuren keine oder zumindest nur stark verringerte Bindungskrafte; ihre
Gesamtenergie ist daher leicht erhéht.

Deshalb ist die zum durch kgy charakterisierten Zustand gehérende Gesamtenergie nicht mehr eindeutig, sondern
nimmt zwei Werte an!

’ Fazit: Die Energie fur Wellenvektoren auf den Randern der BZ nimmt zwei Werte an; wir haben eine
Energieaufspaltung.

Wir werden also in jedem Fall die Energie als Funktion des Wellenvektors an all den Stellen, an denen die
Wellenvektoren auf den Randern (und in der Nahe) einer BZ liegen, modifizieren musen.

Fur verschiedene Richtungen im reziproken Gitter wird das an verschiedenen Stellen geschehen.

Das kann qualitativ, in einer Art "Prinzipkurve", nur so aussehen (nach rechts ist eine (100)-Richtung des reziproken
Gitters, nach links eine (111)-Richtung gezeigt):

Ei)
F 3
Freies
e - Gasmit
Aufspaltung
Freies Aufspaltung
e - Gas ——
2.BZ /
2.BZ
(111) iz = »  (100)
G 1.BZ LBZ S

Die orangefarbene Parabel ist die Energie der quasi-freien Elektronen, denn fur diese gilt (wie wir uns im vorigen
Modul in Erinnerung gerufen haben) E(k) ~ k 2.

An den Schnittpunkten der E(k)-Kurve mit den Randern der BZ haben wir zwei Energiewerte. Falls wir keine
pathologisch-unstetige Funktion erhalten wollen, kommen wir nicht umhin, die Parabel wie gezeichnet zu
modifizieren.

’ Fazit: In einer gewissen Umgebung am Rand einer BZ weichen die E(k)-Kurven von der einfachen Parabel des freien
Elektronengases ab, denn fur die quasi-freien Kristallelektronen kann es Energiewerte geben, die sie unter keinen
Umstanden annehmen kdnnen — wir haben dann im Spektrum der mdglichen Energiewerte eine Energieltcke.

An dieser Stelle sollte uns dammern, was es in einem Halbleiter mit der fundamentalen Bandlicke auf sich hat.
Dies und noch mehr schauen wir uns im nachsten Modul néher an.

Zu diesem Abschnitt gibt es derzeit weder eine Ubungsaufgabe noch schnelle Fragen.
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8.2.3 Bandlicke und Zustandsdichte

Wir basteln ein Banddiagramm

’ Im vorhergehenden Modul haben wir uns klargemacht, wie die E(k)-Kurven eines realen Kristalls prinzipiell aussehen.
Jetzt mochen wir aber wissen, wie sie wirklich aussehen. Dazu fliel3en einige prinzipielle Erkenntnisse ein, die von
den Festkorperphysikern mit harten Rechnungen bzw. mihsamen Messungen erarbeitet wurden.

Was damit gemeint ist, sehen wir sofort, wenn wir einfach unsere "Prinzipkurve" und die reale Kurve eines realen
Kristalls einander gegeniberstellen:

Realkristall Freies Elektronengas mit Beugung
E&) E®

4 h

2.BZ 2.BZ

1) « . >— (00 [aIne

Gu LEBZ LBZ Sm Gum  LEBZ

’ Aha: Im Grunde brauchen wir nur zwei, "irgendwie" auch ohne lange Rechnung verstandliche Verallgemeinerungen!

1. Die Grol3e der Aufspaltung, d. h. die Breite der Energiellicke, ist kristall- und richtungsspezifisch. Das ist im linken
Ast fiir die Kurve in der 1. BZ angedeutet.

Das heil3t z. B., dal3 die Energieliicke in der {100}-Richtung des Si verschieden sein wird von der im Ge oder im
GaAs oder ... (immer im reziproken Gitter natdrlich).

Es heil3t auch, daf? die Energiellicke in der {100}-Richtung des Siverschieden sein wird von der Energieliicke in der
{111}-Richtung des Si (oder der {110}-Richtung oder der {hkl}-Richtung). Allerdings sind naturlich
Kristallsymmetrien gewahrt, d. h. die geschweiften Klammern sind absichtlich gesetzt.

2. Der genaue Verlauf der E(k)-Kurve kann sich kraftig von der einfachen Parabel des freien Elektronengases
unterscheiden. Das ist im rechten Ast fur die Kurve in der 2. BZangedeutet.

Insbesondere mul3 das Minimum oder Maximum des Energiewertes flr irgendeinen Zweig, so wie im rechten Ast
gezeigt, nicht unbedingt auf dem Rand einer BZ liegen. Das wird weitreichende Konsequenzen haben!

’ Unterstellen wir einfach, daf3 die richtigen Kurven fir einen gegebenen Kristall in allen Details bekannt sind, dann haben
wir alles, was wir brauchen. Das Problem ist nur: Viele Kurven in all diese Richtungen — es wird &uf3erst unibersichtlich!

Wir gehen deshalb zu einer stark vereinfachten Darstellung der Energien von Kristallelektronen tber: Wir betrachten
nur noch, welche Energiewerte erlaubt und welche verboten sind — und das ganz und gar unabhéngig von der
Richtung im reziproken Raum. Das Ergebnis ist dann ein Banddiagramm.

Wie man vorgeht, ist im néchsten Bild schematisch gezeigt:

B r
A A

/ Energieliicke

a11) —>-(100 N
alle &

Gu  1.BZ 1.BZ CGwo

Wir projizieren einfach alle erlaubten Energiewerte fur alle Richtungen auf die Energieachse und unterscheiden nur
zwischen "erlaubten” und "nicht erlaubten" Energiebereichen.

Gezeigt ist zwar nur die Projektion von zwei Asten der Dispersionskurve, die zwei Teilbander ergeben; wir kénnen
die Vorgehensweise aber natiirlich "leicht" auf alle Aste ausdehnen. Die dadurch erhaltenen "Bander" aller
moglichen Energiewerte geben dem Diagramm den Namen: Es heif3t Banddiagramm.

Die Energiellicke ist prominent zu sehen, wir nennen sie ab jetzt auch Bandlicke (bzw. im Laborslang auch
"Bandgap").

’ Es gibt zwar nach wir vor zu jeder beliebigen herausgegriffen Energie (mehrere) bestimmte k-Werte, aber die
interessieren uns nicht mehr im Detail; wir merken uns lediglich die Tatsache an sich, dal} es sie gibt.
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Da wir das Banddiagramm als stark vereinfachte Darstellung der Gesamtheit der E(k )-Kurven betrachten, steht an
der x-Achse keine Achsenbezeichnung, da sie keinerlei Information mehr enthélt. (Das in der Zeichnung oben
angegebene "alle K" ist rein symbolisch zu verstehen!)

Wir kbnnen sogar einen Schritt weitergehen und z. B. auch " x" oder "z" oder <110> an die Abszisse schreiben, d.
h. eine Darstellung der erlaubten Energien im Ortsraum wahlen — das Banddiagramm sieht weiterhin genauso aus.
(Davon werden wir spater bei der Beschreibung einer Diode oder anderer Bauelemente viel Gebrauch machen!)

Wir kdnnen es leicht wieder etwas komplizierter (aber damit auch aussagekraftiger) machen und die Abszisse fur
die Zustandsdichte D(E) nutzen. Auf die Details gehen wir hier und jetzt nicht weiter ein (sie folgen schon ein klein
wenig weiter unten), sondern nehmen einfach nur schon mal das Ergebnis an einem konkreten Beispiel
(Germanium) zur Kenntnis:

EleV] E
F'y i A
Germanium
4 -
N N
2 Leitungshand
0
4 Bandliicke
-6 -} Valenzhand
8 » »
Zustandsdichte D(E)

Aufpassen: Wir haben es bei der Zustandsdichte D(E) zwar mit einer Funktion "D von E" zu tun, in der hiesigen
Darstellung sind aber die Achsen absichtlich vertauscht — die Funktionswerte D sind auf der Abszisse, die Werte
der Variablen E , von der sie abhangen, auf der Ordinate zu finden.

Auf diese Art der Darstellung von Funktionen, die von der Energe abhangen, werden wir im Zusammenhang mit dem
Banddiagramm Ubrigens noch 6fters stoRen; wir tun gut daran, uns an die zugehdrige Denkweise zu gewoéhnen,
denn wir werden sie spater selber verwenden — in einer sehr wichtigen Ubungsaufgabe.

’ In Form der Zustandsdichte "tUberlebt" immerhin ein Teil der Eigenschaften der E(k)-Kurven die Vereinfachung der
Bandstruktur zum Banddiagramm. Aber auch die Details der Zustandsdichte interessieren uns nur selten; wir merken
uns lediglich die Tatsache an sich, daf3 es sie gibt.

Ein Detail der Zustandsdichte ist allerdings sehr wichtig: In der Bandliicke des idealen Kristalls ist die
Zustandsdichte per definitionem = 0.

Das Iaf3t sich aber durch gezielte Abweichungen von der Idealitat gezielt &ndern, wie wir spater noch sehen werden!

Entstehung der Zustandsdichte

’ Wir fangen, um Zustandsdichten zu verstehen, nochmal ganz von vorne an:

Wir haben ein Atom, z. B. ein Si-Atom. Wir I6sen die Schrédingergleichung fiir seine 14 Elektronen und bekommen
o viele Lésungen oder Zustande Yn | m(X,y,z), die nach den Quantenzahlen n, I, m sortiert werden, auBerdem eine
Energie En |,m fur jeden Zustand.

Wir wissen, dafd auf jedem Zustand zwei und nur zwei Elektronen sitzen kénnen: Eines mit "Spin rauf" (bzw. vierte
Quantenzahl s = +%4) und eines mit "Spin runter" (bzw. s = —%5).

Bei naherer Betrachtung der Losung stellen wir fest, da3 verschiedene Zustande dieselbe Energie haben kénnen.
Auf einem Energienievau haben dann mehr als zwei Elektronen Platz; wir nennen das betreffende Energieniveau
dann so-und-so-viel-fach entartet.

’ In einem schematischen Potentialtopfbild stellen wir das so dar:
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Gezeigt sind die Energieniveaus der Elektronen des Atomsin

N oL einem Potentialtopf. Die Elektronen fiillen "von unten her", d. h. von

------------------------------- den tiefsten Energien her, die verfiigbaren Zustéande oder Platze

s 397 auf.

Ein Energieniveau wird haufig entartet sein, es gibt dann doppelt so
viel Platze (Spin rauf / runter) wie der jeweilige Entartungsgrad
angibt.

Die Wellenfunktionen der Zustéande habe eine typische Gestalt; sie
codieren hier die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons. Im
Schemabild sind zwei Beispiele fur Wellenfunktionen gezeigt

Auf irgendeinem Energieniveau ist dann das letzte Elektron
untergebracht — im Schemabild sind das 2 durch griine Pfeile
symbolisierte Elektronen. Bei Si ware das das 3p2-Niveau, d. h,
das Energienieveau das zu den Quantenzahlenn =3,1=1=s
gehort, und auf dem 2 Elektronen sitzen. Diese beiden Elektronen
sind in der Abbildungs links (Suchbild!) schematisch durch die
grinen Pfeile mit Spin rauf / runter dargestellt.

Letztes
hesetztes
Niveau

¥ Ep[eV]

’ Jetzt bilden wir einen Silizium-Kristall. Dazu nehmen wir viele Atompotentialtdpfe und tberlagern sie im richtigen
Bindungsabstand graphisch und rein qualititativ. Wir bekommen das schon oft verwendete schematische Bild:

Die "oberen" Energieniveaus spalten in zahlreiche Einzelniveaus auf, damit die 1024 oder so Elektronen des
Kristalls geniigend Zustande finden — nur mit Entartung eines (atomaren) Energieniveaus ist das nicht zu schaffen.

AulRerdem ist die Energie der Elektronen in der entstehenden Bandstruktur etwas tiefer als im Einzelatom — denn
sonst gabe es keinen Grund, warum die Atome tberhaupt Bindungen eingehen sollten.

Im Gegenteil: Es gibt einen Grund, der gegen eine Bindung spricht, denn wir wissen jetzt ja, dal3 auch die Entropie
eine Rolle spielt, und da aneinander gebundene Atome "ordentlichder" sind als ungebundene, sind letztere
bevorzugt, weil sie die Entropie maximieren (2. Hauptsatz der Thermodynamik). Weil aber letzten Endes das
Minimum der freien Energie G = U — TS entscheidend ist, gibt es doch eine Bildung — die Energieabsenkung muf3
nur grof genug sein.

’ Im rechten Teil des obigen Bildes ist gezeigt, wie das wirklich geht.
Die beiden "letzten" besetzten Niveaus beim Si-Atom sind 3s2 und 3pZ2. Bringt man die Atome von Abstand r = «

auf kleinere Abstéande, beginnen sie sich so umr =1 nm zu "spuren”. Mit kleiner werdendem Abstand spalten die
beiden Einzelniveaus auf in jeweils zwei durch eine Energieltcke , d. h. zustandsfreie Zone getrennte "Bander".

Beim tatsachlichen Bindungsabstand (= Energieminimum unter Bertcksichtigung der hier nicht gezeigten
abstoRRende Krafte) entstehen das Valenzband und das Leitungsband, getrennt durch eine Energiellicke von 1,1
eV), jeweils aus einer Mischung von 3s- und 3p-Zustanden (den zuvor mal kurz erwahnten sp3-Hybridorbitalen ).
Die Zusténde im Valenzband liegen energetisch tiefer als im Atom. Bindung und Kristallbildung bringt also
tatsachlich eine betrachtliche Energieabsenkung fir die 3p-Elektronen des Einzelatoms, und selbst die 3s-
Elektronen kdnnen sich energetisch noch etwas "verbessern".

’ Wie kommen wir jetzt auf die Zustandsdichte in den Bandern? Erstmal durch Nachdenken und Rechnen!

Zur Berechnung der Zustandsdichte

’ Was unter dieser Uberschrift steht, ist nur fiir das Verstandnis wichtig. Glaubige, die das Ergebnis ohne weiteres
akzeptieren, kdnnen das alles tiberschlagen. Wissen muf3 man die Details jedenfalls nicht.

’ Was wir grundsatzlich zu tun hétten, ist klar: Wir schreiben das in drei Dimensionen periodische Potential der
Elektronen hin (also eine passende Formel fiir die oben gezeigten Topfe), setzen die Formel in die Schrédingergleichung
ein, und I6sen sie dann.

Das geht — mit diversen Tricks und Naherungen. Wer mal sehen will, wie man anféangt, betatigt die Links: Noch
relativ einfach — Mit Fouriertransformationen.
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’ Wir haben das iibrigens im Ansatz auch schon mal gemacht: In Ubung 2.3.1, die wir aber "damals" noch nicht so ernst
genommen haben.

Was haben wir in dieser Ubung gemacht? Das schauen wir uns jetzt nur der Spur nach an; es wird uns aber sehr
deutlich machen, wie man zu den Zustandsdichten in den Bandern kommt.

’ 1. Schritt: Wir haben statt einem periodischen Potential in einer Naherung (noch vollstandig unklarer Gite), erstmal ein
konstantes Potential genommen, und damit erstmal nur eine eindimensionale Schrédingergleichung aufgestellt.

’ 2. Schritt: Loése die Schrodingergleichung. Die Lésungen waren einigermaf3en einfach zu erhalten. Wir bekamen
(erweitert auf dann drei Dimensionen) die Wellenfunktionen oder Zustande:

1)3/2
vo) = | —| exp(i-k-n
L
Ny - 2T Ny - 2m nz-2m
ky = + ky =+ kz =%
L L L
k2. k2
E = ——
2Me

Die Quantenzahlen sind die ny y z die auf den Wertebereich ny y =0, 1, 2, ...ny beschrankt sind. Wir haben also
formal folgende Zusténde und Energien

* Wnx, ny, nz( 1)=Wk (1).

e E nx, ny, nz=Ek
wobei wir als Index fur die Quantenzahlen der einfacheren Schreibweise wegen auch gleich den hier diskreten
Wellenvektor k als eine Art vektorieller Quantenzahl schreiben.

’ 3. Schritt: Interpretation der Lésungen als ebene Wellen mit Impuls fik und rein kinetischer Energie E=fi2 . ky 2/ 2me.
Das interessiert uns hier aber nicht mehr so sehr.

’ 4. Schritt: Berechnung der Energieniveaus und des Entartungsgrades.

Das ist der Punkt, an dem wir hier besonders interessiert sind. Die Vorgehensweise ist einfach: Wir fangen bei den
kleinstmoglichen k-Werten an und berechnen jeweils die Energie aus obiger Formel. Dabei fallt uns sofort auf, dass
praktisch immer Entartung vorliegt, da ein-und derselbe Zahlenwert fiir k x2 und damit E sich aus verschiedenen k's
ergibt:

Quantenzustand Energie Zustande Zahl der e~

(x Konstante ) pro E
Ny Ny Nz

0 0 0 0 1 2
+1 0 0 2
0 +1 0 1 2 6 12
0 0 +1 2
+1 +1 0 4
+1 0 +1 2 4 12 24
0 +1 +1 4
+1 +1 +1 3 8 16
+2 0 0 2
0 +2 0 4 2 6 12
0 0 +2 2
Weiter ohne Details
2 1 0 5 48
2 1 1 6 ?
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und se wie

weiter?

Zeichnet man das schematisch auf, erhalt man das folgende Energie und Besetzungsschema:

48

12

16
24

12

’ Damit haben wir alles was wir brauchen: Wir halten fest.

1. Schon ein extrem einfaches Potential gibt uns ein "kompliziertes" Energieschema. Wir haben alle Energien
von "0" bis "10" — aul3er der Energie "7". Warum das so ist, ist klar: "7" kann nicht als Summe dreier

Quadratzahlen dargestellt werden.

2. Der Entartungsgrad und damit die Zahl der Platze N pro E-Niveau ist von E-Niveau zu E -Niveau recht
verschieden - wir haben die Sequenz1-6-12-8-6-....
3. Auf Anhieb ist nicht so recht klar wie's weitergeht - es ist kein Bildungsgesetz fir den Entartungsgrad

erkennbar.

Der dritte Punkt ist aber etwas irrefihrend. Aus der Abz&hlung wie in der Tabelle vorgenommen, 143t sich zwar in
der Tat kein Bildungsgesetz fir Energien und Entartungsgrad erkennen, aber wenn man ein bil3chen genauer
hinschaut findet man eine einfache Formel fur die Zustandsdichte D(E)=dN/dE , die fur nicht zu kleine Energien

eine gute Naherung darstellt.

1 N(E + AE) — N(E)
D(E) = ' =
Vkrist AE

1 dN(E)

Vkrist dE

(2 - me)¥2
-E 1/2

In Worten: Im Bereich E und E + AE gibt es D(E) - AE Zustande und damit genau doppelt so viel Platze pro cms3 fiir

Elektronen
Mehr wollten wir eigentlich gar nicht wissen.

’ Wie gut ist denn die Naherung mit konstantem Potential oder, wie man das allgemein nennt, die Naherung des "freien

Elektronengases"?

Erstaunlich gut! Aber notgedrungen doch noch weit weg von der Realitét. Eine reale Zustandsdichte sieht zum

Beispiel so aus (wir kennen sie von oben):

EleV]
A

Germanium
4 -

»
>

b

Leitungshand

Bandliicke

Valenzhand

Bl

Zustandsdichte D(E)

 J
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’ Woher hat man diese Kurven? In der Regel sind sie gemessen. Wie, das lassen wir mal dahingestellt.

Heutzutage kann man Zustadsdichten von nicht zu komplexen Kristallen aber auch hinreichend genau rechnen —
allerdings aber nicht mehr "von Hand".

Was immer sich ergibt: das Prinzip ist dasselbe wie beim freien Elektronengas. Dass nicht immer alles in einfachen
Formeln ausgedrtickt werden kann, ist halt so.

’ Das einzige, was man sich merken mug, ist dies: Die Zustandsdichte (in Form einer Kurve) eines (Halbleiter) Materials
ist letztlich ein "Materialparameter". Hat man diesen Parameter einmal gemessen oder gerechnet, hat man ihn fir alle
Zeiten.

Zu diesem Abschnitt gibt es derzeit weder eine Ubungsaufgabe noch schnelle Fragen.
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8.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 8.2: Elektronenwellen und Bandstruktur

’ Von einer Beugung am Kristallgitter sind auch die Elektronen betroffen, die sich
im Kristallgitter befinden — weil sie quantenmechanisch durch (modifizierte) ebene n-A
Wellen beschrieben werden.

sinOg
Fur den Beugungswinkel O g gilt die Bragg-Bedingung = 2 - dnki

Wenn die Bragg-Bedingung nicht erftllt wird, lauft die Welle unverandert durch

: n = 1,2,3,..
den Kristall.

Daher verhalten sich Kristallelektronen, die von einer nicht gebeugten Welle

beschrieben werden, wie freie Elektronen.
In Vektorschreibweise lautet die Bragg-Bedingung: 21
IGhki | = ——

dhkl

k—k' = Ghk und |k| =K

Dabei ist Ghk| ein Vektor des reziproken Gitters.

’ Das reziproke Gitter [aR3t sich in eineindeutiger Weise aus den Raumgitter konstruieren:

Raumgitter Reziprokes Gitter

Das reziproke Gitter ist Teil des reziproken Raumes.

’ Die Vektorschreibweise der Bragg-Bedingung zeigt, dal3

auch die Wellenvektoren k im reziproken Raum liegen. Mrtel Rezipr oke
Alle Wellenvektoren kg, die die Bragg-Bedingung Tky halbierende | | Gitterpunlte
erfullen, liegen auf der Mittelhalbierenden eines

i i 0
reziproken Gittervektors = %.,.‘ \

Im dreidimensionalen Fall haben wir Flachen als
Mittelhalbierende.

Diese Flachen schneiden sich und bilden ein
System von ineinandergeschachtelten Polyedern,
genannt Brillouin-Zonen.

Keine -
Das kleinstmdgliche dieser Polyeder ist die erste Beugung
Brillouin-Zone, abgekiirzt 1. BZ.
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’ Die elektronischen Wellenfunktionen mit einem solchen
Wellenvektor kgr sind stehende Wellen.

Aufgrund der zugehdrigen
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich -

Lugt;i::atigltlaér:zf;r;cigg Flektronen ein Zusatzbeitrag der /\ /\ /\ \ / /\

Dabei gibt es zwei Mdglichkeiten, je nach Lage der . Vi)
Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen -

den Atomen (blaue Kurve; Bereiche hohen
Potentials) oder nahe bei den Atomen (rote Kurve; \( \( Y \( Y Y \( \
Bereiche niedrigen Potentials) =

Die Energie fur Wellenvektoren auf den Randern
der BZ nimmt daher zwei Werte an; wir haben eine
Energieaufspaltung.

’ Die Energie als Funktion des Wellenvektors ist an all
den Stellen, an denen die Wellenvektoren auf den

Randern (und in der Nahe) einer BZ liegen, durch die E:’:’
Aufspaltung modifiziert gegeniiber dem parabelférmigen Freies
Verlauf beim freien Elektronengas. ot
Fur verschiedene Richtungen im reziproken Gitter
geschieht das an verschiedenen Stellen. Freis Aufspaltung
Die orangefarbene Parabel im Bild rechts ist die e
Energie der quasi-freien Elektronen, denn fir diese ;
gilt E(k) ~ k2. 2.5 \ -
An den Schnittpunkten der E(K)-Kurve mit den (111) g — > (100
Randern der BZ haben wir zwei Energiewerte. G 1BZ LEZ  Cwm

Bei realen Materialien kann sich genaue Verlauf der
E(k )-Kurve erheblich von der einfachen Parabel des
freien Elektronengases unterscheiden (und
insbesondere weit mehr sein als eine blolRe
Aufspaltung).

’ Wegen der Kompliziertheit der vollstindigen Bandstruktur geht man zu einer stark vereinfachten Darstellung der
Energien von Kristallelektronen tber: Es wird nur noch betrachtet, welche Energiewerte erlaubt und welche verboten sind
— und das ganz und gar unabhéangig von der Richtung im reziproken Raum. Das Ergebnis ist dann ein Banddiagramm:

ER)

/ Energieliicke
.
2.BZ |
(111) > ----(100) |‘
Gm LB 1.BZ Cme dlek
Das Banddiagramm ist eine stark vereinfachte £l =
Darstellung der Gesamtheit der E( k)-Kurven, daher Y Cermanium 4
steht an der x-Achse keine Achsenbezeichnung — sie 44
enthalt keinerlei Information mehr. (Das in der k Vs PN
Zeichnqng oben angegebene "alle K" ist rein 2 T
symbolisch zu verstehen!)
An der Abszisse kann auch "x" oder "z" oder <110> 0
stehen, dann ist es eine Darstellung der erlaubten I
Energien im Ortsraum — das Banddiagramm sieht -4 Ban dlitcke
weiterhin genauso aus. (Davon werden wir spater bei
der Beschreibung einer Diode oder anderer 61 Valenzhand
Bauelemente viel Gebrauch machen!)
Aussagekréaftiger ist es, auf der Abszisse die . . N
Zustandsdichte D(E) aufzutragen. Hier ist es an einem ) Zustandsdichte D(E) .
konkreten Beispiel (Germanium) gezeigt =
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In der Bandliicke des idealen Kristalls ist die
Zustandsdichte per definitionem =0. (Das laf3t sich
aber durch wohldosierte Abweichungen von der
Idealitat gezielt &ndern, wie wir spater noch sehen
werden!)
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8.3 Bandermodell und Materialeigenschaften
8.3.1 Isolatoren, Halbleiter und Metalle

Elektrische Leitfahigkeit in einem Band

’ Wir haben gesehen, dal3 es immer eine definierte Zahl von Zustanden in einem Teilband oder Gesamtband gibt. Diese
Zustande wollen wir jetzt mit Elektronen besetzen.

Damit die Sache einfach bleibt, wahlen wir zunéachst T = 0 K. Damit steht keine thermische Energie zur Verfiigung,
die Fermiverteilung ist kastenférmig, und die Elektronen besetzen die vorhandenen Zustande energetisch "von unten
kommend", bis alle untergebracht sind.

’ Dies laRt fur das letzte Band, in dem noch Elektronen untergebracht werden missen, nur zwei Méglichkeiten zu:

1. Alle Zustande im Band sind besetzt, wir
haben ein vollbesetztes oder "volles" Band.

2. Nicht alle Zustande im Band sind besetzt; wir
haben ein teilbesetztes Band.

’ Trivial, aber wirkungsvoll. Betrachten wir die folgenden Behauptungen:
1. Elektronen in vollbesetzten Bandern konnen nicht zur elektrischen Leitfahigkeit beitragen.

2. In teilbesetzten Bandern kdnnen nur Elektronen mit leeren Platzen in der (energetischen) Nachbarschaft zur
elektrischen Leitfahigkeit beitragen.

3. Falls eine ungerade Zahl von Elektronen auf ein Band zu verteilen sind, ist es immer nur teilbesetzt.

’ Hier versteckt sich offenbar eine Klassifizierung aller Materialien (nun ja: aller kristallinen Materialien, denn nur solche
haben Bander) in Leiter und Nichtleiter, wobei nur einige wenige grundlegende Eigenschaften der Bandstruktur gefragt
sind. Machen wir uns zunéchst die Punkte 1. bis 3. klar:

’ Zu 1. Das kennen wir eigentlich schon; das haben wir vor kurzem behandelt. Hier das Zitat:

"Nur Elektronen, die um sich herum unbesetzte Zusténde finden, kbnnen tberhaupt "was tun”. Der Rest tut nichts
T

In einem voll besetzten Band gibt es per definitionem keine leeren Platze; die Elektronen in diesem Band kdnnen
also auf nichts (???) reagieren. Die Fragezeichen schranken "das Nichts" etwas ein; wir werden sie spater klaren.

Nochmals: Diese Aussagen sind eine direkte Folge der Tatsache, dal3 Elektronen Fermionen sind, also dem Pauli-
Prinzip unterliegen. Fir Bosonen, also z.B. Photonen, gilt diese Einschrankung (nattirlich) nicht. Man stelle sich
einmal vor, was passieren wirde, wenn man in einen gegebenen Raum nur ein Photon mit einer bestimmten
Frequenz hineinpacken durfte!
Zu 2. Das versteht sich jetzt von selbst. Wir kbnnen das sogar ein biRchen genauer fassen, denn wir wissen schon, dafi3
die Zahl der reaktionsfahigen Elektronen mit der Aufweichungszone der Fermiverteilung zusammenhangt.
’ Zu 3. Jeder Zustand eines Atoms kann immer zwei Elektronen aufnehmen — eines mit Spin "up”, und eines mit Spin
"down".
Das gilt auch fur die Zustande in einem Band, die sich ja aus den Atomzustanden durch Aufspaltung entwickeln.
Damit passen immer (2 mal Zahl der Zustande) Elektronen in ein Band — eine immer gerade Anzahl.
Damit miuRten alle Elemente mit einer ungeradzahligen Anzahl von Elektronen, d.h. mit einer ungeradzahligen
Ordnungszahl, im kristallinem Zustand Leiter sein.
Na ja — ein Blick auf das Periodensystem hilft weiter. Stimmt schon — auf3er vielleicht fur die kristallinen Halogene;

aber da werden bei der Kristallisation auch keine "richtigen" Bindungen eingegangen. Aber: Die meisten Elemente
mit einer geradzahligen Anzahl von Elektronen sind auch Leiter — also ein besonders tolles Kriterium ist das nicht.

’ Immerhin, wir haben erste Zusammenhénge zwischen Bandstruktur und elektronischen Eigenschaften. Klarer wird das
alles erst, wenn wir die Energiellicken ins Spiel bringen.

Das schauen wir uns schnell an:
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NN
Valenzband ; »

Links ist eine beliebige Bandstruktur mit sogar 3 Bandern gezeigt; nochmals unterteilt in die zwei Varianten:
Letztes besetztes Band ist teilbesetzt bzw. vollbesetzt. Orange symbolisiert hier besetzte Platze, im Grinen ist
noch was frei.

’ Wir treffen jetzt zwei einfache Vereinbarungen:

1. Das letzte besetzte Band heif3t Valenzband. Dabei ist es unerheblich, ob es voll- oder teilbesetzt ist. Das Band
direkt dartiber heif3t Leitungsband. Es ist (zunachst noch) immer leer (zur Erinnerung: Wir betrachten nach wie vor
den Fall T = 0 K). Das ist eine etwas vereinfachte Definition; aber fiir unsere Zwecke ausreichend.

2. Bander unterhalb des Valenzbandes zeichnen wir nicht mehr. Die dort sitzenden Elektronen kénnen sowieso
nichts tun, sie sind uninteressant, und wir lassen sie zuklinftig einfach weg.

’ Damit erhalten wir die rechts gezeigte Bandstruktur, mit der wir zukinftig arbeiten wollen.

Isolatoren, Halbleiter und Metalle

’ Wir brauchen nur noch eine Zutat, um die in der Uberschrift genannten Materialklassen im Bandermodell sortieren zu
kénnen: Wir miissen Band-Band-Ubergéange betrachten.

In anderen Worten: Erhalt ein Elektron soviel Energie von irgendwoher, dal3 es die Energieliicke zwischen
Valenzband und Leitungsband Giberwinden kann, dann kann es unter Umstanden vom Valenzband ins Leitungsband
springen. Und dort kann es jetzt munter Strom leiten — was es im Valenzband, falls es voll besetzt war, nicht
konnte.

Solche Band-Band-Ubergange , hervorgerufen durch thermische Energie (kg T = wie groR bei Raumtemperatur
TrT?) oder Licht (E = hv = wie grof3 fur sichtbares Licht?), andern somit die elektronischen Eigenschaften des

Materials. Sie sind der Dreh- und Angelpunkt der gesamten Halbleitertechnik, und wir werden uns noch intensiv
damit beschéftigen.

’ Hier reicht es zun&chst vollig, einen simplen Zusammenhang qualitativ zu verstehen (quantitativ machen wir das in
Kirze):
Ist die Energiellicke sehr grof3, wird es bei normalen Temperaturen kaum mdglich sein, sie durch thermische
Anregung zu Uberwinden. Ist sie sehr klein, ist es einfach — siehe die Aufgabe unten.

’ Damit haben wir zwanglos folgende Klassifikation von Isolatoren, Halbleitern und Leitern anhand von
Banddiagrammen:

E

“EC:’ 156V 05eV< Eg Valenzband
=15 eV nicht voll
L o besetzt

ry Vund L

Eg=02eV iib erlapp en
-

Y i
v | Py [ v [PVAPS

A v
Isolator  Halbleiter \f

Halb Metalle

’ Isolatoren sind alle Materialien, die ein vollbesetztes Valenzband und eine grol3e Bandliicke Eg haben. Die
angegebenen Zahlen sind natirlich nur Richtwerte, keine scharfen Definitionen.

Selbst bei hohen Temperaturen werden es die Elektronen nicht schaffen, ins Leitungsband zu wechseln; Stromfluf
kann nicht stattfinden.
Der spezifische Widerstand liegt bei (1019 . . . 1029) Qcm (wie mit man sowas?). Quarzglas (SiO>) soll bei 1019
Qcm liegen, Phenolharze ("Pertinax") schaffen nur (109 . . . 1011) Qcm.

’ Ein volles Valenzband und ein mittelgrol3es "Bandgap"”, um auch mal den gebrauchlichen englischen Ausdruck

einzufihren, ergibt Halbleiter.

Die thermische Energie bei Raumtemperatur reicht aus, um einigen wenigen Elektronen den Sprung ins
Leitungsband zu ermdglichen — etwas Stromleitung kann stattfinden. Wir erwarten, daf3 die Zahl der Elektronen im
Leitungsband und damit die Leitfahigkeit mit wachsender Temperatur stark zunimmt.

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 283



Perfekte Halbleiterkristalle haben bei Raumtemperatur spez. Widerstande von ca. (101 . . . 108) Qcm; Si liegt z. B
bei etwa 3 - 10° Qcm; GaAs bei 108 Qcm. Das sind aber keine besonders tiefschiirfende Zahlen, da sie stark
temperaturabhangig und extrem stark "dreck"abhangig sind. Bei T = 0 K ist die Leitfahigkeit aber immer Null.

Mit gezielt eingebrachtem "Dreck” (das nennt man dann "dotieren”) kann man den spez. Widerstand halbwegs
temperaturunabhangig einstellen, bei Si z. B. typischerweise im Bereich (1072 . . . 103) Qcm.
’ Ein nicht voll besetztes Valenzband definiert ein Metall.

Wenn man genauer schaut, ist ein nicht voll besetztes Valenzband manchmal besser zu beschreiben als ein
Uberlapp zwischen vollbesetztem Valenzband und leerem Leitungsband; auch das ergibt einen Leiter. Falls eine
Energieliicke zwar vorliegt, aber sehr klein ist (der Wert 0,2 eV ist in diesem Zusammenhang nur ein Anhaltspunkt
und vollstandig willkirlich), haben wir sogenannte Halbmetalle .

Das ist aber hier nicht wirklich wichtig und dient nur dazu, klar zu machen, dass in Banddiagrammen sehr viel, oder
genauer gesagt, alle relevante Information steckt.
’ In Metallen haben wir jedenfalls bei Raumtemperatur in allen Fallen immer gentigend Elektronen, die bewegungsfahig
sind, und damit auch eine gute Leitfahigkeit.
Der spezifische Widerstand von Metallen liegt bei Raumtemperatur (*) im Bereich 10-6 Qcm; hier einige genauere
Zahlen:

Silber: p ag = 1,63 - 10-6Qcm (bester Leiter)

. _ . 10-6
Kupfer: pcy = 1,7 - 10~°Qcm aber

Zink: pzn = 5.9 - 108Qcm PMessing = 5,2 - 1078 Qcm

Aluminium: pa] = 2.7 - 10~%Qcm
Natrium: pna = 4.2 - 106Qcm

Blei: ppp = 21-10-5Qcm

Quecksilber: ppg = 95,8 - 107 Qcm  Nicht so toll!

(*) Da der spezifische Widerstand mit der Dichte (= Anzahl pro Volumen) frei beweglicher Elektronen und ihrer
Beweglichkeit zusammenhangt (wie sieht noch mal die Formel dazu aus?) und sowohl Anzahl als auch
Beweglichkeit wiederum von der Temperatur abhédngen, hangt auch der spezifische Widerstand von der Temperatur
ab.

Einfach und sehr flachendeckend. Aber: Wir betrachten nach wie vor perfekte Kristalle. Wie die Bandstruktur eines
realen Polykristalls aussieht, der voll ist mit Defekten aller Art, steht noch auf einem anderen Blatt.

Die typischen Halbleiter Si und Ge wurden friher (ca. 1. Halfte 20. Jahrhundert) auch eher den Metallen
zugerechnet, da ihre Leitfahigkeit so schlecht nicht war. Das war aber eine Folge der zwar faszinierenden, jedoch
nicht so recht falRbaren und deshalb etwas verponten "Dreckeffekte".

Diese Dreckeffekte enthalten aber die Grundlagen der Halbleitertechnik, wir werden sie noch ausfiihrlich
kennenlernen.

Wie kann man die Leitfahigkeit eines gegebenen Materials manipulieren? Wie kann man fir technische Anwendungen
das herstellen, was man braucht?

Die Temperatur wird bei Isolatoren und Metallen nicht viel vermégen (ist auch unpraktisch). Die Dichten der frei
beweglichen Elektronen sind nahe an null oder bereits recht hoch; viel &Rt sich daran nicht andern.

Es bleibt damit nur die gezielte Nutzung der "Dreckeffekte".

Nutzt aber nicht viel bei Isolatoren und Metallen. Selbst einige leitende Ausscheidungen in Isolatoren werden die
Leitfahigkeit nicht erhéhen, solange keine leitende Pfade zwischen diesen Ausscheidungen bestehen; und Defekte
in Metallen werden zwar die Beweglichkeit etwas herabsetzen aber damit die Leitfahigkeit immer nur schlechter
machen. In Metallen sind es auch nur verhaltnismafig "kleine" Effekte — maximal 2 Gré3enordnungen. Das ist
klein, wenn man bedenkt, dal3 die Leitfahigkeit einen Bereich von gut 25 GréRenordnungen umfaft!

’ Letztlich erhalten wir fur Metalle ein fur uns hier uninteressantes Verhalten. Sie leiten halt, so gut sie es als idealer
Kristall konnten, und wir kdnnen das technisch immer nur verschlechtern. Damit kénnen wir sie hier als abgehakt
betrachten. Auch Isolatoren kénnen wir mit Blickrichtung auf die Leitfahigkeit abhaken (in Blickrichtung auf die
Dielektrizitdtskonstante haben wir sie auch schon abgehakt).

Was bleibt, sind die Halbleiter. Sie werden uns fir den Rest dieser Vorlesung beschéftigen!

’ Zeit fiir eine gehaltvolle Ubung
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Ubungsaufgabe
Aufgabe 8.3-1
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8.3.2 Direkte und indirekte Band-Band-Ubergange
Energieerhaltung beim Band-Band-Ubergang

’ Wir betrachten jetzt nur noch Halbleiter. Sie unterscheiden sich von Isolatoren zunachst nur durch die Mdglichkeit, daf?
die bei Raumtemperatur verfiigbare thermische Energie (kgT)rT = 1/40 eV ausreicht, um einigen wenigen Elektronen
den Sprung vom (vollen) Valenzband ins (leere) Leitungsband zu ermdglichen.

Der Ubergang von Elektronen vom Valenzband ins Leitungsband sowie der umgekehrte ProzeR, der Ubergang von
Elektronen im Leitungsband zu freien Platzen im Valenzband, sogenannte Band-Band-Ubergange, sind also
unmittelbar verantwortlich fur die elektrische Leitfahigkeit der Halbleiter. Wir miissen sie etwas naher betrachten.

Jeder solcher Ubergang bedeutet einen Wechsel von einem Zustand mit einem Wellenvektor k1 zu einem neuen
Zustand mit einem Wellenvektor k. Dabei &ndern sich Energie und Impuls des Elektrons.

Da aber der Energie- und der Impulserhaltungssatz auch in der Quantentheorie gelten, miissen wir uns mit den
damit verbunden Konsequenzen beschéaftigen.
Wir betrachten zunachst den Energieerhaltungssatz. Der Klarheit halber nehmen wir Photonen, also Licht, mit der
eindeutig definierten Energie Ephoton = h - vV, um Elektronen aus dem Valenz- ins Leitungsband zu lupfen.
Das Photon trifft ein Elektron irgend"wo" im Valenzband unseres Halbleiters. Das "wo" bezieht sich dabei sowohl
auf den Ort im Ortsraum als auch im k-Raum. In der folgenden Zeichnung hat das "getroffene" Elektron den Zustand
k; damit ist alles Gber den Zustand "vorher" gesagt:

E@®
4

.................. 0 G S A
T ; kT L
L ans Gitter

4
l’bz Phon onen 21)

ik

E K, Ky

Fur den Zustand "danach" gibt es nun zwei Méglichkeiten:

1.) Die Energie des Photons reicht aus, um das Elektron mindestens bis zur Unterkante des nachsthéheren
Bandes zu heben.

2.) Die Energie des Photons reicht daflir nichtaus.

Eine weitere Mdglichkeit gibt es nicht, da das untere Band das Valenzband und also komplett gefullt ist; freie
Platze stehen nur im oberen Band (dem Leitungsband) zur Verfugung.

Zur ersten Mdoglichkeit: Falls die Photonenenergie grof genug ist, um das Elektron mindestens bis zur Unterkante des
nachsthéheren Bandes zu heben, wird das mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auch passieren.

Im obigen E(k)-Diagramm gibt es aber bei der Energie hv iber dem Start-Zustand k gar keinen Zustand; wir
mussen das Elektron also in den energetisch passenden Zustand in der 2. BZ "transferieren” (roter Pfeil nach
rechts). Dadurch hat das Elektron dann einen anderen (gréReren) Wellenvektor.

Das Elektron "sitzt" also nun im Zustand k'1 im sonst leeren Leitungsband. Da es nun fur unser Elektron jede
Menge freie Platze bei kleineren Energien gibt, wird es nicht lange auf seinem ersten Platz bleiben, sondern sich
von Platz zu Platz "nach unten" sinken lassen, bis es das Energieminimum des Leitungsbandes bei k's erreicht
hat; angedeutet durch die kleinen roten Pfeile nach unten.

Die UberschuRenergie geht dabei portionsweise ins Gitter, d. h. der Kristall wird ein biRchen warmer. In der
Zeichnung ist das formal-abstrakt so dargestellt, da’ das hinunterhipfende Elektron Phononen emittiert.
(Phononen sind die Teilchen, die quantisierten Gitterschwingungen entsprechen — analog zu den Photonen als
Lichtteilchen.)

Dieser Prozef heiRRt Thermalisierung. Er erfolgt sehr schnell — in 1013 bis 10-11 Sekunden ist alles vorbei.
’ Zur zweiten Mdoglichkeit: Falls die Photonenenergie nicht gro3 genug ist, um das Elektron mindestens bis zur
Unterkante des nachsthéheren Bandes zu heben, passiert nichts! Und das ist eine sehr wichtige Aussage!

Denn das bedeutet, dal es fir hv < Eg keine Absorption des Photons geben kann. Fir Photonen mit kleinerer
Energie als die der Bandlticke ist der (perfekte) Kristall komplett durchsichtig !

Es sind also auch fundamentale optische Eigenschaften im Banddiagramm enthalten!
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’ Die Darstellung im Banddiagramm rechts ist natirlich wieder viel einfacher, weil wir uns nicht um die k-Werte kiimmern.
Daflir kbnnen wir hier eine andere wichtige Sache einfacher wiedergeben als im E(k)-Diagramm: Das ins Leitungsband
transferierte Elektron hinterlal3t einen unbesetzten Platz im Valenzband, ein "Loch"; es ist als kleines blaues Quadrat
eingezeichnet.

Das Loch ist der einzige freie Platz, auf den das Elektron aus dem Leitungsband zurtick ins Valenzband springen
konnte. Weil aber auf diesen freien Platz sehr leicht auch die anderen Elektronen im Valenzband springen kdnnen,
die energetisch hoher sitzen als das Loch, riickt das Loch ziemlich fix an die Oberkante des Valenzbandes.

Das geschieht sehr schnell — denn auch hier geht es um Thermalisierung. Weiter unten (und in den folgenden
Abschnitten) mehr zu den Ldchern, jetzt wir missen uns erst noch um folgendes Thema kiimmern:

Impulserhaltung beim Band-Band-Ubergang

’ Wir missen nun den Impuls des Systems vorher und nachher betrachten. Das ist erheblich schwieriger als die
Betrachtung der Energie, da der quantenmechanische Impuls von Photon, Kristall und Elektron nicht so unmittelbar klar

ist wie die Energie.
Wir missen hier etwas an der Oberflache bleiben und werden einige "Dinge" einfach postulieren. Trotzdem IaR3t sich
eine wichtige Beziehung leicht verstandlich machen:

In der Quantenmechanik ist der Impuls immer gegeben durch

Impuls = p= kK .k

Das gilt fir Elektronen, Photonen und Phononen. Da die Wellenlangen von (Licht-)Photonen immer sehr viel géer
sind als die der Elektronen und Phononen (A von Photonen liegt im Bereich von 1 um, bei Elektronen und den hier
wichtigen Phononen eher im nm-Bereich), ist ihr Wellenvektor entsprechend viel kleiner. Damit kdnnen wir den
Impuls der Photonen in 1. Naherung schlicht komplett vernachlassigen .

Zum Merken:

Photonen haben Energie, aber kaum Impuls.
Phononen haben Impuls, aber kaum Energie.
Elektronen haben Impuls und Energie.

’ Es geht damit nur noch um den Impuls des Elektrons "vorher" (im Valenzband; Wellenvektor k) und "nachher” (im
Leitungsband; Wellenvektor k).
Fur den Unterschied schreiben wir Ap, die Differenz des Impulses nachher minus dem vorher. Wir haben:

Ap = B (k' - k)

Diese Differenz ist auf jeden Fall nicht null, und das ist ein Problem, denn der Impulserhaltungssatz sagt, dal? diese
Impulsdifferenz exakt ausgeglichen werden muf3 — und das bedeutet, daf3 der Impulserhaltungssatz fiir das Elektron
ohne dritten Partner (der sich um diese Impulsdifferenz kiimmert) nicht zu erfllen ist.
Das Besondere an dieser Situation ist zudem, daf3 im perfekten Kristall auch der Impulserhaltungssatz von der
Perfektheit des Kristalls beeinflul3t ist; ohne weitere Herleitung nehmen wir zur Kenntnis, dal® der
Impulserhaltungssatz im Kristall lautet:

K -—k=G

G = reziproker Gittervektor

Das sollte uns nun sehr bekannt vorkommen. Es ist die gute alte Bragg-Bedingung — mit einer Verallgemeinerung:
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|k| = |K'| braucht nicht mehr erfillt zu sein!

Das bedeutet, daf’ wir jetzt auch inelastische Streuung zulassen — und also bildet das Kristallgitter als Ganzes
den erforderlichen dritten Partner, ohne den der Impulserhaltungssatz fur das Elektron nicht zu erfiillen ware.
Deshalb spricht man hier auch vom Kristallimpulserhaltungssatz.

Ob das nun einfach oder kompliziert ist, sei dahingestellt, es hat jedenfalls einschneidende Konsequenzen!

Reduziertes Banddiagramm

’ Wenn wir die Darstellung des Band-Band-Ubergangs im E(k)-Diagramm oben wieder betrachten, bedeutet
Impulserhaltung nun, daf3 der nach rechts weisende rote Pfeil entweder die Lange null oder die Lange eines reziproken
Gittervektors haben mul3.

Das hat er aber sicher nicht, denn in der Zeichnung wére der kurzestmogliche reziproke Gittervektor so lang wie
beide Brillouinzonen zusammen — man erinnere sich, daf} die Rander der Brillouinzonen bei der Halfte der
reziproken Gittervektoren liegen!

Die Konsequenz ist einfach: Der oben gezeichnete Band-Band-Ubergang kann gar nicht stattfinden, denn er verletzt
den Kristallimpulserhaltungssatz!

Um Energie- und Kristallimpulserhaltung gleichzeitig zu erfillen, muf3ten wir also im E(k)- Diagramm solange mit
zwei vorgegebenen Strecken (den beiden roten Pfeilen) an der Dispersionskurve rauf- und runterfahren, bis wir zwei
k-Werte finden, bei denen alles paf3t. Das tun wir aber nicht, sondern wir lassen uns etwas einfallen, das die Arbeit
sehr stark erleichtert.

’ Die E(k)-Diagramme lassen sich sehr viel platzsparender zeichnen, wenn man eine kleine Vereinbarung beziiglich eines
zeichentechnischen "Tricks" trifft: Wir malen alle Zweige der E(k)-Kurven der diversen Brillouin-Zonen in die 1. Brillouin-
Zone. Man weil} ja, zu welcher BZ irgendein Ast geh6rt — man muf3 nur von unten kommend abzéhlen.

Praktisch geht das ganz einfach: Wir verschieben jeden Ast solange um reziproke Gittervektoren nach innen, bis er
in die 1. BZ fallt. Das sieht so aus:

L] Ek)

1.BZ 1.BZ 1.BZ 3.BZ

N4 —

2

g].lll]

Diese "Sparversion" der E(k)-Kurven heifdt reduzierte Darstellung oder reduziertes Banddiagramm. (Es ist die
allgemein tbliche Form des Banddiagramms, daher laf3t man das "reduziert" in der Praxis wieder weg.)

’ Damit sparen wir nicht nur eine Menge Platz, sondern die von Impuls- und Energieerhaltungssatz erlaubten Ubergange
liegen jetzt einfach senkrecht tbereinander. (Zur Erinnerung: Das liegt daran, daf3 ein Photon praktisch keinen Impuls
hat und sich also bei einem solchen Ubergang der Kristallimpuls nicht &ndert.)
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Das ist leicht einzusehen: Jeder Ubergang, der energetisch paft, erfillt
E® automatisch den Kristallimpulserhaltungssatz, denn die diversen Aste der E(k)-
T Kurve unterscheiden sich ja genau durch einen reziproken Gittervektor.

Die Absorption eines Photons sieht jetzt also so aus wie links dargestellt. Die
o Lange des Pfeils mit der Energie hv muf3 nur noch an die passende Stelle
T “o L zwischen den zwei Asten gezeichnet werden.

Wir wollen diese Vereinbarung, fur Band-Band-Ubergange das reduzierte

hv Bandschema zu verwenden, zukunftig automatisch einhalten. (Dies ist im tbrigen
auch durch die harte Theorie zu rechtfertigen, die unter der Bezeichnung "Bloch-
~ Theorem" bekannt ist.)

o > i Band-Band-Ubergénge zeichnen wir zukiinftig auch im einfachen Banddiagramm
nur noch senkrecht nach oben — und nach unten. Denn alles, was wir bisher
gelernt haben, gilt selbstverstandlich nicht nur fiir die Schaffung eines Elektron-
Loch-Paares durch den Ubergang eines Elektrons vom Valenz- ins Leitungsband,
sondern auch fiir die Rekombination, die Wiedervereinigung von Elektron und Loch.

Versuchen wir, das im obigen Bild einzutragen, bekommen wir ein Problem: Nach
der Thermalisierung von Elektron und Loch sitzen sie im gezeichneten Beispiel
nicht mehr senkrecht tibereinander! Ein Ubergang nach unten und damit
Rekombination ist ohne Verletzung des Kristallimpulserhaltungssatzes nicht
moglich!

Das ist eine ziemlich aufregende Erkenntnis — mit weitreichenden Konsequenzen, wie wir gleich sehen werden.
Direkte und indirekte Halbleiter

Der entscheidende Punkt ist, daf es in einem reduzierten Banddiagramm ganz generell genau zwei Moglichkeiten fur
die Bandkanten gibt, durch welche die fundamentale Bandliicke definiert wird:

1.) Das Maximum des Valenzbandes sitzt im k-Raum genau unter dem Minimum des Leitungsbandes.
2.) Das Maximum des Valenzbandes und das Minimum des Leitungsbandes liegen bei verschiedenen k-Werten.

’ Wir schauen uns mal an, wie das (schematisch) in realen Materialien aussieht:

Freies e-Gas

E

Silizium Germaniumn Diamant

In der oberen Reihe sind Minima und Maxima Ubereinander; wir nennen Materialien mit dieser Eigenschaft direkte
Halbleiter. Das freie Elektronengas als Referenz gehdrt formal auch dazu.

Die untere Reihe zeigt indirekte Halbleiter (wir zadhlen Diamant mal dazu, obwohl das eigentlich ein Isolator ist).
Man beachte, da auch Germanium ein indirekter Halbleiter ist, denn Maximum und Minimum liegen eben nicht
beim selbem k-Wert und lassen sich auch nicht durch Addition oder Subtraktion von reziproken Gittervektoren
untereinander bringen.

’ Wie kommt man darauf? Kann man denn einem Halbleiter "ansehen"”, ob er eine direkte oder indirekte Bandliicke hat?

Im Prinzip ja: Man muf3 nur schauen, wie sich die Lichtabsorption als Funktion der Frequenz bzw. Wellenlange (d.
h. der Farbe des Lichtes) verhalt. Setzt sie bei einer bestimmtem Frequenz bzw. Wellenlange schlagartig und
kraftig ein, handelt es sich um einen direkten Halbleiter. Denn sobald hv = Eg, wird Absorption maoglich.
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In einem indirekten Halbleiter kann bei hv = Eg nicht kraftig absorbiert werden, denn es gibt bei dieser Energie ja
keine unmittelbare Impulserhaltung. Erst bei héheren Photonenenergien, die hv = Egirekt entsprechen, dem
direkten Ubergang mit der kleinsten Energie, wird die Absorption kraftig einsetzen. Im Bereich zwischen Eg und
Edirekt Wird zwar auch absorbiert (Gber einen "Umweg"), aber nur schwach.

Dieser Unterschied wirkt sich auf den Absorptionskoeffizienten o aus; o ist definiert Uber die exponentielle
Abschwachung von Licht beim Durchdringen des Materials: Je grof3er &, desto geringer die Eindringtiefe des
Lichtes.

Hier ein paar Beispiele fir Messungen (vor allem mit infrarotem Licht) der Wellenlangenabhangigkeit von « bei
einigen Materialien; man beachte die Form der jeweiligen "Absorptionskante":
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Si und Ge sind die einzigen indirekten Halbleiter in diesem Diagramm, man sieht den weichen Einsatz der
Absorption sehr deutlich. Beim Germanium sieht man dartiber hinaus den Einflu der direkten Bandllicke, die bei
etwas hdherer Energie liegt (siehe die obige Bandstruktur; beim Silizium "funktioniert" das nicht, weil dort hoher im
Leitungsband kein lokales Mininmum vorliegt).

’ Damit soll's erst mal genug sein; wir werden spéter auf dieses Thema zuriickkommen.

Zu diesem Abschnitt gibt es derzeit weder eine Ubungsaufgabe noch schnelle Fragen.
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8.3.3 Effektive Zustandsdichte und Boltzmann-Naherung
Die Grundformeln fur die Ladungstragerdichte

’ Wie groR ist die Dichte ni_ der Elektronen im Leitungsband eines Halbleiter mit jetzt gegebener Zustandsdichte?

Einfach: Die Antwort auf eine Frage dieser Art ist immer dieselbe: (Volumen)dichte der Platze (N(E) = D(E) - AE)
mal Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Elektron draufsitzt (Fermiverteilung; f(E; Er, T) und dann aufsummieren
(= integrieren). In Formeln also

00

nL = J D(E) - f(E; Ef, T) - dE
L

Fur Puristen: Wir dirfen bis « integrieren, da die Fermiverteilung bei groRen Energien sowieso alles auf null setzt.
Das sieht man ganz gut in dem folgenden Bildchen:

E i E4
D(E)

b
=

v » f(E)
D(E)f(E) aL= IDE)EE) 0 i \1

Fur alle: Man tut gut daran, sich die Zeit zu nehmen, um dieses Bildchen gut zu durchdenken und wirklich gut zu
verstehen — und zwar beziglich seiner Aussage, wie nrechnerisch zustandekommt.

’ Wir machen uns das Leben einfach und benutzen zwei Naherungen:

1. Die Boltzmann-Naherung f(E; Er, T) ~ exp[-(E — EF)/(kgT)]. Das ist eine gute Naherung, solange die
Fermienergie einige kg T unter der betrachteten Energie E liegt.

2. Die Naherung der effektiven Zustandsdichte. Das ist eine gute Naherung, solange die Fermienergie einige kgT
unter der betrachteten Energie E liegt — s.0. Wir ersetzen das Integral dann durch die simple Formel:

nL ~ Neff - exp[—(EL— Ep)/(kT)]

Fir die 2. Naherung benutzen wir schlicht die Tatsache, dal3 ein bestimmtes Integral letztlich eine Zahl ist, und die
kann man unter den gegebenen Umstanden auch wie gezeigt schreiben. Damit miissen wir jetzt als neuen (und
einfacheren) Materialparameter die effektiven Zustandsdichten Nest fir die verschiedenen Halbleiter bestimmen —
getrennt fur Leitungs- und Valenzband,; statt einer Kurve nur noch eine Zahl.

Das tun wir durch Nachschauen in der Literatur. Hier sind die wichtigsten effektiven Zustandsdichten; fir Si auch
noch mit der (immer vorhandenen) Temperaturabhangigkeit:

Effektive Zustandsdichte (in 1018
-3
Halbleiter cm™)
Leitungsband Valenzband

Silizium (Si) 24 15
Germanium (Ge) 10 6
Galliumarsenid (GaAs) 0,5 7
Galliumnitrid (GaN) 0,5 3

T/K 100 200 300 500 1000

Silizium: Neff(T)
(in 1018 cm-3) 459 13,0 23,9 51,3 145

Wir nehmen zur Kenntnis, dal die effektiven Zustandsdichten im Leitungs- und Valenzband etwas verschieden sind,
werden aber, um die Dinge einfach zu halten, diese Unterschiede in Zukunft ignorieren.
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Wir nehmen auch noch gerade so zur Kenntnis, dal man, je nachdem, wo man nachschaut, etwas verschiedene
Zahlen findet. Ab und zu wird die Zustandsdichte auch noch mal mit verbesserten Methoden nachgemessen; wenn

man es genau wissen will, kommt man also nicht darum herum, erst mal die neueste wissenschaftliche Literatur zu
konsultieren.

’ Wir beschliel3en diesen Abschnitt mit den drei Grundformeln, die wir noch sehr oft brauchen werden:

Dichte nel der mit Elektronen besetzten Platze im Leitungsband
EL —Ef
nel = Neff-exp(- — )

kT

Dichte n,V der Lécher, also der nicht besetzten Platze im Valenzband

EF —Ev
npY = Neff-exp(- — )
kgT
Massenwirkungsgesetz
EL —Ev
nel - NhY = Ne#f? - exp(— — ) = const.(T) = ni4(T)
ksT

nij(T): intrinsische Ladungstragerdichte

’ Bei einem intrinsischen Halbleiter liegt im thermodynamischen Gleichgewicht die intrinsische Ladungstragerdichte vor,
und zwar sowohl im Leitungs- wie im Valenzband:

nhY =nj=net

’ Das gibt uns Gelegentheit fiir eine schéne Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 8.3-2

Massenwirkungsgesetz

AuRerdem haben wir nattrlich noch die schnellen Fragen:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 8.3.3
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8.3.4 Leitfahigkeit intrinsischer Halbleiter

Die Leitfahigkeit des Leitungsbandes

’ Elektronen im Leitungsband haben jede Menge freie Platze in der (Energie)-Nachbarschaft, sie konnen also auf Kréafte
durch Anderung ihres Wellenvektors (=Zustand) reagieren.

Die damit verbunden spezifische Leitfahigkeit oL im Leitungsband ist durch unsere immer giltige Formel gegeben:

OL = €e-nL- Mu

Mit e = Elementarladung, p = Beweglichkeit und n. = Dichte der Elektronen im Leitungsband.
Wir verzichten auf das Vorzeichen bei der Ladung, da die Leitfahigkeit immer positiv ist.
’ Wir kennen ni_ fiir intrinsische Halbleiter. Wie steht es aus mit der Beweglichkeit u? Falls wir auch daftir Werte herleiten
kénnen, haben wir die Schliisselfrage der Halbleitertechnik beantwortet.

Wir hatten uns bereits Uberlegt, welche physikalischen Prozesse die Beweglichkeit bestimmen, und kamen zu dem
Schlu3, daf3 es im wesentlichen die mittlere freie Weglange zwischen Stof3en ist.

Die wesentlichen Stof3"partner” waren Phononen und Defekte. Defekte gibt es im perfekten intrinsischen Halbleiter
nicht, und Sté3e mit Phononen kdnnen (und wollen) wir hier nicht nédher behandeln.

’ Wirwerden hier also keine Herleitung der Beweglichkeit leisten kdnnen und trésten uns damit, daf® wir zumindest
wissen, dald sie nicht sehr temperaturabhangig ist.

Woher wissen wir das? Durch kurzes Nachdenken! Denn was immer auch Phononen genau sind, sie enthalten die
thermische Energie des Kristalls.

Die steigt aber bestenfalls linear mit der Temperatur — die Warmekapazitat eines Kristall haben wir behandelt, wenn
auch nur am Rande (Ubungsaufgabe).

Also wird die Zahl der Phononen allenfalls mit irgendeiner niedrigen Potenz der Temperatur ansteigen vielleicht mit
T, mit T3/2 oder auch T2,

’ Wie auch immer — der Clou an der Sache ist, daf3 wir die Temperaturabhéngigkeit der Beweglichkeit kaum merken
werden, verglichen mit der exponentiellen Zunahme der Ladungstragerdichte mit der Temperatur!

Die Beweglichkeit ist damit an dieser Stelle einfach nicht so spannend.
Das heif3t aber nicht, dal3 die Beweglichkeit grundsétzlich uninteressant ware. Fir Halbleiterbauelemente, die auch

noch bei hdchsten Frequenzen arbeiten sollen, ist sie ein extrem spannender Materialparameter — Si verliert hier
beispielsweise das Rennen gegen GaAs.

’ Falls wir jetzt aber unterstellen, da® wir einen experimentellen Zahlenwert fiir die Beweglichkeit haben, und dann die
Leitfahigkeit des Leitungsbandes ausrechnen, wirden wir (in einem Idealexperiment) eine interessante Beobachtung
machen:

Die gemessene Leitfahigkeit ist ziemlich genau doppelt so grof3 wie die fiir das Leitungsband berechnete
Leitfahigkeit!

’ Aha! Alles klar? Wir missen nattrlich jetzt auch die Leitfahigkeit im Valenzband betrachten!

Locher und die Leitfahigkeit des Valenzbandes

’ Ein voll besetztes Valenzband hat die Leitfahigkeit null. So viel ist sicher.
Das Valenzband ist aber nicht mehr voll besetzt, falls Elektronen im Leitungsband sitzen. Fir jedes Elektron im
Leitungsband fehlt eines im Valenzband; wir haben die freien Platze bereits friiher L6cher genannt.

Das bedeutet jetzt aber, daf3 fur jedes Elektron im Leitungsband jetzt auch genau ein Elektron im Valenzband
seinen Zustand &ndern kann, indem es in ein benachbartes Loch "springt".
Das ist formal sehr ahnlich zum Leerstellendiffusionsmechanismus, nur dal3 die Lécher jetzt nicht nur Lécher im
Ortsraum sind (wie die Leerstellen), sondern auch (und das ist wichtiger) im k-Raum bzw. Zustandsraum.

’ Hier nehmen wir einfach zur Kenntnis, daf3 es auch im Valenzband genau n|_ Ladungstrager gibt, die auf aul3ere Kréafte

reagieren kdnnen.

Ob wir diese Ladungstrager "negativ geladene Elektronen, die in ein Loch hupfen kénnen" nennen oder "positiv
geladenen Locher", ist Geschmackssache.

Ob wir dann sagen, daf3 sich unter dem Einflu3 eines elektrischen Feldes eine ganze Kaskade, ein ganzes
irgendwie korreliertes Ensemble von (negativ geladenen) Elektronen via Locher zum Pluspol bewegt, oder die
individuellen positiv geladenen Lécher zum Minuspol, ist ebenfalls Geschmackssache.
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Weiterhin gibt es keinen Grund, warum die Elektronen im Valenzband ganz andere Beweglichkeiten haben sollten
als die im Leitungsband — alle Elektronen stof3en sich schlieZlich mit denselben Phononen oder Defekten. Die
Lochfetischisten schliel3en daraus, daf3 die Beweglichkeit der Locher (und damit auch ihre Masse) dieselbe ist wie
die der Elektronen im Valenzband.

’ In vornehmen Kreisen ist unbestritten, daf3 guter Geschmack die unaufféllige Eleganz préaferiert, das anscheinend
Einfache. Das sind hier ganz klar die L&écher, wir werden also ab sofort folgende Aussage verinnerlichen und anwenden:

Die freien Platze im Valenzband heifl3en Lécher.
Lécher benehmen sich im Kristall fir alle
praktischen Zwecke wie
positiv geladene Elektronen.

’ Damit ist klar: Die Leitfahigkeit des Valenzbandes oy ist in intrinsischen Halbleitern ungefahr gleich gro3 wie o, die
Leitféahigkeit im Leitungsband. Die gesamte Leitfahigkeit o des intrinsischen Halbleiterkristalls wird damit

0= 0L+0y = e-Nn-JL+e-ny- Jdy = 20

Darstellung der Stromleitung im Banddiagramm

’ Im Banddiagramm |&Rt sich die Stromleitung, d.h. der Transport elektrischer Ladungen von hier nach da, sehr gut und
einleuchtend darstellen.

Um elektrische Strome zu erhalten, brauchen wir ein elektrisches Feld E, bzw eine Spannung U, bzw. eine
Potentialdifferenz AV zwischen hier und da. Falls wir "da" erden, ist AV = V.

Wir ersparen uns hier den Ublichen Krampf mit den limitierten Buchstaben und benutzen den Buchstaben E auch fiir
das elektrische Feld - aber dann in Magenta!

’ Bleiben wir eindimensional wie auch sonst, haben wir nun ein Stuck Halbleiter mit verschiedenem elektrischem
Potential bei x =0 und x = L.
Im Banddiagramm betrachten wir die Energie der Elektronen im Kristall. Was bedeutet es, wenn jetzt ein
elektrisches Potential V(x) vorliegt?
Ganz einfach: Wir miissen zu der aus den Bindungen im Kristall kommenden Energie E, die wir bisher
ausschlief3lich betrachtet haben, noch die elektrostatische Energie —e - V(x) addieren, und erhalten jetzt eine
ortsabhéngige Energie E(x).
Denn das elektrische Potential mal der betrachteten Ladung gibt ja gerade die potentielle Energie dieser Ladung in
dem zu V gehoérenden elektrischem Feld an.
’ Den Zusammenhang zwischen Ladungen p(X,y,z), elektrischem Potential V(x,y,z) und elektrischem Feld E(x,y,Zz) gibt
dabei immer die Poisson-Gleichung

0x2 oy2  0z2 €r€p

’ Aber das mussen wir hier gar nicht so genau wissen. Wir betrachten einfach ein Stiick Halbleiter, an dessem einen
Ende (x = 0) das elektrische Potential den Wert V(0) = -V hat, wahrend das andere Ende (x = L) geerdet ist, d.h.
V(L) = 0. Die MafReinheit ist natirlich Volt.

Damit ergibt sich ein Banddiagramm, das wir erst mal zur Kenntnis nehmen und dann besprechen. (In der
Abbildung fehlt an der Spannungsquelle das Minuszeichen vor dem Vg.)
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’ Das Bild zeigt eine Fille von Einzelheiten, die wir jetzt im Detail besprechen:

Im oberen Teil ist perspektivisch das Material gezeigt — mit den elektrischen Kontakten und dem Stromkreis. Man
sollte niemals ein Banddiagramm und eine Darstellung im Ortsraum verwechseln — auch wenn auf einer hohen
Abstraktionsebene beides nur noch ein Rechteck ist.

Eingezeichnet ist ebenfalls, wie sich negativ und positiv geladene Teilchen bewegen werden. Wichtig dabei ist, dal3,
trotz unterschiedlicher Teilchenstromrichtung, beide Ladungen dieselbe elektrische Stromrichtung ergeben.
Weiterhin ist klar, daB3 bei konstanter Leitfahigkeit der Spannungsabfall im Material linear erfolgt. Dies bedeutet,
daR das lokale elektrische Potential V(x) linear von =V auf 0 ansteigt.

’ Damit kann man das Banddiagramm zeichnen:

Links sind Valenz- und Leitungsband um e - Vg angehoben; rechts ist alles beim alten. Dazwischen nimmt die
Energieanhebung linear ab — wie gezeichnet.

Warum nimmt die Energie ab? Es war doch gerade gesagt worden, dal3 das Potential ansteigt.
Nach wie vor betrachten wir die Energie von Elektronen in den beiden Bandern — man erhélt sie immer durch

Addition der "Kristallenergie” und des lokal vorliegenden elektrostatischen Potentials, und bei letzterem ist die
negative Ladung des Elektrons relevant; dadurch verlauft die Energie entgegengesetzt zum Potential.

’ Wir haben damit eine fundamentale Sache eingefihrt, die sogenannte Bandverbiegung. So nennen wir es, wenn
Leitungs- und Valenzband nicht exakt horizontal verlaufen.

Gleichzeitig erkennen wir eine fundamental Regel: Bandverbiegungen sind immer mit elektrischen Feldern im
Material gekoppelt.

Denn ein elektrisches Feld ist schlicht der Gradient des elektrischen Potentials, und ohne Gradient im Potential gibt
es keine Bandverbiegung.

’ Rein graphisch wird schon anschaulich, was nun geschieht: Die Elektronen im Leitungsband werden sich zur tiefsten
Energie begeben — sie laufen in einem Energiediagramm immer bergab. Da sie beweglich sind, wird das auch
geschehen.

Die Elektronen im Valenzband werden sich auch zur tiefsten Energie begeben. Da aber nur ein kleiner Tell
beweglich ist — die mit einem Loch als Nachbar — laufen die Lécher entgegengesetzt, immer den Energieberg
hinauf. Das ist eingezeichnet.

Wir sehen also auch im Banddiagramm, daf3 jetzt Ladungen flieRen. Wir sehen es sogar viel anschaulicher als im
Ortsraum. Wo aber liegt nun die Fermienergie? Sie ist nicht eingezeichnet 1?

Das hat einen einfachen, aber sehr wichtigen Grund: Es gibt im strengen Sinn keine Fermienergie mehr — denn wir
haben nicht mehr Gleichgewicht: Mit Stromfluf3 haben wir Ungleichgewicht.

Denn StromfluR bedeutet immer Ungleichgewicht oder Nicht-Gleichgewicht. Es gibt zeitliche Anderungen von
Systemparametern: Der Halbleiter wird warm, in der Batterie &ndert sich die chemische Zusammensetzung, usw.

Die Fermienergie war aber nur fur Gleichgewicht definiert; sie existiert nicht fir Nicht-Gleichgewicht.

’ Ein letzter Punkt: Das Banddiagramm zeigt nicht, was mit den Elektronen und Lécheren geschieht, wenn sie bei ihrer
Berg- und Talfahrt an das Ende des Kristall gelangen.

Wir wissen aber, was geschehen muf3: Die Spannungsquelle ist eine Ladungspumpe, sie beférdert die
Elektronen, die bei x = L ankommen, durch den &uf3eren Stromkreis wieder zuriick nach x = 0.

Locher allerdings, kann die Spannungsquelle nicht durch einen Metalldraht pumpen. Sie wird deshalb bei x = 0
Elektronen ins Valenzband geben, die mit den Locher rekombinieren, und bei x = L diese Elektronen
herausnehmen, d.h. Lécher injizieren. (Das mag hier noch ziemlich seltsam erscheinen, wir werden diese Prozesse
aber irgendwann besser verstehen.)
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Die Zeichnung zeigt die Strome im Halbleiter und im Draht; die Pfeile geben dabei die Bewegungsrichtung der
Teilchen an, nicht die techische Stromrichtung. Fir Locher sind beide Richtungen identisch, fiir Elektronen sind sie
umgegekehrt.

O—

’ Wir haben jetzt einen ersten Eindruck bekommen, wie man mit Banddiagrammen arbeiten kann. Wer testen mochte,
wieweit er das verstanden hat, versucht mal, sich die folgende Frage zu beantworten, bevor die Lésung angeklickt wird:

Was passiert im Banddiagramm, wenn wir wie oben eine Spannung anlegen, aber die Kontaktelektroden mit einer
"unendlich diinnen" isolierenden Schicht Uberziehen?

Das bedeutet, wir haben zwar den Potentialunterschied zwischen x = 0 und x = L, aber Stromfluf3 kann dank der
Isolierschicht nicht stattfinden.

’ Die Antwort auf diese Frage findet sich in einem eigenen Modul, das man unbedingt konsultieren sollte

Zu diesem Abschnitt gibt es derzeit
weder eine Ubungsaufgabe noch
schnelle Fragen.
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8.3.5 Merkpunkte zu Kapitel 8.3: Bandermodell und Materialeigenschaften

Die allgemeinste Bandstruktur hat als bei groRen Energien ein volles
oder teilgefiilltes Valenzband V, getrennt durch eine Energieliicke
Eg vom (fast) leeren Leitungsband L (oder englisch C).

Bander oder Zustande unterhalb des Valenzbandes sind per
definitionem immer voll besetzt und damit “tot" — nichts kann
passieren.

Bander oder Zustande oberhalb des Leitungsbandes enthalten
keine Elektronen und sind damit "tot" - nichts kann passieren

Zwei Bander geniigen, mit der weiteren Abstraktion, dass Eg=0
eV erlaubt ist.

Wo immer dieElektronen sich befinden - nur in der
Aufweichungszone um die Fermienenergie kdnnen sie "was

tun”.

’ Die Bandstruktur bestimmt zunéchst die Leitfahigkeit. =

Isolatoren: GroRRe Bandliicke (Eg > 2,5 eV. Valenzband
komplettt voll, Leitungsband komplett leer. Es gibt keine
Ladungstrager, die "was tun" kénnten.

Leiter: (=Metalle). Bandlucke Eg < 0,5 eV, inshesondere aber
=0 eV, oder Valenzband nicht voll gefullt. Es gibt viele
Elektronen an der "Fermikante", die beweglich sind
(Bewegung=Zustand &ndern=anderen Platz besetzen, der dazu
frei sein muss).

Halbleiter: Bandliicke 0,5 eV < Eg < 2,5 eV. Bei endlicher
Temperatur reicht die thermische Energie kgT um hinreichend
viele Elektronen ins Leitungsband zu werfen. Im Valenzband
bleiben bewegliche pos. geladenen Lécher zuriick.

’ Zugehorige typische Leitfahigkeiten =

pmetist nicht "einstellbar”. Defekte oder legieren machen p
immer nur groRer. pag ist bei RT durch nichts zu unterbieten.
GroRes Problem fir ET&IT!

PHL ist in weiten Grenzen (mindestens 4 GréRenorndungen)
einstellbar durch Dotieren ).

’ Hier ist noch was zu tun:

Dichte der Elektronen bei E=Zahl der vorhandenen Platze
(=Zustandsdichte D(E)) mal Wahrscheinlichkeit der Besetzung
(=f(E)=Wert der Fermiverteilung bei E): Gesamtzahl durch
Aufsummieren=Integrieren.

Zustandsdichten sind komplizierte Funktionen aber trotzdem
"nur" Materialkonstanten.

Vereinfachung durch effektive Zustandsdichten Nefs (Zahl statt
Kurve) und Boltzmann-Naherung der Fermiverteilung.

Dichte der Lécher tiber Wahrscheinlichkeit fir
Nichtbesetzung=1 — f(E).
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8.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 8

8.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 8: Leitfahigkeit und Bandermodell

’ Das Ohmsche Gesetz ist nur sinnvoll fir spezifische Grofl3en:
Ll =0-E
j=Stromdichte
E=Feldstéarke . o=1/p
Wesentliche Materialkonstante ist: Leitfahigkeit o oder spez.
Widerstand p.
’ Typische Werte sind wichtig!
p (Metall) =~ 1uQcm
Man muss mit den ca. 1 uQcm guter reiner Metalle (Ag, Cu) leben, p (Halbleiter) ~ 1 Qcm
man kann sie immer nur verschlechtern (Defekte , Legieren, ...),
aber nie besser machen.
p(Isolator) = 1GQcm

’ Elektrische Stromdichte ist ein Nettostrom geladener Teilchen, gegeben
durch Zahl der Ladungen=Teilchen, die pro Sekunde mit einer mittleren L=9q-n-vp
Nettogeschwindigkeit v p durch einen cm? flieRen.

Das laRt sich immer so schreiben =

Die Driftgeschwindigkeit vp, verursacht durch das elektrische Feld, - q-Nn-Vvp B
ist aber extrem klein gegeniiber der mittleren thermischen G = =  constant
Geschwindigkeit Viherm E
Fur die Leitfahigkeit ergibt sich sofort =
VD
Damit ist ein neuer, sehr wichtiger Materialparameter, die — = u=constant (Beweglichkeit)
Beweglichkeit u definiert. E
Das Ohmsche Gesetz ist nun hergeleitet, in der "Materialform" _
schreibt es sich > G=q-n-y

’ Die Konzentrationen nyet der Ladungstrager in Metallen npet und
Isolatoren nisg sind von der GroRenordnung her bekannt: Ungeféhr
Dichte Atome bzw um Null.

NmMet = Atome
Niso =0

Es bleibt, die Beweglichkeit u zu bestimmen

Bei Halbleitern ist nHg)p noch nicht klar, hier brauchen wir nHgp und
MHalb-

’ Eine relativ simple Betrachtung des Herumwuselns von Elektronen in
Kristallen ergibt folgende Beziehungen: Vax  Boschlounigung im Fold

StolRe zwischen Elektronen und den den HaupstoRRpartner
"Phononen"=Trager der thermischen Energie=anderes Wort flr
(quantisierte) Gitterschwingungen und Kristallgitterdefekten
(Fremdatomen, Korngrenzen, Versetzungen, Ausscheidungen, ...)
sorgen fur eine im Mittel konstante Driftgeschwindigkeit.

Charakteristische Parameter dazu sind die (mittlere) Sto3zeit T und V.
die mittlere freie Weglange |=vT.

Die Beweglichkeit ist dann direkt gegeben (d.h. proportional) zu I=vT
oder T. (Formel muss man nicht wissen).
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’ Die Temperatur bestimmt klassisch sowohl v (iiber ¥smv?2=3/2 kgT) als
auch (Uber StéRBe mit "Phononen™) zum Teil die Beweglichkeit. Es kommt Unsinn raus!

Fir eine gegebene Elektronenkonzentration (z. B. typisches Metall)

und eine gemessene Leitfahigkeit kann man damit alle Grol3em
ausrechnen, aber = Pauli-Prinzip!

Elektronen kdnnen nicht mit beliebigen

Geschwindigkeiten=Energie=Zustanden existieren; sie kdnnen z. B.
bei T=0 K nicht alle bewegungslos sein. Der Gleichverteilungssatz
Trotzdem behalten alle obigen Formeln auRer ¥2mv 2=3/2 kgT auch . gilt n'_Cht

in der nachfolgenden "richtigen" Betrachung ihre Bedeutung — wir fur Fermionen!

mussen nur die Geschwindigkeit richtig bestimmen.

’ Als Fermionen unterliegen die Elektronen der Fermiverteilung, und sie
sind nicht véllig frei in der Wahl ihres Energiezustands, denn in einem Nur Elektronen im
kristallinen Festkorper sind sie quantenmechanisch als Aufweichungsbereich der
Elektronenwellen zu beschreiben. . . .

Fermiverteilung sind

"handlungsfahig"!

Aus der Fermiverteilung folgt eine fundamentale und weitreichende
Eigenschaft der Elektronen: >

Aus der guantenmechanischen Beschreibung als Elektronenwellen
resultiert eine Bandstruktur E(k), welche den Zusammenhang

zwischen der Energie E eines Elektrons und seinem Wellenvektor k
angibt. Dabei kann es bestimmte Energiebereiche geben, zu denen

kein einziger Wellenvektor pafit — wir haben es mit einer Bandllicke Die Bandstruktur der

2u tun. Es gilt: = Elektronen in einem Kristall
Die Bandstruktur E(k) kann auf die Zustandsdichte D(E) bes“mmt die elektronischen
umgerechnet werden; Naheres dazu weiter unten. Die Bandliicken Eigenschaften!

sind die Energiebereiche, in denen die Zustandsdichte gleich null

ist.

Wegen der Kompliziertheit der vollstdndigen Bandstruktur geht man
zu einer stark vereinfachten Darstellung der Energien von
Kristallelektronen tber: Es wird nur noch betrachtet, welche
Energiewerte erlaubt und welche verboten sind — und das ganz und
gar unabhangig von der Richtung im reziproken Raum der k-
Vektoren. Das Ergebnis ist dann ein Banddiagramm :

Ex)
A A

-/ Energieliicke
!

I

2.BEZ

. 2

(111) i L b (100)

alle &
G 1.B% 1.BZ Gwe -

’ Die allgemeinste Bandstruktur hat als bei groRen Energien ein volles

oder teilgefiilltes Valenzband V, getrennt durch eine Energieliicke Eg :j“mL |
vom (fast) leeren Leitungsband L (oder englisch C).
Béander oder Zustande unterhalb des Valenzbandes sind per ¥ besezt JV §

definitionem immer voll besetzt und damit "tot" — nichts kann
passieren.

Bander oder Zustande oberhalb des Leitungsbandes enthalten keine

Elektronen und sind damit "tot" — nichts kann passieren

Zwei Bander geniigen, mit der weiteren Abstraktion, dalR Eg=0 eV
erlaubt ist.
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Wo immer dieElektronen sich befinden — nur in der
Aufweichungszone um die Fermienenergie kdnnen sie "was tun".

’ Die Bandstruktur bestimmt zunéchst die Leitfahigkeit. =

Isolatoren: GroRRe Bandliicke (Eg > 2,5 eV. Valenzband kompilttt
voll Leitungsband komplett leer. es gibt keineLadungstrager, die
"was tun" kdnnten.

Leiter: (=Metalle). Bandlucke Eg < 0,5 eV, insbesondere aber =0
eV, oder Valenzband nicht voll gefullt. Es gibt viele Elektronen an
der "Fermikante", die beweglich sind (Bewegung=Zustand
andern=anderen Platz besetzen, der dazu frei sein muf3).

Halbleiter: Bandliicke 0,5 eV < Eg < 2,5 eV. Bei endlicher
Temperatur reicht die thermische Energie kgT, um hinreichend viele
Elektronen ins Leitungsband zu werfen. Im Valenzband bleiben
bewegliche pos. geladenen Locher zurlick.

’ Zugehorige typische spezifische Widerstandswerte =

PMet ist nicht "einstellbar”. Defekte oder legieren machen p immer
nur grélRer. pag ist bei RT durch nichts zu unterbieten. Grol3es
Problem fur ET&IT!

PHL ist in weiten Grenzen (mindestens 4 GréRenordnungen)
einstellbar durch Dotieren).
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8.4.2 Was man wissen muss

Wir verstehen, wie elektrischer Strom mit dem Netto-Teilchenstromen zusammenhéngt, und dass nur Stromdichte j und
elektr. Feldstarke E im Zusammenhang mit Materialien sinnvolle Gréfl3en darstellen.

Wir verstehen das Ohmsche Gesetz in der nachfolgenden Form, und dass es implizit behauptet, dass die spez.
Leitfahigkeit o = 1/p (p = spez. Widerstand) eine Materialkonstante ist.

E
j:o—.E:— j_:q.n.!D o=q-n-u
p
Stromdichte und
Ohmsches Gesetz Dr|ftgeschW|nQ|gke|t geladener Materlalde-flrjltllon qer spez.
. Teilchen Leitfahigkeit
Muss man wissen : . -
Muss man nicht wissen, aber Muss man wissen
verstehen

’ Wir kbnnen o = q - n - Y erlautern:

Die Ladungstragerdichte n ist:

1. n met = Dichte der Atome fiir Metalle ,
2. niso = 0 cm=3 fiir Isolatoren,
3. npL = Neff - exp[—(EL — Ep)/(k gT)] cm=3 = Npot cm=3 fiir Halbleiter

Bei Halbleitern ist dabei schon Wissen eingeflossen, das wir uns erst im nachsten Kapitel erarbeiten.
Die Beweglichkeit u bringt zum Ausdruck, dass die Driftgeschwindigkeit vp im elektrischen Feld trotz konstanter
Kraft auf die Ladung konstant ist; es gilt u = vp/E .

Statt der klassisch dazu notwendigen Reibung haben wir St63e der Ladungstrager (Elektronen oder Locher) mit
haupséachlich thermischen Gitterschwingungen (Phononen genannt) und Defekten wie atomaren Fehlstellen
(insbesondere Fremdatome), Versetzungen, Korngrenzen etc.

Die relevanten sinnvollen GréRen in diesem Zusammenhang sind mittlere Stofl3zeiten T und mittlere freie Weglangen
| «« T o« p. Die Beweglichkeit ist also schlicht ein MaR fir die StoRerei.

’ Das folgende Bild kénnen wir interpretieren:

StoRzeit und mittlere freie Weglange sind klar.

Vix  Beschleunigung im Feld ) .
Was das elektrische Feld E macht, ist klar.

m ﬂ ‘ Dass ohne Feld <vix>= <v_x>>>vp und <v>= 0 cm/s, ist nicht nur
I [ >t klar, wir wissen sogar, wie man <vViherm >klassisch mit dem

h*’ Gleichverteilungssatz ausrechnen kann, und warum man in den obigen

| ‘ |/ Gleichungen héllisch aufpassen muss, ob da ein Vektor oder ein Skalar

Stofizeit; ﬂ'me Weglange steht.
Wir haben sogar ein Gefihl flr Zahlen: vp liegt eher bei cm/s, wahrend
Viherm €her bei zigtausenden cm/s liegt (bei RT).

’ Wenn wir die mittlere freie Weglange ausrechnen (mit gemessenen o-Werten), wird uns klar, dass Elektronen sich nicht
mal ungefahr als klassische Teilchen verhalten (mittlere freie Weglangen waren viel zu klein), und warum sie noch viel
schneller sein miissen, als aus dem klassischen Gleichverteilungssatz (¥amv 2 = 3/2 kgT) errechnet.

Wir kdnnen das im Umfeld der Begriffe " Pauli-Prinzip"”, "Zustande " und "Besetzung von Zustanden" erlautern und
die Problematik aufzeigen, insbesondere bei sehr tiefen Temperaturen.

’ Wir verstehen, dass alle gelernten Begriffe trotzdem ihre Bedeutung behalten: Dass die "Hintergrundgeschwindigkeit"
Vitherm Nicht "stimmt", ist fUr die Hauptformel o = g - n - 4 egal, sofern n = Konzentration der beweglichen
Ladungstrager bedeutet.

Damit haben wir Metalle und Isolatoren "erledigt” und insbesondere verstanden, dass man an npet nicht
nenneswert "drehen" kann, dass die Beweglichkeit immer mit zunehmder Temperatur runtergeht (und dass man
dagegen nichts tun kann), und dass alle tblichen Tricks (Defekte, Legieren, ...) die Beweglichkeit und damit o
immer nur schlechter machen.
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Wir kennen typische Zahlen (fir p ):

* p (Metall) = 1 pQcm.
* p (Halbleiter, dotiert) =1 Qcm.
* p (Isolator) >> 1 Qcm.

’ Es bleiben "nur" noch die Halbleiter.

Wir haben uns Uberzeugt, dass wir Halbleiter (und den Rest auch nochmal) sinnvollerweise tber das Bandermodell
angehen, die beiden nachfolgenden Bilder kénnen wir sofort verstehen und ggf. im Detail erlautern:

E

F 3
Eg=15eV 05eV=iEg

<256V
L Eg<05eV

F

b

Eq

N

O
1 0 Foe

Isolator  Halbleiter Metalle

’ Der Begriff der Zustandsdichte ist uns halbwegs klar (und nach dem nachsten Kapitel vollstandig klar), und wir kénnen
im Schlaf folgenden Spruch aufsagen:

Dichte der Elektronen bei Energie E = Zahl der
vorhandenen Platze (= Zustandsdichte D(E)) mal
Wahrscheinlichkeit der Besetzung (= f(E) = Wert der
Fermiverteilung bei E).

Gesamtzahl durch Aufsummieren = Integrieren.

Wir kdnnen das zur Not auch in Formeln hinschreiben (inkl. der blauen, die wir aber erst in den nachsten Kapiteln
lernen)

neL(T)

o0
J D(E) - f(E; EF,T) dE nj 2
NMaj

Neff - exp[—(EL — EF)/(kgT)]
n;2

Npot
< Npot fur Majoritaten

’ Wir wissen auch schon, dass Zustandsdichten zwar nicht so leicht zu rechnen sind, aber letztlich bekannte
Materialparameter (in Form einer Kurve) darstellen. Das nachfolgende Germanium-Bild ist uns klar.

Wir kdnnten sogar mit den beiden nachfolgenden oberen Bildern das untere Bild qualitativ konstruieren und mit
obiger Formel begriinden.

#  Germanium £
*1 :
kS baman
S £ B
% Leitungsband f(E;) Bandliicke
—— E¥
b=
B F‘
™ I\ By
n < [Bandiiicke |

z 1- iy
Valenz- i
& band

L . 0 05 1 AR
Zustandsdichte D(E)
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D(E)

b
=

v » f(E)
D(E)f(E) a = ID(E)E(E) ° i \1

Wir kdnnten das Ganze auch fir Locher (= unbesetzte Platze im Valenzband) machen, und wir sind uns Gber die
Bedeutung von 1 — f(E) in diesem Zusammnhang im Klaren.

’ Wir wissen aber auch, wie man sich mit effektiven Zustandsdichten (ein Materialparameter in Form einer Zahl ) und der
Boltzmann-Né&herung fir f(E) das Leben stark vereinfachen kann, und wir haben die folgenden Formeln verinnerlicht und
immer parat:

net(T) = Neff - exp[—(EL —Er)/(kgT)] nn V(T) = Neff - exp[—(EF — Ev)/(ksT)] > ne-np = ni?

Dichte der Elektronen im

. Dichte der L6cher im Valenzband Massenwirkungsgesetz
Leitungsband

’ Es ist uns klar, dass das Massenwirkungsgesetz rechts auf3en aus den beiden Formel links unmittelbar folgt; wir
verzeihen auch dem Menschen, der den bléden Namen gepréagt hat.

Nebenbei haben wir uns an das Konzept der Lécher gewohnt.
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Erganzung: 9. Halbleiter

Hinweis: Der Inhalt dieses Kapitels ist seit dem Sommersemester 2023 nicht mehr Bestandteil der
Lehrveranstaltung "Grundlagen der Materialwissenschaft fir Elektro- und Informationstechniker". Dieses
Kapitel steht aber fur Interessierte hier weiterhin zur Verfiigung.

9.1 Majoritaten und Minoritaten
9.1.1 Elektronen, Locher und Massenwirkungsgesetz

Bestimmung der Elektronendichte im Leitungsband

’ Wir beginnen mit einer kleinen Wiederholung:

Die thermische Energie bei Raumtemperatur (kg T)rT ist im Mittel 1/40 eV. Das heil3t aber auch, dal3 sie hin und
wieder lokal viel héher sein wird. Insbesondere wird sie gelegentlich hoch genug sein, um ein Elektron aus dem
Valenzband des Si Uber die Energiellicke von 1,12 eV ins Leitungsband zu heben. Dort hat's genliigend freie Platze;
ein Elektron darf da hin!

Wie man sich das mit realen Atomen so vorstellen kann, ist im Link gezeigt.

’ Wir ventilieren jetzt ganz offenbar die Frage, wieviele der Platze (= Zustande) im Leitungsband bei der Temperatur T
besetzt sind. Die Antwort darauf gibt immer dieselbe Fundamentalformel:

Dichte der Elektronen bei Energie E =
Zahl der vorhandenen Platze (= Zustandsdichte D(E))
mal Wahrscheinlichkeit der Besetzung (= f(E): Wert der Fermiverteilung bei
E).
Gesamtzahl durch Aufsummieren = Integrieren.

Weil die Zustandsdichte jedes Materials nahezu unveranderlich ist, ergibt sich die tatsachliche Besetzung der
Platze aus der Fermiverteilung. Also machen wir erst mal eine kurze Wiederholung der Eigenschaften von f(E); was
folgt, muf jetzt im Schlaf beherrscht werden!

Wiederholung zur Fermiverteilung

Die Fermiverteilung f(E; Ef, T)gibt die absolute Wahrscheinlichkeit daftir, daf ein Platz bei der Energie
Eund Temperatur T in einem System von Fermionen (= Elektronen), das durch die Fermienergie Eg
charakterisiert wird, besetzt ist.

Ein System, bei dem die Besetzung der verfiigbaren Platze der Fermiverteilung folgt, ist automatisch im
thermodynamischen Gleichgewicht, d. h. es hat die kleinstmégliche freie Energie G = U — TS und "tut"
dann gar nichts mehr.

Die Fermiverteilung sieht fir alle Systeme zu jeder Zeit und Uberall im Universum gleich aus:

AED
A £,
1 ! } I Im -, ‘L‘) Bollzmann
| [T] Naherung
T2>T
f(E: Er, T) = H o -
e LY
E - EF ==
exp E— +1 0 _L — p E
~2KT
kgT !

Die Fermienergie Eg ist die Energie, bei der gilt: f(E=EF; EF, T) = . Man darf die Fermienergie auch mit
der Energie des letzten besetzten Platzes bei sehr kleinen Temperaturen gleichsetzen; damit lauft man
aber hin und wieder in Probleme (z.B. bei Halbleitern und Isolatoren).

Die Breite der "Aufweichungszone", in der die Fermiverteilung deutlich von 0 oder 1 verschieden ist,
betragt ca. 4 kgT.

Nur bei T = 0 K ist Fermiverteilung exakt gleich 0 oder 1; bei endlichen Temperaturen nahert sie sich
diesen Werten asymptotisch an.
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Die Fermiverteilung ist bzgl. der Fermienergie "punktsymmetrisch":
f(E=EF — AE; Ef, T) =1 — f(E=Ef + AE; Ef, T).
1-1f(E; Ef, T) ist die Wahrscheinlichkeit daftir, daf ein Platz nicht besetzt ist.

Fur (E — Er) > 2 kgT kann man die Fermiverteilung durch die Boltzmann-Naherung ersetzen:

E —EF

fET) ~exp (-

)

kgT

’ Der Einfachheit halber werden wir mit effektiver Zustandsdichte und Boltzmann-Naherung arbeiten. Wie kommen wir
dazu? Fur die Dichte der Elektronen im Leitungsband haben wir:

JD(E) - {(E; Ef, T) - dE

L

net

Fur Puristen: Wir dirfen bis « integrieren, da die Fermiverteilung bei groBen Energien sowieso alles auf null setzt.
Das sieht man ganz gut in dem folgenden Bildchen:

E4
D(E)

N

L

Ep

i \1‘; £(E)

v
| D(E)f(E) nL= IDE)F(E)

Fur alle: Man tut gut daran, sich die Zeit zu nehmen, um dieses Bildchen gut zu durchdenken und wirklich gut zu
verstehen — und zwar beziglich seiner Aussage, wie n|_ rechnerisch zustandekommt.

’ Wir machen uns das Leben einfach und benutzen zwei Naherungen:

1. Die Boltzmann-N&herung f(E; Er, T) ~ exp[-(E — Eg)/(kgT)]. Das ist eine gute Naherung, solange die
Fermienergie einige kg T unter der betrachteten Energie E liegt.
2. Die Naherung der effektiven Zustandsdichte. Das ist eine gute Naherung, solange die Fermienergie einige kgT

unter der betrachteten Energie E liegt — s.0. Wir ersetzen das Integral dann durch die simple Formel:

ne ~ Neff - exp[—(EL — ER)/(kgT)]

Fir die 2. Naherung benutzen wir schlicht die Tatsache, dal3 ein bestimmtes Integral letztlich eine Zahl ist, und die
kann man unter den gegebenen Umstanden auch wie gezeigt schreiben.

Anders ausgedriickt: Die letzte Gleichung definiert die effektive Zustandsdichte Neft-.
’ Damit miissen wir jetzt als neuen (und einfacheren) Materialparameter die effektiven Zustandsdichten Nefst: V fir die

verschiedenen Halbleiter bestimmen — getrennt fiir Leitungs- und Valenzband; statt der Funktion D(E) nur noch eine
Zahl.

Das tun wir durch Nachschauen in der Literatur. Hier sind die wichtigsten effektiven Zustandsdichten; fir Si auch
noch mit der (immer vorhandenen) Temperaturabhéangigkeit:

Effektive Zustandsdichte (in 1018
Halbleiter cm=3)
Leitungsband Valenzband
Silizium (Si) 24 15
Germanium (Ge) 10 6
Galliumarsenid (GaAs) 0,5 7
Galliumnitrid (GaN) 0,5 3
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T/K 100 200 300 500 1000

Silizium: Neff(T)

(in 1018 cm-3) 459 13,0 23,9 513 145

Wir nehmen zur Kenntnis, daR die effektiven Zustandsdichten im Leitungs- und Valenzband etwas verschieden sind,
werden aber, um die Dinge einfach zu halten, diese Unterschiede in Zukunft ignorieren.

Wir nehmen auch noch gerade so zur Kenntnis, daf3 man, je nachdem, wo man nachschaut, etwas verschiedene
Zahlen findet. Ab und zu wird die Zustandsdichte auch noch mal mit verbesserten Methoden nachgemessen; wenn
man es genau wissen will, kommt man also nicht darum herum, erst mal die neueste wissenschaftliche Literatur zu
konsultieren.

’ Wir fassen zusammen: Fir die Dichte der Elektronen im Leitungsband haben wir folgenden formelmaRigen Ausdruck:

EL —EF
net = Netft - exp(-—)
kgT

Schoén — aber was bedeutet das, ganz praktisch gesehen?

Das bedeutet vor allem, daf? die Dichte der Elektronen im Leitungsband mindestens exponentiell mit der Temperatur
ansteigt. In einem Arrhenius-Diagramm, das wir fir solche Funktionen grundsétzlich nehmen (auch wenn der
Vorfaktor Neff noch temperaturabhangig ist), sieht das wie unten gezeigt aus.

Dabei ist eine noch bessere Naherung aufgetragen, bei der die rechnerische Temperaturabhangigkeit der eff.

Zustandsdichte in der Form Neff = Neff* - T3/2 bertcksichtigt ist. Warum in den Boltzmannfaktoren der Gleichungen
in der Graphik die Energie der halben Bandliicke steht, wird sich uns gleich noch erschlieRen.

19 s 2 0785
w1 76x10° <77 (——J
10 lqm bd ¥ X exp) 2 kT
16 [
107 F
1013 [ Einfache
o [ Naherung ﬂ
F 1.12
10 9 -
10 L rzza¢24><10l xexp[ Z-kT]
F Germanium
107 F Bessere 5o i 112 ;l Silizium
: Naherung = 6.2x 107 % T wxp[—mj
! ! — 1 )
1 2 3 RT 4 5
-3
1/T[107K]

’ Das kdnnen wir nachrechnen — wir brauchen dazu nur die effektive Zustandsdichte Neff und die Fermienergie Ef.

Kein Problem. Fir Nefs haben wir Zahlen (siehe oben), und daf3 die Fermienergie in der in der Mitte der Bandliicke
liegt, schauen wir uns gleich noch genauer an (und werden uns dem auch in einer Ubungsaufgabe widmen).

Bei Raumtemperatur haben wir damit immerhin net = 2,4 - 1019 cm=3 - exp[-1,12 eV/(2 - 0,025 eV)] = 6,6 - 10°
cm~3 bewegliche Elektronen im Leitungsband (wir wissen selbstverstandlich: Bandliicke von Si = 1,12 eV

(ks T)rT = 1/40 eV; atomare Dichte = 5 - 1022 cm~3). Die Kurve ist oben gezeigt, sie liegt vor allem bei RT relativ zu
der besseren Naherung nicht so schlecht.

’ Damit kénnen wir uns erste Gedanken iiber die spezif. Leitfahigkeit o = e - ngl - pe der Elektronen im Leitungsband
machen.
Fragt sich nur, was die Elektronen im Valenzband jetzt tun. Es ist ja nicht mehr voll gefillt und damit "isolierend",
denn wir haben dort jetzt genauso viele freie Platze, wie wir Elektronen im Leitungsband haben.
Aha! Alles klar? Falls wir die Leitfahigkeit eines Stiicks Si wissen wollen, mussen wir auch die Leitféahigkeit im
Valenzband betrachten!
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Locher und die spezifische Leitfahigkeit des Valenzbandes

’ Ein voll besetztes Valenzband hat die Leitfahigkeit null. So viel ist sicher.
Das Valenzband ist aber nicht mehr voll besetzt, falls Elektronen im Leitungsband sitzen. Fir jedes Elektron im
Leitungsband fehlt eines im Valenzband; wir haben die freien Platze bereits friher Lécher genannt.

Das bedeutet jetzt aber, daf fur jedes Elektron im Leitungsband jetzt auch genau ein Elektron im Valenzband
seinen Zustand &ndern kann, indem es in ein benachbartes Loch "springt".
’ Wir werden den "Léchern" noch oft begegnen und uns an sie gewdhnen, hier nehmen wir einfach zur Kenntnis, dal3 es
auch im Valenzband freie Ladungstréager gibt, die auf auRere Krafte reagieren kénnen.
Ob wir diese Ladungstrager "negativ geladene Elektronen, die in ein Loch htipfen kdnnen" nennen oder "positiv
geladene Locher", ist Geschmackssache.

Da Geschmacker verschieden sind, gibt es auch Leute, die zu Léchern Defektelektronen sagen.

Wir werden uns in den Formeln an der englischen Bezeichnung "holes" orientieren und den Index "h" verwenden
(das vermeidet auch jegliche Konfusion mit der Bedeutung "L = Leitungsband").

Ob wir dann sagen, daf3 sich unter dem Einflul3 eines elektrischen Feldes eine ganze Kaskade von Elektronen
bewegt, also ein ganzes irgendwie korreliertes Ensemble von (negativ geladenen) Elektronen, die via Locher zum
Pluspol laufen, oder individuelle positiv geladene Locher zum Minuspol, ist ebenfalls Geschmackssache.

In vornehmen Kreisen ist unbestritten, dal? guter Geschmack die unauffallige Eleganz préferiert, das scheinbar Einfache.
Das sind hier ganz klar die Lécher. Wir werden also ab sofort folgende Aussage verinnerlichen und anwenden:

Die freien Platze im Valenzband heil3en Lo6cher.
Locher benehmen sich im Valenzband
far alle praktischen Zwecke wie
positiv geladene Elektronen.

Damit ist klar: Die Leitféahigkeit des Valenzbandes oy ist in intrinsischen Halbleitern ungefahr gleich grol3 wie o, die
Leitfahigkeit im Leitungsband. Die gesamte Leitfahigkeit o des intrinsischen Halbleiterkristalls wird damit

0O = 0e+0Oh = €-He'Nete-MUh-Nh = 20

Nochmal: Obwohl sie so heilRen, als ob dort etwas nicht ist, darf man ein Loch als eine Art positiv geladenes Elektron
betrachten. (Aber Vorsicht — das macht Locher nicht zu Positronen!)

In voller Schonheit betrachtet, sind Locher keine "echten” Teilchen, sondern Quasiteilchen: Ein Quasiteilchen ist
ein kollektiver Anregungszustand in einem System aus vielen, miteinander wechselwirkenden Teilchen; im Fall der
Locher sind das die Elektronen im Valenzband. (Das ist Ubrigens der tiefere Grund, warum es Lécher nur im
Valenzband gibt!)

Aber: wanrend Elektronen, wenn sie kdnnen, energetisch tiefer sinken, steigen Lécher auf — wie Luftblasen im
Wasser!

Dichte der Lécher im Valenzband

Nachdem wir jetzt die Dichte der Elektronen im Leitungsband kennen, geht es nun um die Frage, wie grof3 np, ist, die
Dichte der Locher im Valenzband.
Die Antwort ist naturlich sehr einfach: Genauso grof3 wie die Dichte der Elektronen im Leitungsband, denn fir jedes
Elektron im Leitungsband ist ja genau ein Loch im Valenzband entstanden.
Nun stellen wir uns aber kurz mal unwissend und fragen, wie man ny ausrechnen wiirde, falls man ni_ nicht schon
kennt. Die Antwort lautet natirlich so:

Dichte der Locher bei Energie E =
Zahl der vorhandenen Platze (= Zustandsdichte D(E))
mal Wahrscheinlichkeit der Nichtbesetzung (= 1 — f( E)).
Gesamtzahl durch Aufsummieren = Integrieren.

In Formeln analog zu denen der Elektronen erhalten wir:
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Nh

E
r D(E) - [1 - f(E;EF, T)] - E

—00

EF— Ev
Neff - exp (- )
kT

u

’ Damit haben wir relativ einfache (Naherungs-)Formeln fiir die beiden Ladungstragerdichten.

Allerdings mussen wir, um Zahlenwerte zu erhalten, noch den Wert der Fermienergie Er bestimmen.

Massenwirkungsgesetz und Lage der Fermienergie

’ Fur die bisher betrachteten perfekten Halbleiterkristalle stammen alle Elektronen des Leitungsband aus dem
Valenzband. Fir diese perfekten Halbleiter, die wir ab jetzt intrinsische Halbleiter nennen wollen, gilt also:

Ne = Nh =: Nj

Die offenbar materialspezifische Ladungstragerdichte nj nennen wir die intrinsische Ladungstragerdichte.

Intrinsische Ladungstragerdichten sind temperaturabhéngige Materialparameter; hier sind mal ein paar (im Zweifel
gemessene) Werte fur Raumtemperatur (RT):

Halbleiter Ge Si GaAs GaP . ©
(Diamant)
Energielucke (in ) g6, 1,12 1,424 2,26 ~55
evV)
ni(RT) (in cm=3) 2.1013 1-1010  21.106 2 ~10-27

Wir sehen daran, dal3 bei einer gegebenen Temperatur die intrinsische Ladungstragerdichte nj exponentiell von der
Energiellicke Eg abhangt: Je grofRer Eg, desto geringer n;.

Das ist insofern "logisch”, weil die Ladungstrager ja die Energiellicke Gberwinden miussen, und die
Wabhrscheinlichkeit, daf3 das rein thermisch klappt, wird um so geringer, je grof3er der Sprung ist.

Was wir uns spatestens jetzt ganz fest merken:

Energielickeim Si = 1,12 eV =1 eV.

’ Mit den beiden allgemeinen Gleichungen fur die beiden Ladungstragerdichten von oben (und mit bekannten eff.
Zustandsdichten) kann man natirlich auch nj auch ausrechnen. Vorher missen wir aber die Lage der Fermienergie

bestimmen.
’ Mit der obigen Formel haben wir die Dichte der Lécher im Valenzband auch vollkommen unabhéngig von unserem

Vorwissen, daf3 diese in perfekten (= intrinsischen) Halbleitern gleich der Dichte der Elektronen im Leitungsband ist.
Damit kdnnen wir zwei sehr wichtige Schliisse ziehen — mit Durchfiihrung der Rechnung in einer Ubung!

’ 1. Multipliziert man die beiden Ladungstragerdichten, kann man das hier gezeigte Massenwirkungsgesetz ableiten:

Massenwirkungsgesetz

N e Nh = Nj2

Das machen wir mal in einer Ubung, die man unbedingt zumindest anschauen sollte:
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Ubungsaufgabe 9.1-1

Fermienergie und
Massenwirkungsgesetz

’ "Massenwirkungsgesetz" (MWG) ist keine besonders tolle Bezeichnung fiir obige Gleichung, weil nicht Massen,
sondern allenfalls Ladungsdichten wirken. Der Name hat historische Griinde und bezieht sich natirlich auf das
Massenwirkungsgesetz der Chemie.

Das MWG ist eine unglaublich wichtige Gleichung! Sie erlaubt, die Ladungstragerdichte in einem Band sehr einfach
zu berechnen, sofern man die Dichte im jeweils anderen Band kennt. Das ist fUr intrinsische Halbleiter zwar trivial,
aber nicht mehr flr die sehr viel wichtigeren dotierten Halbleiter!

’ 2. Die bislang noch "unbekannte" Fermienergie Er hat man aus der Ubung erhalten durch Gleichsetzen der beiden
Ladungstragerdichten.

Das Ergebnis lautet:

EL
E L + EV . Bandliicke
g

Er

Ey

0 05 1 AE)

Schaut man die Formel lange genug an, stellt man fest, dal® die Fermienergie genau in der Mitter der Energiellicke
liegt!

’ Man kann sich das — wie rechts gezeigt — auch graphisch klar machen: Die beiden farbig markierten "Zwickel" der
Fermiverteilung in den Bandern mussen gleich grof3 sein, damit sich gleich grol3e Ladungstragerdichten ergeben.

Aus Symmetriegrinden liegt die Fermienergie, also die Energie, bei der f(E=Eg) = %2 ist, in der Mitte der
Energiellicke.

Das sollte man sich merken, denn mit der graphischen Konstruktion werden wir spéter viel arbeiten.
’ Die entscheidende Energiebarriere in der Boltzmann-Naherung ist damit dem Betrag nach immer % (E| + Ev).

Damit bekommen wir fir die intrinsische Ladungstragerdichte nj (die Gleichungen in der Abbildung oben):

EL- EE 2EL- (EL+ Ev) Eg

)=Neff -exp(— — ) =Neff -exp (- )
kgT 2kgT 2kgT

Nh=Ne = Ni= Neff - exp (-

Wir sehen also, daB bei einer gegebenen Temperatur die Energiellicke Egund die intrinsische Ladungstragerdichte
nj in der Tat exponentiell voneinander abhangen.

Wir sehen aber auch, daf? nj stark temperaturabhangig ist (siehe auch dazu die obige Abbildung).

Intrinsische Leitfahigkeit

’ Zuletzt bleibt noch die Frage nach der tatsachlichen Leitfahigkeit, die uns die intrinsische Ladungstragerdichte beschert.
Weil nj stark temperaturabhéngig ist, gilt das folglich auch fir die intrinsische Leitfahigkeit.

Die nj-Angaben in der obigen Tabelle gelten fir Raumtemperatur; verglichen mit der Ladungstragerdichte
von Metallen, sind das eher kleine Werte. Dementsprechend klein ist auch die resultierende Leitfahigkeit —
trotz der z. T. deutlich groReren Beweglichkeit pu von Halbleitern (weniger Kristalldefekte). Daher gilt:

Die meisten intrinsischen Halbleiter sind Isolatoren!

Eine merkliche Leitfahigkeit setzt erst ein, wenn die Temperatur so grol3 wird, dal? sehr viele Elektronen
den Sprung vom Valenz- ins Leitungsband schaffen. Das ist der Fall, sobald die Aufweichungszone so
grof3 ist wie die Bandlucke; die Situation oben bei den in die Bander hineinragenden "Zwickeln" der
Fermiverteilung ist bereits so gezeichnet.

Diese Situation bekommt einen eigenen Namen: Es handelt sich um den Fall der Eigenleitung. In
Formeln gilt: Eigenleitung setzt voraus, daf3

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 310


https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_9/exercise/e9_1_1.html

4kgT = Eg

Frage an alle: Ab welcher Temperatur tritt bei Silizium Eigenleitung auf? — Wer diese Frage richtig
beantwortet (dafiir geniigt bereits eine einfache Uberschlagsrechnung im Kopf), versteht sofort, vor was fiir
einem grofRen Problem man bei der Nutzung von Halbleitern steht, bzw. warum man um das Dotieren von

Halbleitern nicht herumkommt.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.1.1
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9.1.2 Dotieren und die Fermienergie

Dotieren von Halbleitern und Wichtigkeit der Fermienenergie

’ Technisches Dotieren erfolgt in Si durch die Substitution eines Si-Atoms entweder durch die finfwertigen Elemente P
und As oder durch das dreiwertige Element B.
Einziger Zweck ist, eine genau definierte Dichte (per cm3) Npot an Zustanden fiir Elektronen dicht an den
Bandkanten zu erzeugen. Das sieht schematisch dann so aus:

2y

E
A
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Ep

A- =-—
Donatoren B
Dotier-
Ec .
niveaus

Alkzeptoren 'Y

Ey ¥
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besetzt

T T T > D(‘E?3
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’ Wo immer ein Dotieratom ins Kristallgitter eingebaut ist, hat sich die Welt fur die Elektronen geé&ndert. Die dort
vorhandenen Zustande kdnnen sich von denen im perfekten Kristall unterscheiden — warum auch nicht?

Insbesondere kdnnen, und bei den drei genannten Dotierelementen werden, wohl definierte Energieniveaus in der
Energiellicke auftreten. Bei Dotierelementen sind diese Energieneveaus per definitionem dicht an den Bandkanten —
der Abstand liegt rund und roh um die 50 meV.

Was Dotierelemente kdnnen, kénnen auch Defekte aller Art: Sie bewirken Energieniveaus "aller Art" . Sind diese
Niveaus mehr in Bandmitte, spricht man von "deep levels”, tiefen Niveaus, tiefen Storstellen — oder auch gleich von
Dreck und nutzlosem Material, denn diese Niveaus wirken verheerend (was wir aber jetzt noch nicht im Detail
verstehen kénnen).

’ Es ist qualitiativ leicht einzusehen, daR fiinfwertige Elemente wie P und As ein zusatzliches Energieniveau dicht an der
Leitungsbandkante einfligen, wahrend das dreiwertige Element B ein zusétzliches Niveau dicht oberhalb der
Valenzbandkante einfuhrt.

P und As bringen 5 &uf3ere Elektronen ein, kénnen aber nur 4 davon in die Bindung mit den benachbarten Si-
Atomen investieren. Das 5. Elektron, sozusagen die Mitgift des P-Atoms fir die Ehe mit dem Si-Kristall, ist nur
noch lose an sein P-Atom gebunden, ein bil3chen Energie (ca. 50 meV) reicht schon, um es ins Leitungsband des
Si zu heben. Dort ist es jetzt ein Leitungsbandelektron wie jedes andere auch, frei beweglich und nicht mehr am P-
Atom lokalisiert. Im Link kann man sich das schematisch illustriert ansehen.

Das Phosphoratom ist nach Verlust seines 5. Elektrons jetzt einfach positiv geladen (P*). Im Gegensatz zu seinem
negativ geladenen Elektron, das sich im Leitungsband herumtreibt, ist es aber ortsfest und kann sich (bei RT) nicht
bewegen. Daher ist es kein lon im eigentlichen Sinn; im allgemeinen Sprachgebrauch wird es aber trotzdem
gelegemntlich so genannt.

Das B-Atom bringt nur 3 Elektronen ein; eine der vier Bindungen zu den Si-Nachbarn kann deshalb nicht mit zwei
Elektronen gefullt werden. Anders ausgedriickt, das B-Atom hat ein Loch als Mitgift fiir die Ehe mit dem Si-Kristall.
Diese Loch ist nur lose gebunden. Ein biRchen Energie (ca. 50 meV) reicht schon, um es ins Valenzband des Si
zu "heben". Dort ist es jetzt ein Valenzbandloch wie jedes andere auch, frei beweglich und nicht mehr am B-Atom
lokalisiert.

Die Symmetrie ist offensichtlich. Was "wirklich" passiert, ist natirlich, daf ein Elektron aus dem Valenzband auf
das vom B-Atom eingebrachte Dotierniveau dicht oberhalb der Valenzbandkante springt. Im Ausgangszustand
(neutrales B-Atom) ist dieses Niveau ja unbesetzt.

Das Loch ist jetzt im Valenzband und das Bor-Atom hat ein Elektron abgekriegt — es ist jetzt also einfach negativ
geladen, gewissermalien ein "ortsfestes Bor-lon" B~. Im Link kann man sich das schematisch illustriert ansehen.

’ Im obigen Bild ist das alles schematisch so eingezeichnet.

Wir haben ein zusatzliches Niveau an der Stelle, an der das Atom sitzt. Da uns das aber zu viel Zeichenarbeit
abverlangt, ziehen wir einfach einen ganzen Strich quer durch. Auf jeder halbwegs verniinftigen Langenskala wirden
die Dotieratomniveaus sowieso dicht an dicht sitzen.

Den Abstand zu den jeweiligen Bandkanten zeichnen wir aber unverhaltnismafig grofl? — sonst kénnen wir bei
eindlicher Strichstarke keine zwei Linien sehen.

Die effektiven Zustandsdichten kennen wir auch; sie sind (ausnahmsweise) zusatzlich eingezeichnet. An den
Bandkanten haben wir die effektiven Zustandsdichten des Siliziums (hier um die 2 - 1019 cm=3), die Dotieratome
bringen pro Atom genau einen Zustand ein, die effektive (oder auch exakte) Zustandsdichte ist also identisch zu der
von uns technisch bestimmten Dichte Npot der Dotieratome. Deswegen kennen wir sie!
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Im Beispiel des Bildes sind es 5 - 1017 cm=3 Donatoren (=P oder As) und 1 - 1017 cm=3 Akzeptoren (=B).

’ Damit haben wir zwei neue Fachwdrter, die wir unbedingt kennen missen:

Donatoren kdnnen ein Elektron ins Leitungsband abgeben (ein Donator
gibt was her).

Das zugehdorige Energieniveau sitzt dicht unterhalb der
Leitungsbandkante.

Akzeptoren kénnen ein Elektron aus dem Valenzband aufnehmen (ein
Akzeptor nimmt etwas an), wodurch ein Loch im Valenzband entsteht.
Das zugehorige Energieniveau sitzt dicht oberhalb der Valenzbandkante

’ Selbstredend gilt das hier am Beispiel des Si Ausgefuhrte fur alle Halbleiter.

Allerdings missen wir fur jeden Halbleiter die geeigneten Dotierdefekte oder Dotieratome finden. Das ist nicht immer
leicht oder Uberhaupt moglich. Falls wir geeignete Defekte haben, missen wir immer noch Mittel und Wege finden,
um die richtigen Mengen an die richtigen Stellen zu bringen.

Dotieren ist der Dreh- und Angelpunkt der Halbleitertechnologie , aber: it ain't easy, man!

’ Wir haben nur noch zwei Fragen:

Wieviele Platze der Dotierniveaus sind jetzt eigentlich mit Elektronen (oder
Loéchern) besetzt?

Und wie wirkt sich das auf die Besetzung der Platze im Valenz- und
Leitungsband aus?

In andern Worten: Wir wollen wissen, wo genau die Fermienergie jetzt liegt.
’ Warum das so wichtig ist, machen wir uns an einem Stiick Silizium (mit nahezu perfekter Materialqualitat) klar, aus
dem man eine integrierte Schaltung, einen Chip, machen kann. Wir wissen bereits:
Die Bandlucke Eg = 1,12 eV ist eine Materialkonstante.
Die Zustandsdichtefunktion D(E) oder die daraus ableitbare effektive Zustandsdichte Neff ist eine Materialkonstante.
Die intrinsische Ladungstragerdichte nj = Neff - exp[—Eg/(2kgT)] im Valenz- und Leitungsband ist eine
Materialkonstante.

’ Wir missen aber technisch irgendwas mit dem Silizium tun, damit ein IC daraus wird, wir missen seine Eigenschaften
(lokal) andern. Die drei oben genannten Parameter sind aber unabé&nderliche Konstanten — was bleibt?

’ Es bleiben 2 Méglichkeiten:

1. Wir dotieren den Halbleiter gezielt und &ndern dadurch die Fermienergie Ef so, wie wir das wollen.

2. Wir verdrecken den Halbleiter unabsichtlich und andern die Fermienergie Er und die
Minoritatsladungstragerlebensdauer Tirgendwie.

Aha! Noch'n Parameter, der bisher nicht vorkam — die Minoritatsladungstragerlebensdauer. Wir werden in Kiirze
lernen, was das bedeutet.

Das war's dann aber. Es bleibt bei diesen zwei technisch manipulierbaren Parametern; es wird auch sonst kein
neuer mehr kommen.

’ Die Fermienergie ist spatestens jetzt der zentrale Begriff der Halbleiterei. Auch wenn sie zun&chst unanschaulich und
abstrakt erscheint, bleibt keine Wahl: man muf3 die Fermienergie in Halbleitern einfach verinnerlichen!

Lage der Fermienergie in dotierten Hableitern und Ladungstragerdichte in den Bandern

’ Wir kdnnen die Lage der Fermienergie halbwegs richtig ohne Rechnen und nur durch Nachdenken herausfinden.

Dazu betrachte wir zunachst ein Stiick Si bei = 0 K, das nur Donatoren in einer Dichte Np enthalt, die ungefahr der
effektiven Zustandsdichte des Leitungsbands von = 4 - 1018 cm=3 entspricht.

Das sieht dann in Anlehnung an das Bild oben so aus:
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’ Bei T = 0 K sitzen alle Elektronen bei ihren Atomen — das Valenzband ist voll, das Leitungsband ist leer, und alle
Dotieratome haben ihr 5. Elektron auf dem Niveau dicht unterhalb des Leitungsbandes sitzen.

Wir erhdhen jetzt die Temperatur ein kleines biRchen — gerade so weit, daf? einige wenige Elektronen des
Donatorniveaus ins Leitungsband wechseln kdnnen, aber Elektronen aus dem Valenzband das noch nicht schaffen.
Im Bild ist das fur ein Elektron gezeigt. Wir haben jetzt 1 bzw. ein bi3chen allgemeiner ni Elektronen im
Leitungsband und n. = Np* unbesetzte Platze auf dem Donatorniveau und damit Np* positiv geladene Donatoren —
und immer noch ein volles Valenzband.

Wir haben auch — wie immer — fir die jeweiligen Dichten die Beziehung n = Neff - f(EL) und Np™ = Np - {1 — f(Ep)}.
Das bedeutet, daf? die beiden roten "Zwickel" im obigen Bild (rechts) ungeféahr gleichgroR3 sind — und damit mul? die

Fermienergie ungeféahr in der Mitte zwischen Leitungsbandkante und Donatorniveau liegen! Fur das folgende nehmen
wir mal an, daf sie genau in der Mitte liegt.

’ Damit kdnnen wir fur tiefe Temperaturen, bei denen noch kaum Elektronen aus dem Valenzband es ins Leitungsband
schaffen, fir die Ladungstragerdichte im Leitungsband schreiben:

EL -Ep
ne(Dot) =~ Np - exp (——)
2kg T

Wie grof3 ist jetzt die Dichte ny der Locher im Valenzband? Nach dem, wie wir uns das Uberlegt haben, gleich null.
Aber halt mal — wir hatten dafiir doch schon eine véllig allgemeine Gleichung namens Massenwirkungsgesetz :

n;2

ny =
no

Durch Dotieren haben wir ni_ jetzt viel gréf3er gemacht als im intrinsischen Fall. Damit wird ny jetzt viel kleiner —
das ist genau das, was die Formel sagt.
’ Zeit fur einen neuen Eintrag im Halbleiterworterbuch: Falls wir Halbleiter dotieren, ist die Dichte der Elektronen im
Leitungsband und die der Locher im Valenzband nicht mehr gleich grof3, sondern (sehr) verschieden. Wir definieren:
1. Wir nennen alle Halbleiter, die mehr Elektronen im Leitungsband als Lécher im Valenzband haben
"n-dotiert " oder n-leitend,
bei einem bestimmten Material (hier: Silzium) auch einfach n-Si,
da negative bewegliche Ladungen tberwiegen.
Den umgekehrten Fall (mehr Lécher als Elektronen) nennen wir
"p-dotiert” oder p-leitend,
bei einem bestimmten Material (hier: Silzium) auch einfach p-Si,
da positive bewegliche Ladungen Gberwiegen.

Achtung: Eine n- oder p-Dotierung bedeutet nicht, daf3 ein Material als Ganzes negativ oder positiv geladen ist!!

Achtung: Es kommt hier auf die korrekte GroR3-/Kleinschreibung an, denn "p-dotiert" bzw. "p-Dotierung" bedeutet
etwas anderes als "P-dotiert" bzw. "P-Dotierung"! Letzteres ist "Dotierung mit P = Phosphor", und im Silizium ist
das ein Fall von n-Dotierung!

2. Wir nennen diejenigen Ladungstrager, die die Mehrheit haben, die
Majoritatsladungstrager oder kurz Majoritaten .

Die anderen sind dann die

Minoritatsladungstrager oder kurz Minoritaten.

In Kurzform fir Silizium (und nur fir Silizium):
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Donatoren: P und As > n-Si

Loécher im Valenzband.
Akzeptor: B = p-Si

Elektronen im Leitungsband.

> Majoritaten sind Elektronen im Leitungsband. Minoritaten sind

> Majoritaten sind Lécher im Valenzband. Minoritaten sind

’ Jetzt kommen die Fragen:

’ Frage 1. Wie lange gilt denn die oben gemachte Naherung, da® nur Elektronen vom Donatorniveau es ins Leitungsband
schaffen? Wenn man die Temperatur immer mehr erhéht, werden irgendwann ja auch mal nennenswerte Mengen an

Elektronen vom Valenzband "hochgeschickt”, die Konzentration ist dann hoéher als berechnet.

Dieselbe Frage, nur anders formuliert: Wie andert sich die Lage der Fermienergie mit der Temperatur? Denn woher
auch immer die Elektronen im Leitungsband kommen, es gilt n|. = Neff - exp[—(EL — EF)/(kgT)]. Soll die
Konzentration ni_ gro3er werden als mit der Naherung von oben berechnet, muf? die Fermienergie ...?

Zeit fiir eine Ubung. (Hinweis: Solange die Fermienergie oberhalb des Donatorniveaus liegt, sind noch nicht alle
Donatoratome umgeladen worden, d. h. noch nicht alle Donatorelektronen ans Leitungsband abgegeben worden.)

Wir nehmen gleich noch mit, daf® die Beantwortung der Fermienergiefrage fur alle Dotierungen und alle

Temperaturen usw. die Frage nach der Ladungstragerkonzentration beantwortet.

’ Frage 2. Wie funktioniert p-Dotierung?

Die Antwort ergibt sich aus der nachsten schnellen Ubung.

’ Um eine lange Geschichte kurz zu machen, hier die Antwort auf Frage 1:
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’ Die linke Graphik ist extrem wichtig. Deshalb erarbeiten wir sie uns in einfacher (und ungefahrer) Weise in einer

Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 9.1-2

Ladungstragerdichte und Temperatur

’ Die rechte Graphik zeigt, was die Fermienergie als Funktion der Temperatur so treibt. Es ist nicht so schwer zu
verstehen, leider kann man das nicht analytisch rechnen. Wie's geht, ist fur Interessenten in einem eigenen Modul

gezeigt.

Wir nehmen einfach nur so zur Kenntnis, daB3 in Si die Majoritats ladungstragerdichte in einem verniinftigen

Temperaturbereich in hinreichend guter Naherung schlicht identisch ist zur Dotierstoffkonzentration!
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Warum? Weil beim Silizium es glicklicherweise gerade so lauft, dal? um die Raumtemperatur herum die Donatoren
ihre Elektronen fast zu 100 % schon ins Leitungsband geschickt haben, aus dem Valenzband aber noch nicht viel
"hochkommt". Das passiert erst bei T > 100 °C. In Halbleitern mit anderen Energiellicken ist das anders!

Dies bedeutet, dal3 im interessanten Temperaturbereich die Ladungstragerdichte sowohl halbwegs konstant ist als

auch durch Dotieren genau eingestellt werden kann — und das sind genau die Anforderungen, die die Halbleitechnik
nun mal stellt!

’ Fur uns bedeutet das: Wir benutzen ab sofort nur noch zwei extrem simple und extrem wichtige Gleichungen fiir die
Ladungstragerdichte:

NMaj = Npot
ni%(T)

Min(T) = ——
NDot

’ Jetzt fehlt uns nur noch eine wichtige Grundgleichung; die werden wir uns schon im nachsten Modul verschaffen.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.1.2
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9.1.3 Generation, Rekombination, Lebensdauer und Diffusionslange

Generations- und Rekombinationsrate

’ Als wir uns im Zusammenhang mit "Random Walk" mit Besoffenen beschéftigt haben, kam der Begriff der Lebensdauer
zum erstem Mal hoch.
Das war die Zeit, die zwischen Beginn des "random walk" lag (Start = Generation des statistisch herumirrenden
Teilchens; z. B. Verlassen der Kneipe) und dem Ende (z. B. durch Aufgelesen werden von der Polizei). Das setzen
wir jetzt um auf unsere Elektronen und Lécher.

Dazu haben wir zunéchst den Elementarprozel? der Erzeugung oder der Generation eines Elektron-Loch-Paares,
der darauf folgenden Wanderung durch das Kirstallgitter und der dann nach einer (mittleren) Zeit T, die wir
Lebensdauer genannt haben, erfolgenden Wiedervereinigung von Loch und Elektron; einen Prozel3, den wir
Rekombination nennen.

Generation und Rekombination sind neben der Dotierung der Schliissel zur Halbleiterphysik und -technik; wir
mussen uns damit befassen.

’ Wir betrachten das mal im Banddiagramm. Wir fihren dazu eine Bildbetrachtung durch und interpretieren den unten
gezeigten Lebenslauf einer Minoritét in einem p-Typ-Halbleiter.

p - Halbleiter

G R

'8 r
g o e

P X

’ Aus einer eingehenden Kontemplation dieses Bildes lassen sich folgende Schluf3folgerungen ziehen:

1. Es enthalt redundante Information. Sowohl die Lage der Fermienergie als auch die symbolisch eingezeichneten
Majoritatsladungstrager "Locher” als auch die Beschriftung sagen alle dasselbe: Wir haben einen p-Typ-Halbleiter
VOor uns.

2. Das Verhaltnis Majoritaten : Minoritaten ist ungefahr 4 : 1. Damit hatten wir nur eine sehr schwache Dotierung.
Es liegt damit nahe, dal3 der Kiinstler die Zahl der Locher und Elektronen symbolisch meint. Denn ein realistisches
Verhéltnis von z. B. 1.000.000 : 1 ist in dieser Kunstform offenbar nicht darstellbar.

3. Im linken Bereich ist ein Generationsereignis zu sehen. Wahrend der neu erzeugte Minoritatsladungstrager — das
Elektron — eindeutig zu identifizieren ist, bleibt der zugehorige Majoritatsladungstrager "Loch™ anonym, er ist in der
Masse der anderen Ldcher nicht zu identifizieren. Der Kinstler will wohl einen Hinweis darauf geben, dal3 sich bei
der Generation eines Ladungstragerpaars bei den Majoritaten so gut wie nichts andert, wahrend bei den Minoritaten
die Anderungen deutlich spiirbar sind.

4. Im Zentrum des Bildes folgen wir dem Schicksal des frisch generierten Minoritatsladungstrager. Nachdem er sich
eine Lange L von seinem Geburtsort entfernt hat, geht er durch Rekombination wieder ins Nirwana ein — das
Elektron ist (im Leitungsband) spurlos weg. Wiederum fehlt jeder Hinweis auf den Rekombinationspartner aus der
Masse der Locher. Daruber hinaus ist der dreidimensionale "random walk" in minimalistischen Manier auf einen
Pfeil reduziert.

5. Es laf3t sich noch ein letzter Hinweis auf die Vorgange in und zwischen den Bandern finden: Alle Minoritaten (und
auch die Majoritaten) sind sich voéllig gleich — wir sehen rote Kreise, die fir sich genommen vollig ununterscheidbar
sind.

’ Soviel Information steckt in einem simplen Banddiagramm — man mul3 sie nur zu interpretieren wissen! Nichtern
betrachtet, nehmen wir jetzt folgende Punkte zur Kenntnis:

1. Ganz offensichtlich ist das, was sich bei den Minoritaten abspielt, viel wichtiger als die Vorgénge bei den
Majoritaten. Denn jede Anderung bei Ladungstragerkonzentrationen bewirkt bei den Minoritaten immer sehr viel
gréRere Abweichungen vom Gleichgewicht als bei den Majoritaten. Und es sind immer die Abweichung vom
Gleichgewicht, die Reaktionen aller Art antreiben!

2. Obwohl wir bisher immer nur einen Generationsvorgang mit anschlieBender Rekombination betrachtet haben,
sollte uns doch klar sein, daf3, wenn ein wie auch immer generiertes Elektron nach einer Zeit T rekombiniert,
solches dann notwendigerweise analog fiir alle Elektronen gilt! Denn alle Elektronen sind gleich und keine sind
gleicher!
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’ Damit wirden praktisch alle Minoritatsladungstrager nach ein paar Lebensdauern T verschwunden sein (denn die
"Abbaurate" folgt natirlich dem allgemeinen Gesetz zum Zerfall angeregter Zustdnde ). Die Rekombinationsrate R,
d.h. die Zahl der pro Sekunde (und cm —3) rekombinierenden Minoritatsladungstrager, ist damit einfach

NMin

Zeit fiir eine kleine Ubung.
’ Da aber im Gleichgewicht die Konzentration aller Ladungstrager konstant ist, kbnnen wir eine erste, sehr wichtige
Schluf3folgerung ziehen:

Im Gleichgewicht ist die Generationsrate G, d.h. die Zahl der pro Sekunde (und cm —3) generierten
Minoritatsladungstrager, genau gleich grofd wie die Rekombinationsrate, d.h.

NMin

Gee = Ree =

Das laf3t sich leicht verstehen: Wenn von einem Bankkonto ein bestimmter Betrag pro Zeiteinheit abgehoben wird —
z.B 1 € pro Tagoder 1 000 000 € pro Tag —, dann wird der Kontostand (im Mittel) nur dann konstant bleiben (im
Mittel), wenn genausoviel Geld pro Zeiteinheit Gberwiesen wird.

Das Beispiel paf3t genau! Und es sagt uns daruberhinaus ganz plastisch, daf3 aus der Grof3e der Ab- und Zuflisse
kein wie auch immer gearteter Schlufd auf den Kontostand gezogen werden kann, wie auch umgekehrt ein wie auch
immer gearteter unveranderter Kontostand nichts tiber die Hohe der Zu- und Abfliisse aussagt.

’ Damit haben wir im (nur so rumliegenden) Halbleiter nicht nur ein Gleichgewicht, wir haben immer ein dynamisches
Gleichgewicht.

Jeder Minoritéatsladungstrager wird irgendwann (und irgendwo) generiert, lauft (im Mittel) eine Diffusionslange durch
den Kristall und verschwindet dann wieder durch Rekombination.

Das gilt natirlich im Prinzip auch fur die Majoritatsladungstrager. Von denen ist aber die weitaus Uberwiegende
Anzahl im (dynamischen) Gleichgewicht mit den Dotieratomen, und die paar, die sich mit Minoritaten abgeben,
spielen fiir die Gesamtanzahl keine Rolle.

Lebensdauer, Diffusionslange und Beweglichkeit

’ Schauen wir uns das Ganze noch etwas genauer an. Wir wiederholen obige Aussage mal etwas ausfiuhrlicher:

Jeder Minoritatsladungstrager wird generiert und lauft dann (im Mittel) eine Diffusionslange L durch den Kristall.
Dazu braucht er (im Mittel) die Zeit T, die wir ab jetzt Minoritatsladungstragerlebensdauer oder kurz
Lebensdauer nennen, und verschwindet dann wieder durch Rekombination.

Der Zusammenhang zwischen Lebensdauer und Diffusionslange ist dabei wie bei jedem "Random walk" durch die
folgende Beziehung gegeben:

L= (0-1)"2= (keTle - 1)

D ist dabei der Diffusionskoeffizient der Elektronen oder Lécher, den wir tber die Einstein-Smoluchowski-
Beziehung auch durch die Beweglichkeit p ausdriicken kénnen.

’ Den Diffusionskoeffizienten der Elektronen oder Locher haben wir schon mal kurz kennengelernt, er ist einfach mit den
StoRen und damit mit dem "Random Walk" gekoppelt.

Da wir u jetzt kennen, kennen wir jetzt auch D. Damit kénnen wir bei Kenntnis von L oder T die jeweils andere
Gro63e berechnen.

Es bleibt noch, eine etwas quantitativere Vorstellung davon zu bekommen, wie grof3 L oder T in einem gegebenen
Material sein wird.

’ Hier kommt jetzt etwas vollstandig Neues: Es gibt beziiglich dieser Frage zwei Sorten von Halbleitern:

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 318


https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw2_ge/kap_4/basics/t4_3_1.html
https://web.tf.uni-kiel.de/matwis/amat/mw_for_et/kap_9/exercise/q9_2_1.html#_2

Direkte Halbleiter: L und T sind klein (ungeféahr ns / um)
Bei der Rekombination eines Elektron-Loch-Paares entsteht Licht
mit hv = Eg.
Indirekte Halbleiter: L und T sind grol? und stark defektabh&ngig
(ungeféahr ps...ms / 500 pum)
Bei der Rekombination eines Elektron-Loch-Paares entsteht (fast) nur
Warme.

’ Die gebrauchlichen Halbleiter ordnen sich in diese Schema (direkt/indirekt) so ein (zur Erbauung mit noch ein paar mehr
Daten):

Material Si Ge GaAs InP InSb GaP GaN SiC Diamant
Kristall
Kristallstruktur Dia- Dia- Dia- Dia- Dia- Dia- Wourtzit  viele Varianten, Dia-
mant  mant mant mant mant mant (hex.) kub./hex./rhomb. mant
Gitterkonstante 0,5431 0,565 0,565 0,587 0,648 0,545 a=0,319 a=0,30 0,357
[nm] ¢=0,518 c viele Werte

Einige Zahlen zu Ladungstragern

Energieliicke [eV] 1,12 0,66 1,42 135 0,17 226 34 2,39-3,26 5,47
Typ indirekt indirekt  direkt direkt direkt indirekt direkt indirekt indirekt
Neffin L [1018cm=3] 28 10,4 0,47 0,54 0,042

(32)
Neff in V [1018 cm=3] 10 6 7 2,9

(18)
nj [108 cm=3) 6600 20.000000 22 57

13.000

Beweglichkeit
(undotiert) [cm2/(Vs)]

Hn 1500 1.900 8.500 5.000 80.000 300 500-1.000 200-2.200
Hh 450 3.900 450 200 1.250 150 20-50 1.800-2.100
Lebensdauer 2500 0,01 0,005
[bs]

Dielektrische Eigenschaften
Dielektrizitatskonst. 11,9 16 13,1 12,4 17,7 11,1 9,7-10 5,5
Durchbruchs- 300 350 400

feldstarke [kV/cm]

Traurig, traurig: Unser Hauptmaterial Si ist fur die Optoelektronik nicht geeignet — es kann kein Licht
rauskommen, wenn man Strom durchschickt!

’ Die Frage, die sich jetzt aufdréngt, ist klar: Warum, o Herr, hast du zwei Sorten gemacht?

Die Antwort ist einfach, nur die Begriindung liegt weit jenseits unserer Moglichkeiten. Schauen wir uns das obige
Bild noch mal fur den Spezialfall der Generation per Licht in indirekten Halbleitern an. Dabei beachten wir, daf3, was
immer auch passiert, der Energie- und der Impulserhaltungssatz immer befriedigt werden. Ersteren haben wir schon
mehrfach bemdiht, letzteren noch nicht.

p - Halbleiter
—L—

& e @

ﬂ Defektzu-
G R stand
bhv=Ec
Er

—— A4 -
£ | ey ] e

X
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Bei der Generation im obigen Beispiel ist der Energierhaltungssatz befriedigt, wenn das Photon mindestens die
Energie der Bandliicke Eg mitbringt. Der Impulserhaltungssatz ist auch ohne Probleme machbar (miissen wir
einfach glauben). Das gilt bei der Generation sowohl fiir direkte als auch fur indirekte Halbleiter.

Bei der Rekombination kommt der grof3e Unterschied. In direkten Halbleitern kann sie problemlos erfolgen, sobald
ein Elektron am selben Ort auf ein Loch trifft. Die Energie geht in die Erzeugung eines Photons, und der
Impulshaltungssatz macht keine Probleme — im Gegensatz zu den indirekten Halbleitern!

Wenn in einem indirekten Halbleiter ein Junge auf ein Madchen trifft... sorry: ein Elektron auf ein Loch — passiert gar
nichts! Bei einer Rekombination wiirde der Impulserhaltungssatz verletzt werden, und das geht nicht, also passiert
nichts.

Die beiden brauchen einen Vermittler, einen dritten Partner, der auch Impuls aufnehmen kann. Das sind Defekte mit
Zustanden im Bandgap. Die Rekombination findet dann schematisch so wie eingezeichnet statt.

Damit ist die Rekombination schwierig. Die Teilchen miissen lange wandern, bis sie am selben Ort ein
Gegenteilchen und den dritten Partner finden. Lebensdauer und Diffusionslange sind grof3; Licht kommt keines raus.

’ Wie grol3 oder klein genau sind denn L und T? Das ist eine der "guten" Fragen, die nicht so leicht zu beantworten sind.
Wer sich traut, schaut via Link in eine Vorlesung fur Fortgeschrittene, der Rest (und die Mutigen) merkt sich nur einen
einzigen Zusammenhang:

Die Lebensdauer in indirekten Halbleitern, inbesondere also in Silizium, ist extrem sensitiv auf Kristallgitterdefekte,
insbesondere auf atomare Fehlstellen. Wir schauen uns das an einem Beispiel an (die rote Kurve bezieht sich
nattrlich auf p-Si):

106
00K

=

R
g
£ T (n-{Si)
E 1w

B

~
E ;

E o ? .[Ill.(n- 8i)

10710 = i I Sl

w0 10 ot 18
10 Au concentration [cm'3] 10

’ Die Lebensdauer verringert sich linear mit der Goldkonzentration. Selbst bei der kleinen Konzentration von 1014 cm —3
(= 2 ppb) betragt sie nur 1 ps. Bis zu einer Lebendauer von 1 ms wie oben angegeben fehlen noch drei
Grolienordnungen — die Goldkonzentration miuf3te also bei 2 ppt liegen, um die Millisekunde zu erreichen.

So ist es auch! "Life time killer " wie Gold (und viele andere metallische Fremdatome, am schlimmsten Fe, Ni,
Cu, Ti) sind allesamt "tiefe Storstellen” mit Energieniveaus fir Elektronen, die tief in der Bandliicke liegen (d. h. in
etwa in der Mitte; "tief" wird hier im Unterschied zu "flach" verwendet, was sich auf die typischen Dotierniveaus
bezieht). Der Halbleitertechnologe fiirchtet sie wie der Teufel das Weihwasser!

An dieser Stelle liegt eine der Wurzeln der extremen Reinheits- und Perfektionsanforderungen der Si-Technologie.
Kristalle verschmutzen gern (bei héherer Temperatur). Der Kampf fir Reinheit ist deshalb immer ein Kampf gegen
die Entropie — und das kostet Energie (und vor allem viel Geld).

Hier steckt auch das Grundproblem der Si-Solarik: Gute Solarzellen kann man nur aus Si mit mdglichst groRer
Diffusionsléange und damit Lebensdauer machen. Und diese Sorte Si kann einfach nicht beliebig billig sein!

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.1.3
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9.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 9.1: Majoritdten und Minoritaten

’ Die einfache Formel fur die Ladungstragerdichte
(effektive Zustandsdichten und Boltzmann-
Naherung ) in intrinsischen Halbleitern ist ziemlich
gut.

Wir werden deshalb nur noch mit dieser
Formel rechnen (bis wir eine noch einfacherer
Formel haben werden). >

Fur die jetzt vertrauten Locher ergeben sich
(immer mit entsprechendem
Vorzeichenwechsel) véllig symmetrische
Beziehungen.

’ Die Fermieenergie EF fir intrinsische Halbleiter
folgt aus n e=np oder — allgemeiner — aus der
notwendigen Ladungsneutralitat.

Die Fermienergie liegt in der Mitte der
Bandliicke.

Das laft sich sowohl leicht errechnen, als
auch graphisch sofort erkennen: Die "Zwickel"
missen gleich grof3 sein.

Der gezeigte Fall, daf3 die "Zwickel" so weit in
die Bander hineinragen, entspricht der
Eigenleitung; sie tritt bei Temperaturen auf, fur
die 4 kgT = Eg gilt.

’ Locher benehmen sich im wesentlichen wie positiv
geladene Elektronen. Ihr Beitrag zur Leitfahigkeit
ist damit =

Lochern kann neben einer Dichte und einer
pos. Ladung auch eine Beweglicheit pp
zugeordnet werden; sie ist ahnlich zu der der
Elektronen.

Wahrend Elektronen, wenn sie kénnen,
energetisch tiefer sinken, steigen Locher aber
auf — wie Luftblasen im Wasser!

’ Das Massenwirkungsgesetz ergibt sich aus obigen
Konzentrationsgleichungen; es ist sehr wichtig!

Dabei ist nj=ne=np, die intrinsische
Ladungstragerdichte fir ideal-perfekte
Halbleiter, bei denen Elektronen- und
Locherkonzentration per definitionem gleich
grof3 sein missen.

nj ist eine Materialkonstante, direkt verkniipft
mit der Energielucke Eg.

’ Dotieren=gezieltes Einbringen von Daotierstoffen
(als substitutionelle atomare Fehlstellen) mit
Elektronenzustanden in der Energiellicke dicht an
den Bandkanten.

EL —Er
Ne ¥ Neff - exp(- )
kg T
Er—Ev
Nh ~ Neff -exp(- —)
kgT

i
EL + EV Bandliicke
Ep
ErF =
Ey
2
0 05 1 AE)
Oh = +€:Nh: Hh
Ototal = Oe + Oh = 20 ¢
Ne - Nh=n;2
Halbleiter Ge Si GaAs
Energieliicke [eV] 0,661 1,12 1,424
ni(RT) [cm~3] 21013 1.1010  21.106
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Donatoren (in Si entweder P oder As) haben
einen am Atom lokalisierten besetzten
Zustand dicht unterhalb der
Leitungsbandkante. Das dort "sitzende"
Elektron kann leicht ins Leitungsband springen
und ist dann frei beweglich. Zuriick bleibt ein
ortsfestes positiv geladenes P* -lon.

Akzeptoren (in Si immer B) haben einen am
Atom lokalisierten unbesetzten Zustand fur
Elektronen dicht oberhalb der
Valenzbandkante. Elektronen aus dem
Valenzband kénnen leicht auf diesen Zustand
springen und ihn besetzen. Wir haben
insgesamt ein frei bewegliches Loch im
Valenzband und ein negativ geladenes
ortsfestes B~ -lon .

’ Entscheidend ist, wie immer, die Lage der
Fermienergie.

Bei kleinen T kommen alle Elektronen in L von
den Dotierniveaus; EF muss zwischen
Donatorniveau Ep und dem Leitungsbhand
sitzen.

Das gilt auch noch bei htheren Temperaturen:
E rist in der N&he des Dotierniveaus.

Wir haben mit Dotieren sehr viel mehr
Ladungstrager einer Sorte als im undotierten
intrinsischen Halbleiter, bei dem beide Dichten
gleichgrof3 sind.

Die Dichte npmaj der Majoritatsladungstréager ist
in Si bei RT guter Naherung identisch zur
Dichte der Dotieratome Npot .

Die Dichte der Minoritatsladungstrager nmin
folgt aus dem Massenwirkungsgesetz .

Donatoren: Pund As = n-Si

> Majoritaten sind Elektronen im
Leitungsband.

Minoritaten sind Locher im Valenzband.

Akzeptoren: NurB = p-Si
> Majoritaten sind Locher im Valenzband.
Minoritaten sind Elektronen im Leitungsband.

’ Ladungstrager in den Bandern werden durch
Generation erzeugt (immer thermisch, bei
Beleuchtung auch durch Licht), laufen etwa eine
Diffusionslange weit per "random walk" durch den
Kristall, und verschwinden wieder durch
Rekombination.

Beide Prozesse werde durch Raten
beschrieben; MaReinheit; s—1
G=Generationsrate
R=Rekombinationsrate

Da im Gleichgewicht die Ladungstragerdichte

konstant ist, muss gelten: G=R sowohl fir
Minoritaten als auch fur Majoritaten.

E
F 3

b

Fast leer
- Ng(L)

i- - ——
Donatoren
ND

E)
[cm']]
T
10t
E
F 3
Negr (L)
Ey
Ep
2 e
0 ¥ lf(.;E')
N Maj = N pot
ni(T)
N min(T) =
NDot
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v
3| £ | ) | [ ) g ) 9 S | S |

= X

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 322




’ Von Interesse ist vor allem die Rekombinationsrate
Rmin der Minoritaten, da Anderungen der
Ladungstragerdichte bei den Minoritaten sehr viel
starker "durchschlagen”

Es gilt unmittelbar >

Dabei ist T die
Minoritatsladungstragerlebensdauer (kurz
Lebensdauer); leicht zu visualisieren und mit
der Diffusionsléange Lgekoppelt durch =

Daraus folgt die dritte wichtige
Halbleitergleichung =

’ Es gibt beziglich der Rekombination zwei Arten
von Halbleitern.

Direkte Halbeiter: Rekombination ist leicht; die
Uberschussenergie produziert ein Photon ,
d.h. es wird Licht mit hv=Eg emittiert.

Direkte Halbleiter sind die Grundlage fur die
Optoelektronik

Indirekte Halbeiter: Rekombination ist schwer;
die Uberschussenergie produziert Phononen,
d.h. es wird Warme erzeugt.

Silizium ist ein indirekter Halbleiter .

NMin
R =
T
1
L=(D- T)/2

Im Gleichgewicht:

NMin

G=R =
T

Direkte Halbleiter:

L und T sind klein

(ungefahr ns / um)
Prominente Vertreter: GaAs, InP, GaN.

Indirekte Halbleiter:
L und T sind grof3 und stark defektabhangig
(ungefahr pus -ms/ 500 pum)
Prominente Vertreter: Si, Ge, SiC.
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9.2 Leitungseigenschaften dotierter Halbleiter
9.2.1 Beweglichkeit und Leitfahigkeit bei dotierten Halbleitern

Beweglichkeit

’ Um von der Ladungstragerdichte n zur Leitfahigkeit o=qg - n - p zu kommen, brauchen wir noch die Beweglichkeit p der
Ladungstrager.

Die Beweglichkeit p haben wir schon behandelt; wir hatten:
1. Die Definition von .

2. Den Zusammenhang zwischen p und fundamentalen GréRen wie Driftgeschwindigkeit, mittlere freie
Weglange oder Zeit zwischen zwei Stol3en.

Zur Beweglichkeit gbe es noch eine Menge zu sagen, z. B. daf? sie mit dem Diffusionskoeffizienten D der
Elektronen oder Locher direkt verknupft ist. Wir werden diese Beziehung noch brauchen, hier ist sie:

M- kT
D =
e
D-e
Ho=
kgT

Kein Geringerer als Einstein (und Smoluchowski) hat diese Beziehung abgeleitet, sie heil3t deshalb auch
Einstein-Smoluchowski-Beziehung.

Was ist der Diffusionskoeffizient eines Elektrons oder Lochs? Im Kapitel 4.2.1 "Atomare Fehlstellen und Diffusion”
kam sowas nicht vor. Ja, schon — aber indirekt im Kapitel 4.2.3 "Random Walk und Diffusionslange", wo wir (ochne
das grof3 zu betonen) jedem per "Random Walk" sich bewegenden "Etwas" — Elektronen, Leerstellen, Saufer —
einen Diffusionskoeffizienten D und eine Diffusionslédnge L zugeordnet haben. Die wichtige Beziehung war L=(DT) *2

’ Dies alles, plus einige weiterfihrende Betrachtungen sind in einem eigenen Modul noch einmal zusammengestellt. Dort
wird auch die Einstein-Smoluchowski Beziehung abgeleitet.

Wie auch immer, hier miissen wir nur zwei Dinge betrachten:

1. Die Beweglichkeit nimmt mit zunehmender Temperatur ab. Das haben wir bereits fur den intrinsischen Fall
betrachtet, und daran wird sich auch bei dotierten Halbleitern nicht viel &ndern kénnen.

2. Die Beweglichkeit wird durch Stéf3e mit Fremdatomen verringert. Dotieratome sind Fremdatome, wir miissen
uns also fragen ob Dotierung die Beweglichkeit beeinfluf3t.

Die Antwort auf die Frage in Punkt 2 ist: Ja! Die Beweglichkeit wird durch Dotieren herabgesetzt (das ist schlecht,
da wir damit offenbar auch die Grenzfrequenz eines Bauelementes herabsetzen).

Aber gleichzeitig wird die Temperaturabhangigkeit der Beweglichkeit verringert, da StéRe mit Phononen mit
zunehmender Dotierkonzentration eine immer kleinere Rolle spielen.

’ Was wir insgesamt erhalten, sieht typischerweise so aus:

10% s

Beweglichkeit der Licher [l:m2 iVs]

a

Die Beweglichkeit wird durch Dotieren bei Raumtemperatur im Extremfall um etwa eine Gré3enordnung reduziert;
dabei ist die Abnahme von p erst bei héheren Dotierstoffkonzentrationen (> 1017 cm —3) richtig spiirbar.
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Die Kurven fir Elektronen sind ahnlich, aber im Absolutwert kann schon mal ein Faktor 10 auftauchen — je nach
Halbleiter und detaillierter Bandstruktur. Die Beweglichkeit der Elektronen im Silizium ist beispielsweise ungeféahr
einen Faktor 3 groRer als die der Locher.

Leitfahigkeit

’ Nehmen wir die ungeféhr lineare Abhangigkeit der Ladungstrégerdichte, und die vergleichweise kleine, aber nichtlineare
Abhangigkeit der Beweglichkeit von der Dotierstoffkonzentration und multiplizieren beides miteinander, erhalten wir die
spezifische Leitfahigkeit o oder den spezifischen Widerstand p=1/0 als Funktion der Dotierstoffkonzentration (bzw. -
dichte).

Fir Silizium sieht das dann so aus:

104 .1 ppb .1 ppm

107 \ Silizivm 300 K
p-Iyp; B-dotiert

0? \\ I_\ f

10! \\}\1 ]

100 JL\\ I -

10!

e n -Typ; P-dotiert
104 \

1012 108 104 10% 10% 107 10t 10° 10% 1021

———— Konzentration [cm™]

L]

echnisch
nutzhar

Spez. Widerstand [Q2cm]

’ Das sind so mit die wichtigsten Kurven der modernen Menschheit. Auf ihnen beruht die komplette Silizium-Technologie.
Jede Produktherstellung in der Si Technologie beginnt mit einer sorgfaltigen Uberlegung, mit welchem Dotiertyp und
welcher Grunddotierung man startet (i.d.R. so im Bereich (0,5 . .. 10) Qcm)

Bei der Herstellung eines Chips, also einer integrierten Schaltung, wird dann lokal noch bis zu 10 mal anders
dotiert — darauf beruht die Funktion der Bauelemente.

Die Funktion des Systems, nur um das hier gleich mal zu unterscheiden, beruht dann darauf, wie man die
Bauelemente miteinander verbindet. Das findet dann im wesentlichen nicht mehr im Si statt, sondern auf dem Si.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.2.1
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9.2.2 Darstellung der Stromleitung im Banddiagramm

’ Im Banddiagramm |&Rt sich die Stromleitung, d.h. der Transport elektrischer Ladungen von hier nach da, sehr gut und
einleuchtend darstellen.

Um elektrische Strome zu erhalten, brauchen wir ein elektrisches Feld E, bzw eine Spannung U, bzw. eine
Potentialdifferenz AV zwischen hier und da. Falls wir "da" erden, ist AV = U.

Wir ersparen uns hier den Ublichen Krampf mit den limitierten Buchstaben und benutzen den Buchstaben E auch fiir
das elektrische Feld - aber dann in Magenta!

’ Bleiben wir eindimensional wie auch sonst, haben wir nun ein Stiick Halbleiter mit verschiedenem elektrischem
Potential beix =0und x = L.

Im Banddiagramm betrachten wir die Energie der Elektronen im Kristall. Was bedeutet es, wenn jetzt ein
elektrisches Potential V(x) vorliegt?

Ganz einfach: Wir miissen zu der aus den Bindungen im Kristall kommenden Energie E, die wir bisher
ausschlief3lich betrachtet haben, noch die elektrostatische Energie — e - V(x) addieren, und erhalten jetzt eine
ortsabhéngige Energie E(x).
Denn das elektrische Potential mal der betrachteten Ladung gibt ja gerade die potentielle Energie dieser Ladung in
dem zu V gehoérenden elektrischem Feld an.
’ Den Zusammenhang zwischen Ladungen p(X,y,z), elektrischem Potential V(x,y,z) und elektrischem Feld E(x,y,Zz) gibt
dabei immer die Poisson-Gleichung

02v  02v 02y p
AV = + — 4+ —— = — v . E - _ —
Ox2 oy2 0 z2 €€g

’ Aber das mussen wir hier gar nicht so genau wissen. Wir betrachten einfach ein Stiick Halbleiter, an dessem einen
Ende (x = 0) das elektrische Potential den Wert V(0) = -V hat, wahrend das andere Ende (x = L) geerdet ist, d.h.
V(L) = 0. Die MafReinheit ist natirlich Volt.

Was jetzt kommt ist wichtig. Also nochmal: Wir betrachten ein homogenes Stlick Material — z. B. einen
zylindrischen Draht — mit irgendeiner Leitfahigkeit o und damit einem Widerstand R. An einem Ende ist er geerdet
(d. h. die Spannung ist 0 V per Definition), an anderen Ende liegt die Spannung U Volt an. AuRerdem flie3t noch ein
Strom | = U/R.

Spannung anlegen bedeutet: An einem Ende (z. B. dem negative Pol) hat es mehr negative Ladungen als am
anderen Ende. Im System gibt es raumliche Nettoladung.

Zwischen den beiden Enden fallt die Spannung ab. Das kann sie bei der beschriebenen Anordnung nur gleichmafig
tun — sie fallt linear von einem Ende zum andern von U V auf O V.

Betrachten wir nicht die Spannung oder das "Spannungspotential* U sondern die elektrostatische Energie eU, die
eben auch Potential heif3t, haben wir exakt denselben Verauf, nur auf einer eV Skala statt auf einer V Skala.

’ Das wenden wir jetzt auf ein homogenes Stiick Halbleiter mit konstantem Querschnitt an.

Es ergibt sich das folgende Banddiagramm, das wir erst mal zur Kenntnis nehmen, und dann diskutieren.

Elektr.
Strom

X 4
a—

’ Das Bild zeigt eine Fulle von Einzelheiten, die wir jetzt im Detail diskutieren:
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Im oberen Teil ist perspektivisch das Material gezeigt — mit den elektrischen Kontakten und dem Stromkreis. Man
sollte niemals ein Banddiagramm und eine Darstellung im Ortsraum verwechseln — auch wenn auf einer hohen
Abstraktionsebene beides nur noch ein Rechteck ist.

Eingezeichnet ist ebenfalls, wie sich negativ und positiv geladene Teilchen bewegen werden. Wichtig dabei ist, dal3
trotz unterschiedlicher Teilchenstromrichtung, beide Ladungen dieselbe elektrische Stromrichtung ergeben.
Weiterhin ist klar, dal3 bei konstanter Leitfahigkeit der Spannungsabfall im Material linear erfolgt. Dies bedeutet,
daR das lokale elektrische Potential eV(x) linear von eVg eVauf 0 eV abnimmt.

’ Damit kann man das Banddiagramm zeichnen:

Links sind Valenz- und Leitungsband auf der Energieskala um |- e - Vg| angehoben; rechts ist alles beim alten.
Dazwischen nimmt die Energieanhebung linear ab - wie gezeichnet. Aufpassen! Das "-" Vorzeichen ist richtig, wenn
man die Energieachse nach unten legt (Nullpunkt oben, Energiewerte dann alle negativ)
Das ist leicht zu verstehen, denn nach wie vor betrachten wir im Banddiagramm die gesamte Energie von
Elektronen in den beiden Bandern (Im Valenzband in Form von Ldchern). Die Gesamtenergie erhalt man immer
durch Addition der Beitrage, hier der "Kristallenergie”, d. h. der Energie, die die Elektronen auf ihren Zustanden im
Kristall haben, und der Energie des lokal vorliegenden elektrostatischen Potentials.

’ Wir haben damit eine fundamentale Sache eingeflhrt, die sogenannte Bandverbiegung. So nennen wir es, wenn

Leitungs- und Valenzband nicht exakt horizontal verlaufen.

Gleichzeitig erkennen wir eine fundamental Regel:

Bandverbiegungen sind immer
mit elektrischen Feldern im Material gekoppelt.

Denn ein elektrisches Feld ist schlicht der Gradient des elektrischen Potentials, und ohne Gradient im Potential gibt
es keine Bandverbiegung.

’ Rein graphisch wird schon anschaulich was nun geschieht: Die Elektronen im Leitungsband werden sich zur tiefsten
Energie begeben - sie laufen in einem Energiediagramm immer bergab. Da sie beweglich sind, wird das auch
geschehen.

Die Elektronen im Valenzband werden sich auch zur tiefsten Energie begeben. Da aber nur ein kleiner Tell
beweglich ist — die mit einem Loch als Nachbar — laufen die Lécher entgegengesetzt, immer den Energieberg
hinauf. Das ist eingezeichnet.

Falls viele Elektronen "unten” waren, gabe es unten einen UberschuR an negativer Ladung, oder, im UmkehrschluR,
es gabe oben einen UberschuR an positiver Ladung. Zeichnen wir nicht den FluR der negativen Ladung nach unten
ein, missen wir den Lochern jetzt eine positive (Elementar)ladung nach oben mitgeben. Das ist eingezeichnet.

’ Wir sehen also auch im Banddiagramm, daf3 jetzt Ladungen flieRen. Wir sehen es sogar viel anschaulicher als im
Ortsraum. Wo aber liegt nun die Fermienergie? Sie ist nicht eingezeichnet 1?

Das hat einen einfachen, aber sehr wichtigen Grund: Es gibt im strengen Sinn keine Fermienergie mehr — denn wir
haben nicht mehr Gleichgewicht. Mit Stromfluf3 haben wir Ungleichgewicht!

Denn StromfluR bedeutet immer Ungleichgewicht oder Nicht-Gleichgewicht. Es gibt zeitliche Anderungen von
Systemparametern: Der Halbleiter wird warm, in der Batterie &ndert sich die chemische Zusammensetzung, usw.

Die Fermienergie war aber nur fur Gleichgewicht definiert; sie existiert nicht fur Nicht-Gleichgewicht.

’ Das fassen wir mal zusammen

Bandverbiegung bedeutet:

* Leitungs- und Valenzband sind keine horizontale Linien
mehr, sondern "verbogen".

* Grund: Zusétzliches elektrisches Potential.

» Damit gilt: Verbiegung = Anwesenheit elektrisches Feld E.

* Elektronen und Locher spiren im Feld E die Kaft gE.

e Damit: Elektronen laufen in nicht-horizontal Bandern
abwarts, Lécher aufwarts.

* Falls dann Nettostrom flief3t, ist der Halbleiter nicht mehr
im Gleichgewicht.

» Kein Gleichgewicht bedeutet: Fermieenergie ist nicht mehr
(streng) definiert.

* Grlnde fur Bandverbiegungen sind Nettoladungen irgendwo
im System.

’ Ein letzter Punkt: Das Banddiagramm zeigt nicht, was mit den Elektronen und Léchern geschieht, wenn sie bei ihrer
Berg- und Talfahrt an das Ende des Kristall gelangen.
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Wir wissen aber, was geschehen muf3: Die Spannungsquelle ist eine Ladungspumpe, sie beférdert die
Elektronen, die bei x = L ankommen, durch den &u3eren Stromkreis wieder zurlick nach x = 0.

Locher allerdings kann die Spannungsquelle nicht durch einen Metalldraht pumpen. Sie wird deshalb bei x = 0
Elektronen ins Valenzband geben, die mit den Lochern rekombinieren, und bei x = L diese Elektronen
herausnehmen, d.h. Ldcher injizieren. Das mag hier noch ein bil3chen seltsam erscheinen, wir werden diese
Prozesse aber bald besser verstehen.

Die Zeichnung zeigt die Strome im Halbleiter und im Draht; die Pfeile geben dabei die Bewegungsrichtung der
Teilchen an, nicht die technische Stromrichtung. Fur Lécher sind beide Richtungen identisch, fur Elektronen sind

sie umgegekehrt.
_> 1
“—@®
¢ -

’ Wir haben jetzt einen ersten Eindruck bekommen, wie man mit Banddiagrammen arbeiten kann. Wer testen mdchte,
inwieweit er das verstanden hat, versuche mal, sich die folgende Frage zu beantworten, bevor die Losung angeklickt
wird:

Was passiert im Banddiagramm, wenn wir wie oben eine Spannung anlegen, aber die Kontaktelektroden mit einer
"unendlich diinnen" isolierenden Schicht Uberziehen?

Das bedeutet, wir haben zwar den Potentialunterschied zwischen x = 0 und x = L, aber Stromflul3 kann dank der
Isolierschicht nicht stattfinden.

’ Die Antwort auf diese Frage findet sich in einem eigenen Modul, den man unbedingt konsultieren sollte.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.2.2
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9.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 9.2: Leitungseigenschaften dotierter Halbleiter

’ Die Leitfahigkeit o = 2j qj - nj - M j umfal3t die jetzt bekannten
Ladungstragerkonzentrationen n und deren Beweglichkeit M- keT

Die in ihren Béndern beweglichen Elektronen und Ldcher
diffundieren , d. h. fihren einen "ramdom walk" aus, mit e

einer Diffusionskonstante D Elns'teln
Beziehung

Diffusionskonstante und Beweglichkeit beschreiben beide D-e

"random walk", missen also korreliert sein. Die Beziehung T

zwischen beiden heif3t "Einstein (-Smoluchowski) kgT

Beziehung".

’ Beweglichkeiten sind an St63e gekoppelt. Wichtige Stol3partner
waren "Phononen” (=thermische Gitterschwingungen) und
Kristalldefekte.

Dotieratome sind Defekte. Sie verringern damit die
Beweglichkeit (und damit die Leitfahigkeit ein bilRchen) aber
erh6hen die Ladungstragerdichte (und damit die Leitfahigkeit
enorm)

5 % % ® % & §

Der Gesamteffekt der Dotierung von Si bei RT ist in der
Masterkuve gezeigt: =

14

Spez. Widerstand [(Xcm]

5
-

Die "Beulen" im ansonsten ziemlich linearen Verlauf

kommen von der Anderung der Beweglichkeit mit Npgt; die
Unterschiede zwischen n- und p-Dotierung stammen von
verschiedenen Beweglichkeiten der Lécher und Elektronen.

’ Legt man eine Spannung U an einen Halbleiter, addiert (oder, je
nach Vorzeichen, subtrahiert) man die Energie eU.

Die Bandkanten rutschen entsprechend rauf oder runter.

Fallt die Spannung gleichmafiig tber den Halbeiter ab, erhalt o © @ |
man eine Bandverbiegung wie gezeigt. = A 1
Entscheidende Punkte sind:

e Leitungs- und Valenzband sind "verbogen".
e Grund: Zusatzliches elektrisches Potential.
» Verkippung = elektrisches Feld E.

* Elektronen laufen abwarts, Locher aufwarts.

* Falls Nettostrom, kein Gleichgewicht mehr.
* Grinde fur Bandverbiegungen sind: Nettoladungen
irgendwo im System.
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9.3 Raumladungszonen und Kontakte
9.3.1 Grundsaétzliches

Der Kontakt als solcher

’ Es gibt keine Halbleiterbauelemente ohne Halbleiterkontakte!

Eine vielleicht verbluffende Behauptung. Aber man muf3 sich nur klarmachen, daf3 selbst ein popeliger
Photowiderstand — also ein Stlck Halbleiter, dessen Widerstand mit zunehmender Beleuchtung zwangsweise
kleiner wird — zwei Anschluf3drahte braucht, und Dréahte sind normalerweise aus Metall.

Wir haben also minimal zwei Kontakte zwischen dem Halbleiter und einer (oder zwei) Metallsorten.
Es ware schon sehr naiv, jetzt anzunehmen, dal3 der Kontakt Halbleiter-Metall keine besondere Eigenschaften hat,

d.h. daf3 Elektronen ungehindert vom Halbleiter ins Metall stromen kdnnen oder umgekehrt. Spatestens wenn man
sich Uberlegt, wie das mit den Léchern ware, muf3 man ins Griibeln kommen.

’ Was ist ein Kontakt? Idealerweise sowas:

E p-Iyp % 11-Ty11§ E HL % Gas

E Si % GaAs EHI. % Elektrolyt
E HL % Metall E HL % Supr aleiter
HL Isolator HL O.'.J o
M M - fliche

Wir haben einen geometrisch einfachen und sauber definierten Ubergang zwischen einem Material | und einem
Material Il (das im Extremfall des "Gases" auch ein stark verdiinntes Gas oder sogar Vakuum sein kann).

Wir betrachten weiterhin den strukturellen Defekt Phasengrenze als elektronisch uninteressant, d.h. die
strukturellen Einflisse der Phasengrenzenstruktur auf Elektronen und Lécher vernachlassigen wir hier. Das ist, um
es deutlich auszudriuicken, ein massiver Fehler bei fast allen Kontakten — nur nicht bei denen, die wir hier
behandeln.

Wir betrachten auch Kontakte, die ein bi3chen abstrakt sind, zum Beispiel den "Kontakt" des Volumens eines
Halbleiters mit seiner eigenen Oberflache. Das ist sinnvoll, falls die diinne Schicht der oberflachennahen Atome
andere elektronische Eigenschaften hat als das Volumen.

’ Da wir Uber eine gewisse Allgemeinbildung verfligen, wissen wir natirlich schon, dal3 die gesamte Festkorperelektronik
von Kontakten beherrscht wird (oder von "Ubergéangen ", nur ein anderes Wort fiir Kontakt). Die zugehdrigen
Stichworte sind:

» Der pn-Ubergang, der Kontakt zwischen verschiedenen Dotierungstypen desselben Halbleiters — in anderen
Worten: die klassische Diode und, fiir zwei aufeinanderfolgende pn-Ubergange, der klassische
Bipolartransistor .

* Der MOS-Kontakt, d.h. die Materialfolge Metall-Oxid-Halbleiter (=Semiconductor); zusammen mit pn-
Ubergangen gibt das einen MOS-Transistor , das Arbeitspferd der MOS- und CMOS -Technik, d.h. fast aller
integrierten Schaltungen.

* Der Schottky -Kontakt ; etwas unbekannter, aber einfach ein Halbleiter-Metall-Kontakt, der Dioden
eigenschaften hat.

* Der ohmsche Kontakt, normalerweise nicht besonders erwéhnt, aber besonders wichtig: Ein Metall-
Halbleiter-Kontakt, der keine Diodeneigenschaften hat, sondern eine lineare Strom-Spannungs-Kurve mit
kleiner Steigung (d.h. kleinem Widerstand) zeigt.

* Die Heterolbergange, also der Kontakt zwischen zwei verschiedenen Halbleitern (mit verschiedener
Bandliicke), ohne die es keine vernlinftige Optoelektronik géabe.

Wir sehen ganz klar: Wir missen uns mit Halbleiterkontakten intensiv beschéftigen!

’ Das tun wir Schritt fir Schritt — es ist nicht unbedingt einfach! Zum Beispiel wird ein quantitatives Verstandnis eines
MOS-Transistors hier unsere Kréfte iiberfordern, aber den pn-Ubergang kénnen wir packen —im 4. Schritt.

Vorher aber Uiberlegen wir ansatzweise, wie ein realer Kontakt aussehen wird.
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Der reale Kontakt

’ Wer sich bis hierher sein (oder ihr) kindliches Gemut noch bewahrt hat, darf natirlich auch jetzt noch annehmen, daf3
ein pn-Kontakt hergestellt wird, indem man zum Beispiel ein Stiick n-Si nimmt und auf ein Sttick p-Si drickt.

Das gibt zwar schon einen Kontakt, aber halt keinen pn-Kontakt. Wir
mussen hier die Dinge auf atomarer Ebenen betrachten, und ein solcher si
Kontakt sieht dann so aus =

o

Wir haben eine wilde Mischung aus allem mdglichen — sicherlich erstmal Oxid . Drecke
einen Oxid-Oxid-Kontakt, da Si (und auch sonst jeder Halbeiter) an Luft ) h?‘ preiy
Staul
a

Si

immer mit einer diinnen Oxidschicht bedeckt ist, die ca. 2 nm dick sein /
wird (damit ist auch der Mal3stab in nebenstehendem Bild definiert).

Da die Oberflachen nie atomar eben sein werden, berthren sich die
Materialien sowieso nur punktuell; in den Zwischenraumen finden wir
automatisch die in der Luft herumschwebenden Staubteilchen — und dazu
z&hlen auch die nur sehr schwer fal3baren "Partikel" mit nur einigen nm
Grole.

Da das Oxid unkontrolliert an Luft entstanden ist, wird noch so mancher
Dreck eingebaut sein — atomar oder in Form kleiner Partikel.

Auch bei allen anderen Kontaktsorten, die wir in dieser Art herstellen
wirden, missen wir ahnliche Probleme erwarten.

’ Wir wirden immer einen "Kontakt" mit der Abfolge Material 1 / Dreck / Material 2 erhalten. Andere Leute jedoch, die uns
schon einiges voraus haben und wissen was sie tun, erhalten mit dieser "Technik” manchmal etwas Sinnvolles
(nattrlich nur im Vakuum und bei hochreinen Oberflachen; Stichwort: "wafer bonding™) — aber das sprengt den hiesigen
Rahmen.

’ Was fur elektronische Eigenschaften kdnnen wir bei so einem Kontakt erwarten?
Richtig! Jedenfalls nichts, was man einigermaf3en einfach verstehen kann.

Ein Gutteil der Halbleitertechnologie beschéftigt sich deshalb damit, wie man verniinftige reale Kontakte herstellt,
die dem gewilinschten idealen Verhalten wenigstens nahe kommen. Das ist oft ziemlich schwierig oder gar
unmdoglich, und viele im Prinzip spannende Bauelemente scheitern an der Kontaktproblematik.

’ Wir betrachten jetzt als einziges Beispiel, wie man einen realen pn-Ubergang herstellt.

Wir fangen mit einem Silizium-Wafer (d.h. einer sehr perfekten
einkristallinen Si-Scheibe) an, der eine bestimmte Grunddotierung hat — im Y
Beispiel ist es Bor (B); der Wafer ist also p-leitend.

Wir wollen dicht unter der linken Oberflache einen pn-Ubergang realisieren.
In der Realitat integrierter Schaltungen gilt fur die Tiefe xpn des pn-

Ubergangs beispielsweise Xpn<< 1 pm. —
le N

Da es keine sinnvolle Méglichkeit gibt, das Bor lokal wieder herauszuholen AsTmplantation &

(wer eine weil3, wird ganz schnell sehr reich), haben wir nur eine Option: Wir

bringen mehr As (oder P) in den Kristall ein, als Boratome vorhanden sind. As

Als Dotierung wirkt ndmlich immer nur (ndherungsweise) die Differenz der B

Donator- und Akzeptorkonzentration. o

Die As-Atome kénnen implantiert werden, d.h. sie werden mit einer PN

lonenkanone (und Energien im Bereich 1 keV ... 200 keV) regelrecht in den
Kristall hineingeschossen. Dieser Prozel3 heif3t lonenimplantation .

Dabei wird aber das Kristallgitter kurz und klein geschlagen — wenn das \\ )
Material nicht sogar amorph geworden ist, enthalt der Kristall jetzt
untolerierbar viele Kristallgitterdefekte.

Die mussen "ausgeheilt " werden — durch langeres Erhitzen. Dabei
diffundieren aber die As-Atome munter durch die Gegend, das implantierte
Konzentrationsprofil wird verschmiert, und der pn-Ubergang verschiebt
sich zunehmend in die Tiefe.

n P As

’ Falls das ziemlich kompliziert klingt, liegt das daran, dal3 es ziemlich kompliziert ist; auRerdem mul3 man viele
Parameter optimieren.

Aber so und nicht anders wird's (fast immer) gemacht — mit entsetzlich vielen Varianten und Komplikationen.
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Wenn alles richtig gemacht wurde, erhalten wir einen pn-Ubergang, der sich nahezu exakt so verhalten wird, wie wir
es in Kirze theoretisch vorhersagen werden!

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.3.1
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9.3.2 Oberflachenzustande und Bandverbiegung

’ Es mag ein biRchen abwegig erscheinen, als ersten Kontakt den etwas abstrakten Ubergang von Volumen und

Oberflache zu behandeln, Es ist aber schlicht das einfachste Beispiel fir das, was wir lernen missen.
Die Eigenschaften des Volumens kennen wir schon — es sind die Eigenschaften des idealen dotierten Halbleiters.

Was ist an der Oberflache anders? Was ist tiberhaupt "die Oberflache" eines Kristalls genau?

’ Die letzte Frage laRt sich leicht beantworten:

Zundchst gibt es an Luft Uberhaut keine Halbleiteroberflache — bestenfalls eine Halbleiter-Halbleiteroxid-
Grenzflache. Genau betrachtet meinen wir mit "Oberflache also die Grenzflache Halbleiter / Halbleiteroxid. Aber
diese Feinheiten sind fur diese Betrachtung egal; wir nehmen einfach zur Kenntnis:

"Die "Oberflache" oder Grenzflache umfafit alle Atomschichten (von der Oberflache aus gerechnet), deren
Bindungsverhaltnisse oder Bindungssymmetrien anders sind als im Volumen.

Die erste Atomlage gehort auf jeden Fall dazu, meist aber auch noch die 2. und 3. Lage. Unsere Oberflachen haben
also eine Dickevonca.0,3nm...1nm.

’ In dieser Oberflachenschicht gibt es nicht abgesattigte Bindungen, Bindungen mit anderen Atomen, Bindungen mit

anderen Bindungsenergien — alles mégliche. In anderen Worten: Elektronen in Zustéanden, die von den
Volumenzusténden irgenwie verschieden sind. Und die Kurzform, um all diese Mdglichkeiten elegant auszudrtcken, ist
schlicht und einfach die Aussage:

In der Energieliicke der Oberflache(nschicht) gibt es Zusténde, eben
Oberflachenzustande, die im Volumen nicht vorhanden sind. 4T

In anderen Worten: Wahrend wir davon ausgehen, dal3 die "Oberflache" noch die
grundséatzliche Bandstruktur des Volumens hat, werden den Elektronen aber viel B

mehr Maglichkeiten von Energiezustanden geboten - und einige davon werden vl
bestimmt in der Bandliicke liegen. == ¢
Damit kénnen wir der Oberflache eine Bandstruktur zuschreiben wie nebenstehend Ey
gezeigt.

Wir wissen naturlich nicht, wieviele Zustande sich bei welcher Energie befinden, gn;;k;]c_l_e;- x
aber das ist fir das folgende auch gar nicht so wichtig. e

Wir wissen aber eines — und das ist schon eingezeichnet: Wenn es nicht zu wenige

v

Zustande sind, wird die Fermienergie mitten in den Zustanden liegen miissen; ob
noch ein paar Dotierungsatome da sind, spielt keine Rolle mehr.

Im Ubrigen gilt das natdrlich (qualitativ) genauso fir interne Grenzflachen wie Korn-
und Phasengrenzen.

’ Was geschieht nun, wenn wir das Volumen und die Oberflache in Kontakt bringen?

Mit der Antwort auf diese Frage erschliel3en wir uns die Halbleitertechnik; wir wollen uns deshalb die Antwort
detailliert in mehreren Stufen erarbeiten.

’ Zunéachst betrachten wir die Banddiagramme vor dem Kontakt. Gottseidank ist es im Gedankenversuch problemlos

moglich, die Oberflache getrennt vom Volumen zu betrachten (in der Praxis geht das natirlich nicht).
Wir haben folgende Ausgangssituation:

4E Volumen; n-Typ E4 Oberfl.
E, [Q000 000000000 By
FF
E} FF
= m T Ev

“¥
I J

Links ist ein n-Typ Halbleiter eingezeichnet, die griinen Kreise und blauen Quadrate symbolisieren fast wie zuvor die

Majoritats- und Minoritatsladungstrager; also Elektronen und bzw. Locher. Das "fast" bezieht sich auf die mit

konstanter Bosheit geénderten Farben der Elektronen, Lécher, Bandkanten etc. Damit wird ndmlich eine wichtige
Eigenschaften der Elektronen und Locher symbolisch zum Ausdruck gebracht: Sie sind nicht wirklich griin, rot oder
blau; sie sind einfach nur.

Rechts ist die Oberflache wie gehabt.
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’ Nun bringen wir die Oberflache in direkten "idealen" Kontakt zum Volumen, und betrachten was dabei passiert:

L E
1 Volumen; n-Typ Oberfl.

r, (0000000000000, .
Ey t
="

| m T Bv

Ey

»
L
X

So sieht es in der Sekunde Null beim Kontakt aus. Der entscheidenden Punkt ist nun, daR die (frei beweglichen)
Elektronen im Leitungsband des Volumens jetzt plétzlich neue Platze zur Verfligung haben, auf die sie sich setzen
kdnnen: Die noch freien Platze der Oberflachenzusténde.

Diese Platze liegen energetisch tiefer; und es gibt eine ganze Menge davon. Man hat auch - als Elektron im
Leitungsband - kein Problem mit der Impulserhaltung wie beim Sprung auf einen freien Platz (ein Loch) im
Valenzband; denn an der Oberflache 1aR3t sich der Impulserhaltungssatz immer irgendwie erfillen

Noch besser: Selbst wenn man sich als direkter Halbleiter um den Kristallimpulserhaltungssatz sowieso nicht zu
kiimmern braucht, muf3 man jetzt auch nicht auf der Lauer liegen, bis man mal im Ortsraum auf ein Loch trifft, man
muf3 nur zur Oberflache gehen; dort sind die freien Platze ortsfest immer vorhanden — sie kénnen nicht weglaufen
wie Lécher im Valenzband, die Oberflache ist schlieRlich ziemlich gut lokalisiert.

’ Es gibt also viele gute Griinde, warum Elektronen aus dem Leitungsband sich auf die freien Platze der
Oberflachenzustande setzen werden; dies ist durch den Pfeil symbolisiert.

Aber fur all diese Vorteile ist ein Preis zu bezahlen: Besetzt ein Elektron einen freien Platz in den
Oberflachenzustanden, ist es nicht mehr frei — es ist jetzt ebenfalls lokalisiert und unbeweglich!

Dadurch ist die Oberflache jetzt negativ geladen, denn es gibt keine Verschiebungen von positiven Ladungen, die
diesen Effekt kompensieren kdnnten. Denn die wenigen Minoritatsldcher, die irgendwo herumvagabundieren, kdnnen
nur wenig bewirken.

’ Eine negativ geladene Oberflache hat aber einen klaren Effekt auf die Elektronen des Volumens: Sie werden
elektrostatisch abgestolRen; d.h. ins Volumeninnere getrieben.

Anders, aber vollig aquivalent ausgedriickt, kdnnen wir auch sagen: lhr elektrostatisches Potential, d.h. ihre
Gesamtenergie, wird in dem von den Oberflachenladungen ausgehenden elektrischen Feld erhoht.

Nachdem sich also das erste Elektron auf einen der bequemen Platze an der Oberflache gesetzt hat, muR3 das
zweite Elektron, das dahin will, schon ein biRchen Energie aufwenden um gegen die elektrostatische Abstof3ung
des ersten Elektrons dahinzugelangen. Es wird sich also méglichst weit weg vom ersten Elektron auf einen Platz an
der Oberflache begeben und dadurch immer noch einen Nettoenergiegewinn haben.

Fur jedes weiter Elektron wird es jetzt immer ein bi3chen schwieriger. Es mufl immer mehr Energie aufgebracht
werden, um ins gelobte Land zu kommen.

Irgendwann wird der Punkt erreicht sein, wo sich die Reise nicht mehr lohnt: Die Energie, die man hineinstecken
muf um gegen die elektrostatische AbstoRung zur Oberflache zu gelangen, ist identisch zur Energie, die man
gewinnen kann, indem man einen energetisch tiefer liegenden Platz besetzt. Den Elektronen wird es dann
gleichgliltig sein, wo sie sich befinden.

’ Dieser Zustand ist dann und nur dann erreicht, wenn die Fermienergie Uberall dieselbe ist! Das ist so wichtig, dass wir
es grof3 notieren

Im Gleichgewicht ist die
Fermienergie
Gberall gleich grof3

’ Wie kann man das erreichen? Wie "macht" der Kontakt die Fermienergie tberall gleich grof3?
Der erste Gedanke ist vielleicht, sie im Volumen etwas herunterzusetzen, und in der Oberflache etwas hinauf - bis
es halt pal3t.

Fragt sich nur wie. Denn das wirde z.B. bedeuten, daR sich tberall im Volumen jetzt die Ladunsgtragerdichte
andert - auch km weit weg von der Oberflache. Das ist nicht nur beliebig unwahrscheinlich, es ist auch vollkommen
unklar wie das gehen soll.

’ Also so geht es nicht. Wir missen bertcksichtigen, daf3 wir jetzt elektrische Felder haben! Ladungsneutralitét ist nicht
mehr Gberall lokal gewahrleistet, sondern nur noch global. Lokal ist unser Halbleiter jetzt geladen.

Die Oberflache ist eindeutig negativ aufgeladen, und irgendwo im Kristall miissen die positiven Gegenladungen sein,
denn global haben wir natirlich immer noch Ladungsneutraltat.
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In einem elektrischen Feld erféhrt eine Ladung aber eine Kraft — q - E, und damit muf3 Arbeit geleistet werden um
die Ladung zwischen zwei Punkten x1 und x2 zu verschieben. Die dazu notwendige Arbeit entspricht der
potentiellen elektrostatischen Energie Eg|, sie ist gegeben durch

X2

Eel E-dx = -q-Ui2

1
|
el

X1

Dabei ist U 1.2 die Spannung zwischen den Punkten x3 und x2. Legen wir einen Punkt ins Unendliche (im
Halbleiter), dann ist U1-2 einfach das elektrische Potential V beim anderen Punkt, der nattirlich auf der Oberflache
liegt.

Wir missen also die Banddiagramme lokal um den Betrag — g - V verschieben; wir missen die Bander verbiegen —
auch das hatten wir schon.

’ Wir schauen uns mal an, was wir erhalten und diskutieren es dann.

Oherfl.

AE .EL

Volumen; n-Typ
£, QOO0 0000 00000 O =
Ep tf:EF
J/ﬂjm

—
x

’ Wir haben in Oberflachennéhe eine Bandverbiegung , dort mu3 ein elektrisches Feld vorhanden sein.

Da wir Gleichgewicht haben, ist die Konzentration der Elektronen und Locher tberall im wesentlichen durch den
Abstand der jeweiligen Bandkante von der Fermienergie gegeben; die Elektronenkonzentration nimmt
dementsprechend im Bereich der Bandverbiegung sehr schnell ab.

Die Bandverbiegung zeigt graphisch unmittelbar, direkt, und quantitativ richtig die Hohe der Energiebarriere, die ein
Elektron bewaltigen mufd um zur Oberflache zu gelangen. Sie zeigt es auch fur den Riuckweg.

Angedeutet ist weiterhin, da dynamisches Gleichgewicht vorliegt. Einigen Elektronen pro Zeiteinheit wird der
Sprung Uber die Barriere gelingen; wir erwarten einen zeitlich konstanten Elektronenstrom (und damit auch einen
elektrischen Strom), der vom Volumen zur Oberflache fliel3t. Aber wir werden einen genau gleichgroRen Strom
haben, der von der Oberflache ins Volumen flie3t - der Nettostrom ist = O.

Bei den Lochern passiert vorzeichengedreht dasselbe. Es spielt hier aber keine grof3e Rolle, weil wir in diesem
Beispiel nur wenige Locher haben.

’ Zu einem elektrischen Feld gehdrt immer ein Potentialunterschied; schlieBlich ist ein elektrisches Feld schlicht der
Gradient eines Potentials.

Beim Kontakt Volumen - Oberflache entwickelt sich also ein Kontaktpotential oder eine Kontaktspannung, die
direkt durch die Differenz der Fermienergieen (dividiert durch Elementarladung) gegeben ist.

Das gilt, wir ahnen es, im Prinzip fir jeden Kontakt. Jetzt drangt sich (hoffentlich) die Frage auf: Kann man diese
Kontaktspannung messen? Indem man die zwei Tastspitzen eines Voltmeters an die beiden Enden halt?

Die Antwort kann nur sein: Nein!!! Denn wenn das Voltmeter ausschlagen wirde, kdnnte man auch elektrische
Leistung entnehmen, und dann hatten wir ein Perpetuum mobile!

’ Wir wirden schon deshalb keine Spannung messen, weil an der Oberflache am anderen Ende natirlich genau dieselbe
Kontaktspannung ensteht, die Differenz der Potentiale zwischen den Oberflachen ist dann Null.

Aber man kann sich leicht Falle ausdenken, bei denen das nicht so klar ist. Wenn man nicht einfach blind dem
ersten Haupsatz der Thermodynamik trauen will ("Es gibt kein Perpetuum mobile"), ist es gar nicht so einfach zu
verstehen, warum man eine Kontaktspannung nicht so einfach messen kann. Mehr dazu im Link .

’ Was wir aul3erdem erkennen ist, dass jede Ladung auf der Oberflache, die dasselbe Vorzeichen hat wie die Ladung der

Majoritaten, diese "nach innen" driickt. Dabei ist es egal, wie genau die Ladung auf die Oberflache gekommen ist.
Wenn wir z. B. Elektronen auf die Oberflache bringen, indem wir sie mit dem negativen Pol einer Spannungsquelle
verbinden, passiert exakt dasselbe. Falls wir die Elektronen der Spannungsquelle daran hindern mussen ins
Silizium hineinzuflie3en, machen wir einfach eine "unendlich diinne" isolierende Schicht dazwischen.
Wir kénnen damit die Konzentration der Majoritaten nmgaj direkt unter der Oberflache verkleinern. Damit erh6hen wir
aber automatisch die Konzentration der Minoritaten npin, denn es gilt das Massenwirkungsgesetz
)

N Maj-NMin = N~
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Mit List und Tucke kénnen wir das so weit treiben, dass in einem diinnen Bereich unter der Oberflache sogar
NMin > NMaj gilt; wir haben unser Si dann in die Inversion getrieben (und den MOS Transistor erfunden).

’ Vielleicht hat es nicht jede/jeder gemerkt: Wir haben uns damit ein fundamentales Rezept erarbeitet, um das
Banddiagramm beliebiger Ubergénge im Gleichgewicht kostruieren zu kénnen!

1. Zeichne die Fermienenergie als horizontale Linie; markiere den Kontakt.

Zeichne "weit" links vom Kontakt das Banddiagramm von Material 1; weit rechts das von Material

2. . . . . .
2; immer relativ zu der bereits festgelegten Fermienergie.

3. Verbinde Leitungs- und Valenzband durch eine "gefuhlsmaRig" gezeichnete Bandverbiegung.

Das klappt immer! Und da wir unser "Gefuhl" jetzt ganz schnell kréftig scharfen werden; wird die Bandverbiegung gar
nicht so falsch werden.

’ So weit so gut. Aber zwei Fragen mif3ten sich jetzt aufdrangen:
1. Was bestimmt, wie tief das elektrische Feld ins Volumen eindringt; also die Ausdehnung der Bandverbiegung?
2. Was bestimmt die Form der Bandverbiegung - warum ist sie gekrimmt und nicht z.B. linear gezeichnet?

’ Die eine oder der anderen hat vielleicht sogar noch ein paar weitere Fragen. Wenn nicht jetzt, dann spéater. Die
Antworten darauf finden sich - je nachdem - im Link.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.3.2
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9.3.3 Bandverbiegung und Raumladungszone

Die einfache Sichtweise

’ Um die genaue Form der Bandverbiegung berechnen zu kénnen, tun wir gut daran, uns die Situation ausnahmsweise
mal nicht im Banddiagramm, sondern im gewdhnlichen Ortsraum anzuschauen.

Berechnen heil3t, die Poissongleichung, in der die Ladungsdichte mit dem elektrischen Potential verknupft wird, fur
den betrachteten Fall zu I6sen.

Dazu mussen wir erstmal wissen, wo sich die diversen Ladungen befinden.

pos. gdadener Donator
@ Elektron \
O Lo Elektr. Feld |

o9

@

O<<>>oo Qe © 006 %Dg
ol em O OB e
0 G 80, O=BBc0e

’ Die beweglichen Elektronen sind in Oberflachennahe zuriickgedréangt (soweit die Bandverbiegung eben reicht), die
wenigen Locher kénnen wir vergessen — aber was immer bleibt, sind die ortsfesten Dotieratome, in unserem Fall
positiv geladene Donatoren.

Offenbar sind diese ortsfesten positiven Ladungen die Partner der in die Oberflache gewanderten ehemaligen
Volumenelektronen: Von ihnen gehen die Feldlinien aus, die auf den negativen Ladungen der Oberflache enden.

Im Bereich der Bandverbiegung haben wir also noch eine feste, zeitlich unveranderliche Verteilung von Ladungen im
Raum, wir nennen das ganz Gebilde von nun an Raumladungszone RLZ (engl. Space Charge Region, SCR).
Die Raumladungszone ist ein fundamentaler Begriff der Halbleitertechnologie, der in den elementaren Wortschatz
gehort.

’ Die Ausdehnung oder Breite dr|z der Raumladungszone (=Ausdehnung der Bandverbiegung) ist also letztlich dadurch
bestimmt, wie weit man ins Innere des Materials gehen muf3, bis man geniigend positive geladenen Donatorionen
gefunden hat, um die negativen Oberflachenladungen zu kompensieren.

Es ist also jetzt schon klar, daf3 in nur leicht dotierten Halbleitern (=wenig Dotieratome) die Raumladungszone
breiter sein muf3, als in stark dotierten.

’ Die Ausdehnung oder Breite drLz der Raumladungszone laf3t sich auf zwei Arten berechen

1. Wir l6sen die zugehdrige Poisson-Gleichung . Das werden wir auch — aber noch nicht sofort.

2. Wir denken scharf nach und greifen auf etwas zurilick, das wir bereits kennen. Das werden wir als erstes
versuchen.

’ Was wir bereits kennen, ist ein Plattenkondensator: Zwei Platten mit der Flache F im Abstand d enthalten die Ladung
+Q); dazwischen ist noch ein nichtleitendes Material mit der Dielektrizitatskonstaten € . Der Kondensator hat die
Kapazitat C, gegeben durch

€Er-€o-F

Dabei ist €g die dielektrische Suszeptibilitdt des Vakuums. Zwischen den Platten ist dann ein elektrisches Feld
E=-dU/ dx; U ist die anliegende Spannung

’ ?7?? Was nutzt das? Nun ja — das Bild oben zeigt bei genauer Betrachtung eine Anordnung, die ziemlich viel
Ahnlichkeiten mit einem Plattenkondensator aufweist.

* Rechts ist negative Ladung auf einer diinnen "Platte".

* Links ist positive Ladung; allerdings nicht auf einer Platte, sondern "verschmiert". Das entpricht einer
"Verschmierung" des Abstands d der Platten zwischen d = 0 und d = dr|z; eine Platte ist sozusagen aus
Wellblech.

e Zwischen den "Platten” ist ein Material, das nur sehr schlecht leitet — denn in der RLZ gibt es kaum freie
Ladungstrager.

* Im Material zwischen den "Platten" ist ein elektrisches Feld.

Mit ein biRchen Nachdenken erkennt man also: Eine Raumladungszone ist einem Kondensator nicht nur ahnlich —
sie ist ein Kondensator, oder allgemeiner gesagt, sie hat eine in Farad mel3bare Kapazitat.
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’ Das einzige Problem ist der "verschmierte" Plattenabstand. Wir trauen uns einfach mal und beschlieRen: In so einem
Fall nehmen wir einfach einen mittleren Plattenabstand <d>= %2 - drLz.

Fir die Kapazitat unseres RLZ-Kondensators haben wir jetzt zwei Gleichungen:

2-€si-€p-F
CRLz = ——————
drLz
Q Q e (Np-F-drL?) €2 (Np-F - drL2)
CRLz = — = —— = =
Uk AEF/e AEF/e AEF

’ Die 1. Gleichung ist klar, die 2. bis nach dem ersten Gleichheitszeichen auch. Was danach kommt, muf vielleicht
erklart werden:

’ 1. Wir kennen die an unserem Raumladungskondensator anliegende Spannung U, hier genauer mit
Uk = Kontaktspannung bezeichnet.

Denn die Spannung zwischen zwei Punkten ist die Differenz des elektrostatischen Potentials der beiden Punkte,
und damit der Unterschied in der elektrostastischen Energie dividiert durch die Ladung (= e in unserem Fall).

Der Unterschied in der elektrostastischen Energie ist aber gerade der Unterschied der Fermienergien vor dem
Kontakt (= AEF ), denn genau um diesen Betrag haben wir ja die Energieachsen verschoben. Damit gilt U x = AEF/
e.

’ 2. Wieviele Ladungen Q haben wir auf unseren "Platten"?

Von den negativen Ladung auf der Oberflache wissen wir es nicht, aber von den positiven Ladungen in der
Raumladungszone wissen wir es schon: Es sind genau so viele Elementarladungen, wie wir ionisierte Dotieratome
in der RLZ haben.

Falls alle Dotieratome ionisiert sind (wovon wir jetzt ja immer ausgehen), braucht man also nur die Dichte N p mit
dem Volumen F - drLz der Raumladungszone zu multiplizieren, um die Zahl der in der RLZ enthaltenen ionisierten
Dotieratome zu erhalten; damit es eine Ladung wird muf3 noch mit e multipliziert werden.

’ Was wir jetzt im Kasten oben haben sind 2 Gleichungen fiur die 2 Unbekannten CrLzund d gLz .

Die LOsung ist beliebig einfach, wir erhalten

2-€r-€0-AEF ) 15

drrz
ez ‘Np

2-€r-€p-€2-Np | 1

CrLz/F =
AEF

’ Das war nicht so schwer! Und wir haben eine relativ einfache Formel fir die Weite der RLZ erhalten.
Wie vorhergesagt, nimmt drLz zu, wenn die Dotierkonzentration abnimmt — mit (1/ND)1/2, um genau zu sein.
Weiterhin nimmt drLz zu, wenn die Differenz der Fermienergien gro3er wird — auch das ist klar.

’ Allerdings stehen zwei Fragen im Raum. Erst die einfachere der beiden:

Frage 1: Stimmt das tUberhaupt? Immerhin haben wir aus der RLZ nur durch Tricksen einen Plattenkondensator
machen kdnnen. Oder anders herum gefragt: Wie gut ist die Gleichsetzung des "mittleren" Abstands der
Kondensatorplatten mit der halben RLZ-Weite?

Antwort: Die Formel stimmt exakt! Das weil3 "man" (und wir gleich auch), aus der Lésung der Poissongleichung fir
diesen Fall — wir erhalten namlich das gleiche Ergebnis.

Frage 2: Was ist denn die Dielektrizitatskonstante €, von Si? Si ist ja schlie3lich ein Halbleiter und kein
Dielektrikum?

Antwort: Jedem Material kann man eine Dielektrizitatskonstante zuschreiben — es ist nur nicht immer sinnvoll, es in
einen Kondensator zu stecken. Wir haben das auch schon mal angesprochen.

’ Wir wollen uns das Leben aber nicht unnétig schwer machen, sondern uns zwei Méglichkeiten zur eindeutigen Messung
der Dielektrizitatskonstante eines beliebigen Halbleiters tiberlegen:
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1. Wir stecken das Material bei T = 0 K in den Plattenkondensator. Dann flie3t garantiert kein Strom, da alle
Halbleiter jetzt Isolatoren sind. Die Dielektrizitatskonstante ist eindeutig mef3bar; selbst wenn wir ein bi3chen
aufwarmen, sollte es noch klappen; wir miissen nur zur Auswertung der Messung dem "reinen" Kondensator den
durch die beginnende Leitfahigkeit gebildeten Widerstand parallel schalten und entsprechend beriicksichtigen.

2. Wir erinneren uns, daf alle Halbleiter flr Licht mit hv < Eg vollstandig durchsichtig sind — und dann einen
Brechungsindex nopt haben, der (wie wir wissen sollten) durch folgende Gleichung gegeben wird:

1/2
Nopt = | €Halbleiter

Der Brechungsindex ist also nur eine etwas andere Form der (frequenzabhéangigen) Dielektrizitdtskonstante.
Spéatestens damit [&R3t sich unser gesuchtes €, auch bei hohen Temperaturen bestimmen.

’ Was wir finden werden, ist, daf3 Halbleiter typischerweise relativ gro3e Dielektrizitdtskonstanten haben — sie liegen
irgendwo zwischen 10 . . . 20.

Damit haben wir eigentlich die Raumladungszone — ihr Zustandekommen und ihre Ausdehnung — schon ziemlich
gut verstanden. Was noch fehlt, ist die formale Berechnung und die genaue Form der Bandverbiegung.

Jetzt mufd eben doch die Poisson-Gleichung geldst werden.

Die formale Sichtweise

’ Die Poisson-Gleichung verkoppelt Ladungsdichten p(x, y, z) und das elektrostatische Potential V(X, y, z), sie lautet

p
Av = - —
€€

A ist der Laplace-Operator; A = 02/0x2 + 02/0y2 + 02/0Z2 ; p(x, y, z) ist die lokale Ladungsdichte; immer als
(vorzeichenrichtige) Summe von positiven und negativen Ladungen im Volumenelement dV bei (X, y, z) zu nehmen.

Fur gegebenes p(x, y, z) erhdlt man durch zweimalige Integration der Differentialgleichung das elektrostatische
Potential, einmalige Integration (oder Differentiation des Potentials) liefert die elektrische Feldstarke

Ex,y,2) = - Vv, vy, 2)

’ Das ist fiir unseren eindimensionalen Fall eine einfache Ubung — so einfach, daR wir es in einer Ubungsaufgabe
machen. Der Link fuhrt dabei auf eine passende Aufgabe in einem anderen Skript.

Ubung 9.3-1

Lésung der Poissongleichung

’ Hier schauen wir uns nur an, wie die Lésung prinzipiell aussehen muf3;

Wir haben in der RLZ eine konstante Ladungsdichte p(x, y, z) = Np; das ist
durch das hellblaue Rechteck angedeutet. Au3erhalb der RLZ ist sie (im
Halbleiter) = 0.

Die negativen Ladungen auf der Oberflache bilden eine Art Delta-Funktion
(grin angedeutet); wir brauchen sie hier aber erstmal nicht zu
berticksichtigen.

E®|
.

Naturlich wird die Ladungsdichteverteilung nicht streng rechteckig sein
sondern, wie angedeutet, eine weiche Flanke haben. Aber auch das U
ignorieren wir erstmal, da es nur minimalen Einfluf3 auf die L6sungen nimmt. AEge

’ Zu lésen ist also die eindimensionale Differentialgleichung fir eine
Ladungskonzentration Np zwischen x = 0 und x = drLz. « .
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Dazu mussen wir nur zweimal integrieren. Die erste Integration liefert die
Feldstéarke; wir erhalten eine Gerade — wie mit der roten Kurve qualitativ
angedeutet. Fiir die quantitativen Parameter miissen wir die Ubungsaufgabe
machen.

Die zweite Integration liefert das elektrostatische Potential oder die
Kontaktspannung , falls wir das linke Ende auf Uk = 0 setzen. Wir erhalten
eine Parabel. Damit wére die Form der Bandverbiegung jetzt auch klar.

’ Zur quantitativen Berechnung braucht man zwei Randbedigungen.

Eine davon ist auch unmittelbar klar: Die gesamte Potentialdifferenz mu3 AEg/e sein, denn das ist die
Potentialverschiebung, die bei Gleichgewicht vorliegen muR. Uber die zweite denken wir selbst ein biRchen nach —
auch sie ist in der Zeichnung enthalten.

Die Breite der Raumladungszone ergibt sich letztlich aus den Randbedingungen. Qualitativ ist im rechten Bild zwar
alles klar, aber um obige Formel zu erhalten, muf3 man jetzt halt rechnen.

’ Wie versprochen, haben wir aus unserem etwas seltsamen Kontakt von Volumen und Oberflache eine ganze Menge
Honig gesaugt. Aber es ist noch mehr davon da!

Und darauf wollen wir schnell noch einen kurzen Blick werfen.

Volumen-Oberflachen-Kontakt mit zusatzlicher externer Spannung

’ Was passiert, wenn wir sowohl das Volumen als auch die Oberflache mit einem ohmschem Kontakt versehen und dann
eine aullere Spannung Uext anlegen?

Wie wir das tun, d.h. wie wir Volumen und Oberflache kontaktieren, missen wir beim Gedankenversuch nicht
wissen. Um die Lage einfach zu machen, erden wir das Volumen (d.h. wir definieren V| = 0), so daf3 nur an der
Oberflache die zusatzliche Spannung +Uext anliegt. Mit dem + Zeichen soll angedeutet werden, dal man die
gesamte Spannung vergréf3ern oder verkleinern kann — je nach Vorzeichen der angelegten externen Spannung.

Je nach Vorzeichen der Spannung muf3 das Vorzeichen des Potentials gewahlt werden. Man kann die
Konventionen auswendig lernen, oder man kann sich schlicht daran halten, dass pos. Spannung die Elektronen
"anzieht", d.h. das Potential senkt. Das bedeutet, dal® man in den nachfolgenden Formeln nur das Minuszeichen
braucht, falls man U mit Vorzeichen einsetzt; eine negative Spannung fuhrt dann zum +.

Damit haben wir aber auch die zusétzliche elektrostatische Energie —eUext fiir die Elektronen. Und was das
bedeutet, wissen wir schon:

’ Wir mussen das Banddiagramm der Oberflache lokal um den Betrag —eUext verschieben; dazu missen wir die Bander
zusatzlich verbiegen.

Solange kein Strom flief3t, ist alles wie gehabt, wir miissen nur die externe Spannung Uext zur Kontaktspannung
Uk = —AEfg/e addieren, um die gesamte am Kontakt anliegende Spannung U zu erhalten:

AEF
U = — —Uext
—e

Je nach Vorzeichen von U wird also die insgesamt anliegende Spannung vergré3ert oder verkleinert.

’ Alle Formeln kdnnen beibehalten werden, wir missen nur Uk durch U ersetzen und erhalten
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2-€gi- €0 (AEF —eUext) | 1

drLz
e2 - Np

2-€5i-€0-eZ-ND 1%

CrLz /F

AEF — eUext

Das ist schon mal nicht schlecht! Wir kdnnten einen abstimmbaren Kondensator bauen! Durch die Grol3e der
anliegenden Gleichspannung kann man die Kapazitéat des Kontakts dndern und dann das Wechselspannungsverhalten
gezielt einstellen, z.B. die Resonanzfrequenz eines Schwingkreises.

Aber halt! Leider nur im Gedankenversuch! Wir wollen aber nicht nur gedanklich Radio héren und Fernsehen
gucken, sondern real. Dazu mussen wir dann aber in den nachsten Unterkapiteln reale Kontakte machen.

’ Es bleibt noch mindestens eine Frage, die sich jetzt wieder mit Macht aufdrangen muifite:
Kann man die Kontaktspannung Uk messen — im Gedankenversuch natirlich! Wird ein Voltmeter an unseren ja
bereits vorhandenen Kontakten eine Spannung anzeigen?

Noch harter gefragt: Kann man mit der Kontaktspannung einen Strom durch einen externen Widerstand treiben?
Dann hatten wir ein Perpetuum mobile!

’ Damit ist die Antwort auf obige Fragen klar: Nein und nochmals nein!
Nur: Warum die Antwort nein sein mul3, ohne den 1. Haupsatz zu bemihen, ist nicht so recht klar.

Die Antwort findet sich for Wagemutige in einem Extra-Modul. Aber erst selbst nachdenken! Hinweis: Man kann
Gedankenversuche auch tberstrapazieren.

’ Wir wollen aber an dieser Stelle jetzt nicht mehr tiefer in die Materie eindringen, sondern dies bei realen Kontakten tun,
die wir tatséchlich herstellen kénnen, nicht nur im Gedankenversuch.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.3.3
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9.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 9.3: Raumladungszonen und Kontakte

’ Kontakte oder "junctions" machen Bauelemente.

Es gibt kein Halbleiterbauelement ohne Halbleiter-Metall Kontakt und
so gut wie keines ohne "pn-Kontakt".

Kontakte bei Halbleiterbauelementen macht man nicht durch
"kontaktieren” im Sinne von "Zusammendricken" sondern durch
(extrem trickreiche) Halbleitertechnologie.

Ein pn-Ubergang liegt vor an der Stelle, an der die Akzeptor- und
Donatorkonzentration gleich grof3 ist.

"Ohmsche Kontakte", die man immer braucht, sind idealerweise
eigenschaftslos, d. h. sie lassen bei jeder Spannung und Polaritat den
vollen Strom durch. Sie sind aber oft recht schwer zu machen.

’ Links und rechts von einem Ubergang kénnen vor Kontakt unterschiedliche
Fermienergien vorliegen.

> Es gibt unterschiedliche Ladungstragerkonzentrationen.

n-T
> Es gibt unterschiedliche Zustande in der Energieliicke bei "homo"- . N

Kontakten wie dem pn-Ubergang im Si. Er
Beispiel: "Kontakt" Simit der Oberflache des Si-Kristalls. Vor Kontakt

’ Es ist extrem wichtig, das Bild =zu verrstehen! = o

Vor Kontakt: "Irgendwie" verschiedene Si-Varianten = verschiedene e
Zustande in der Energielicke = verschiedene Fermienergien. n-Typ

In der (Pico)sekunde nach (gedachtem) Kontakt flieRen Elektronen auf b OOOOOOOOOOOOOE Ey
Beim Kontakt

jetzt verfligbare Zustande mit niedrigerer Energie (im Beispiel nach
rechts zu den Oberflachenzustanden); Locher laufen auf neu verfigbare Ey
(mit Elektronen besetzte) Platze mit héherer Energie. Rlim n——

In der Nahe des Kontakts herrscht keine Ladungsneutralititdt mehr. Im r
Beispiel ladt die Oberflache sich negativ auf durch den Zustrom von Oberfl.
Elektronen, die jetzt aber auf der Oberflache lokalisiert sind. I ‘//ln

Im Volumen nahe der Oberflache bleiben die ortsfesten positiv

ggladenen Donatoratome zuriick; sie bilden eine Raumladung mit der Gleichgewicht 5
Dichte N*pgn. N :

Dadurch entsteht ein elektrisches Feld, das die zur Oberflache o
strebenden Elektronen zurlcktreibt.

Oberfl

=l

Die rechte Seite des Banddiagramms geht deshalb energetisch "hoch",
es entsteht eine Bandverbiegung.

’ Entscheidend ist das Banddiagramm fir Gleichgewicht. Einige Definitionen
dazu, die alle im Grunde dasselbe sagen: & Vollstandig &quivalente
Formulierungen

Damit Rezept fur

Gleichgewichtliegt vor, sobald es genausoviel Energie kostet gegen das Banddiagramm-
Feld anzulaufen, wie man durch "Tieferfallen" an der Oberflache Erstellu ng:
gewinnen kann. )

Zeichne die Fermienenergie
1. als horizontale Linie;
Gleichgewicht liegt vor, sobald energetisch nichts mehr zu gewinnen ist. markiere den Ubergang.
> Die Fermienergie ist Uberall dieselbe.

Zeichne "weit" links davon
das Banddiagramm von
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Gleichgewicht liegt vor, sobald der nach rechts flie3ende
Elektronenstrom genau so grof3 ist wie der zurtckflieBende Strom.

Strome flieRen, weil es fiir Elektronen auf beiden Seiten eine
Wahrscheinlichkeit exp(—AE/KT) gibt, die Energiebarriere AE zur
jeweils anderen Seite zu Uberwinden.

’ Eine Darstellung im Ortsraum verdeutlicht das Konzept der
Raumladungszone.

Es gibt "Ladungen im Raum", da die ionisierten Dotieratome nicht
beweglich sind und "ihre" Ladungsgtrager jetzt woanders sind.
Das elektrische Feld beginnt und endet auf den jetzt separierten
Ladungen.

Wir haben unvermeidlich einen geladenen Kondensator mit der
Kapazitat CrL z.

’ Die Weite dr|z der Raumladungszone (RLZ oder "SCR" fur "space charge
region") ergibt sich sofort aus dem Kondensatormodell:

Wir haben Flache F und (mittleren) Abstand der
"Kondensatorplatten” = %2dRrLz

Der Potentialunterschied in Volt = anliegende Spannung ist AEF/e

Die Ladung auf den Platten ist gleich der Zahl der ionisieten
Dotieratome = gleich Dichte mal Volumen = Np - V der positiv
geladenen Donatorionen im VolumenV = F - drLz.

Aus den beiden Gleichungen fur die Unbekannten dr.z und Cr 7 folgt
sofort die Weite der RLZ >

’ Legt man zusétzlich zu der "eingebauten” Spannung oder
Kontaktspannung AEfg/e noch ein externe Spannung Uext an, muf die
Gesamtspannung U in die Formel eingesetzt werden.

(Auf Vorzeichen aufpassen!)

Falls jetzt Strom flief3t, haben wir kein Gleichgewicht mehr!

Falls kein (oder nur vernachlassigbarer kleiner) Strom flief3t, haben
wir jetzt =
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Material L, welt recnts das
von Material 2;

immer relativ zu der bereits
festgelegten Fermienergie.

Verbinde Leitungs- und
Valenzband

3. durch eine "gefuhlsmagig"
gezeichnete
Bandverbiegung.

pos. gdadenar Donator
O Elelctron X
O Lo Elektr. Feld ]

Ce8 O
TN =

CrRLz = —
Uk AEF/e

e2-(Np- F-drL2)

AEF

2-€r-€0- AEF 1

drLz =
AE F
u-= + Uext
—e
2 €sj €0 (AEF + eUext) |14
drLz =
CRLZ ( 2esie0e2Np |1
E AEF + eUext




’ Formal-mathematisch wird die Poisson-Gleichung geldst (Grundgleichung
der Elektrostatik).

Die Poisson-Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen
i i &)
Ladungsdichte p , elektr. Feld E und elektr. Potential V. e >
Wahves
P Px)
AV(Xv Y, Z) = - ) Mz Oper-
€€p " ' laimen
VVvix,y,z2 = - EXVY,2)
s
A
¥ Lésungsweg eindimensional: i
Ladungsdichte p = Npot in drLz = const.
Feld E = einmal integrieren = Gerade. Randbedingung: +
E(x =dscr) =0 Vicm

Potential V = zweimal integrieren = Parabel. Randbedingung
V(dscr) = 0 eV; Potentialdifferenz = AEg/e
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9.4 Der pn-Ubergang
9.4.1 Grundsaétzliches

Das Banddiagramm im Gleichgewicht

’ Der pn-Kontakt oder pn-Ubergang ist ein Kontakt zwischen einem p- und einem n-dotierten Halbleiter derselben
Sorte.

Also ein Kontakt p-Si/n-Si oder p-GaAs/n-GaAs , nicht jedoch z.B. ein Kontakt p-Si/n-GaAs — das gibt es auch,
wir nennen es aber einen Heteroilibergang.

Und das ist gut so! Heteroiibergéange sind namlich schwierig, und pn-Ubergénge sind einfach — vergleichsweise
jedenfalls.

’ Wenn man Uberlegt, was uns das 20. Jahrhundert so alles beschert hat, wird der Transistor (und damit der pn-

Ubergang) als "Paradigma" in jeder Liste ziemlich weit vorne stehen — beim Kiihlschrank, der Atombombe, dem
Flugzeug, der Antibabypille, dem Automobil und den Antibiotika.

Damit verbunden sind die Namen John Bardeen (1908-1991), Walter Brattain (1902-1987) und William Shockley
(1910-1979); alles Physik-Nobelpreistrager; einer sogar ein zweifacher (welcher wohl und warum?).

’ Wir benutzen jetzt einfach unser Rezept zur Konstruktion beliebiger Kontakte und konstruieren uns das Banddiagramm
eines pn-Ubergangs:

’ 1. Zeichne die Fermienenergie als horizontale Linie; markiere den
Kontakt.

Ep

XK

’ 2. Zeichne "weit" links vom Kontakt das schematische
E Banddiagramm von Material 1 und weit rechts das von Material 2 —
t ® immer relativ zu der zuvor festgelegten Fermienergie.
. 000000
" peE=EE Links ist hier also p-Si, rechts ist n-Si. Die Dotierung links
— und rechts ist ahnlich, angedeutet durch gleich viele
»x Majoritatsladungstréger.
’ 3. Verbinde Leitungs- und Valenzband durch eine "gefluihlsmafig”
E dp1z gezeichnete Bandverbiegung.
A o+
@ irll Die Elektronen und Lécher sind beweglich, sie kdnnen jetzt
m im Prinzip von einer Seite zur anderen flieBen (nicht jedoch
] e die ortsfesten geladenen Dotieratome). Sie tun das auch —
Nr unser "Rezept" beruht ja gerade darauf, daf? sich Ladungen
i¥() verschieben.
" i Aber auch nachdem die notwendigen Verschiebungen
(Hinweis: In dieser Abbildung stattgefunden haben, werden Elektronen und Lécher noch von
sind die Teilstrome noch einer Seite zur anderen flieRen — sie diffundieren schlie3lich
englisch beschriftet: ;.iellos durch die Gegend und "wissen" nichts von einem pn-
Diffusionsstrom = forward Ubergang; sie spuren nur das damit verbundene elektrische
current jg, Feldstrom = reverse Feld.
current jr) Es flieRBen als standig Strome. Das ist im Bild schon
bertcksichtigt; wir haben Strompfeile eingemalt, die andeuten

sollen, daf3 es sich um ein dynamisches Gleichgewicht
handelt, wie schon besprochen. Auch die Weite der
Raumladungsgzone (= Bereich der Bandverbiegung) ist
angegeben.
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’ Soweit das Rezept. Wir haben damit relativ schmerzlos das Banddiagramm eines pn-Ubergangs konstruiert. Aber was
ist denn eigentlich physikalisch passiert? Welche Ladungen sind in der Raumladungszone? Wie soll man sich das
Ganze vorstellen?

Nun — genauso wie beim Kontakt zwischen Volumen und Oberflache, nur daf3 die vielen Elektronen des n-Si jetzt
Uberall im p-Si viele freie, energetisch tiefer liegende Platze finden, nicht mehr nur in einer diinnen Schicht wie
zuvor. Fir die Locher des p-Si ist es genau umgekehrt.

Die Mdglichkeit, durch Besetzung der energetisch tiefer liegenden Platze Energie zu gewinnnen, ist also genauso
da wie beim Oberflachen-Volumen Kontakt, und das kann man als treibende Kraft fiir das Eindringen der jeweiligen
Majoritatsladungstrager in die andere Si-Hélfte betrachten.

’ DalR im Bereich der Raumladungszone keine (als Symbol flir sehr wenige) Elektronen und Lécher eingezeichnet sind,
hat zwei Grunde:

1. Die Fermienergie ist weiter weg von den Bandkanten, damit geht die Gleichgewichtskonzentration
exponentiell runter und erreicht etwa in der Mitte den (kleinen) Wert n;.

2. Majoritatsladungstrager, die von weiter weg in die RLZ hineinwandern, werden durch das grof3e elektrische
Feld schnell wieder hinausgepiilt — das ist der eingezeichnete Strom!

’ Wir kdnnen die Situation aber auch ein biRchen weniger pauschal und ein bifichen mehr aus Sicht der Ladungstrager
betrachten. Das ist sehr nitzlich zum tieferen Verstandnis und fur spatere Berechnungen.

Dazu mussen wir und klar machen, dal3 Elektronen und Locher ziemlich beschrankt sind — sie wissen nichts von
Konzentrationen und Konzentrationsgradienten, von freier Enthalpie und Platzen niedrigerer Energie, von ihrer
Sterblichkeit via Lebensdauer oder wie, wann, wo und weshalb sie generiert wurden — es ist also ein biRchen so wie
bei Erstsemestern oder Geisteswissenschatftlern.

Ein Elektron (und ein Loch genauso) lauft nur ziemlich stur durch den Kristall und sto6i3t sich mit dieser und jenem.
Falls diese oder jener gerade paldt, rekombiniert es mit ihm. Ansonsten spiirt es allenfalls noch vorhandene
elektrische Felder, die in seiner Bewegung wie Bergauf- oder Bergab-Situationen wirken.

’ Warum dann der Drang zu den energetisch tieferen Platzen?

Einfach: Weil dort beim pn-Uberagng weniger Kollegen sind. Und jede Zufallsbewegung produziert nun mal ganz
automatisch einen Diffusionsstrom in Richtung der kleineren Konzentration, obwohl jedes Teilchen fur sich vollig
"random” lauft. Das haben wir uns ausfihrlich angesehen!

Kollektivphdnome sind eben nicht nur bei Menschen, sondern auch bei Teilchen oft nicht aus dem Verhalten
einzelner Mitglieder einer Gruppe unmittelbar zu erkennen. Und auch bei Ladungstragern mufd man genau darauf
achten, ob man die Einzelganger oder das Kollektiv betrachtet.

’ Es ist also nur der Konzentrationsgradient, der die Elektronen ins p-Gebiet (und die Lécher ins n-Gebiet) treibt. Hatten
wir neutrale Atome, also ein typisches Diffusionsproblem, wére nach einiger Zeit die Konzentration ausgeglichen und
héatte Uberall denselben Wert. Bei unseren geladenen Teilchen verhindern dies aber zwei Faktoren:

1. Falls sich ein Elektron ins p-Si begibt, gibt es dort keine Ladungskompensation fur die zusétzliche negative
Ladung, denn positiv geladene Donatoren gibt es im p-Si eben nicht. Zwar haben wir viele positiv geladene Lécher,
aber die sind bereits mit den negativ geladenen Akzeptoren austariert und kénnen keine Zusatzladungen
kompensieren.

Wir haben jetzt zuviel negative Ladungen im p-Si und, wegen der Symmetrie mit den Léchern, zuviel positive
Ladungen im n-Si . Wiederum verschieben sich die Potentiale, und wir bauen ein elektrisches Feld auf. Die
Diffusion erfolgt jetzt "bergauf", irgendwann kame sie zum Stillstand.

2. Die ins p-Si gewanderten Elektronen und die ins n-Si gewanderten Locher sind dort Minoritatsladungstrager, sie
addieren sich zu den bereits vorhandenen Minoritaten, die in der jeweiligen Gleichgewichtskonzentration vorliegen.

Wiederum gilt aber: Alle Ladungstrager sind gleich, sie werden also genau wie die bereits vorhandenen Minoritaten
nach Ablauf ihrer Lebensdauer T rekombinieren und weg sein — sie verschwinden einfach; der Berg wird flacher,
Nettodiffusion kann wieder stattfinden.

’ Selbstverstandlich wird sich jetzt ein Gleichgewicht einstellen, und es werden genauso viele Elektronen und Locher per
Diffusion nachgeliefert, wie per Rekombination verschwinden. Denn die Generationsrate, die uns sonst die Minoritaten
produziert, hat keinen Grund sich zu andern.

Der letzte Satz enthélt einen tiefen Gedanken, dem wir hier aber nicht weiter nachgehen wollen — wer tiefdenken
will, betétigt den Link.
Es flie3t also ein stéandiger Strom an Elektronen vom n-Si ins p-Si, und der muf3 — immer im Gleichgewicht — durch
einen entgegengesetzt gleichgroRen Strom kompensiert werden, soviel ist klar (denn sonst lage kein Gleichgewicht
vor).

’ Man konnte naturlich auch sagen: Was soll's — der Gesamtstrom ist = 0, das wissen wir; warum die ganze Philosophie

um gleichgrof3e Hin- und Rickstrome und so weiter?

Das ist zwar nicht falsch, aber genauso ungeschickt wie zu sagen: Solange sich mein Kontostand nicht &ndert,
findet kein Geldtransfer statt, es wird nichts eingezahlt und abgehoben. Das wére nicht nur in der Regel
nachweislich falsch, es ware auch eine kurzsichtige Denke; inbesondere, wenn Einzahlungen und Abhebungen
recht grof3 sind.
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Denn auch wenn sie sich im Gleichgewicht genau kompensieren — eine kleine Stérung, und die Effekte werden
sofort drastisch. Es ist schon besser, die Teilstrome immer im Auge zu behalten.

’ Das wird uns noch ausfiihrlich beschéftigen, jetzt wollen wir aber erst mal ein Ortsdiagramm des pn-Ubergangs
anschauen.

pos. geladener Donator e edadonor Alaener
OOEIPII\Tl‘un i D<>L l 2. gelad Alczept
Elektr. Feld och
0380608 A=A
SO0 <O < 0 ¥
PPNl O— o e P
SBOST <><>$t 0 &0
g & <o e__.o o S
® <:> b <:> <: <> 1 OO <:) <:> O &
N RLZ mit elekt. Felf

’ In Grunde ist alles wie gehabt — aber, wie schon gesagt, die Stréme werden uns noch ausfuhrlich beschéaftigen.

’ Um genauere Aussagen lber das Banddiagramm zu bekommen, miissen wir natirlich wieder die Poisson-Gleichung
I6sen. Qualitativ ist das wieder ganz einfach; es ist in einem eigenen Modul behandelt. Quantitativ bringt es gegeniiber
der alten Ubung nur mehr Rechenarbeit, aber nichts wirklich Neues. Was wir aber auch so mit groRer GewiRheit
vermuten kdnnen, ist:

Die Form wird sich wohl aus Parabeln zusammensetzen lassen. Aber das ist eigentlich ziemlich egal, denn die
Form einer Energiebarriere — und um eine solche handelt es sich ja — hat uns noch nie besonders interessiert.

Die Gesamtausdehnung drLz wird wohl wieder mit (1/N D)l/2 skalieren — nur fur die Dotierkonzentration Np, die ja
links und rechts verschieden sein kann, miissen wir wohl eine Art Mittelwert verwenden. So ist es; was
herauskommt, ist einfach

1 1 1 1
+
drrz = — 2-€si- €0 AEF - (— —)
e Na Np

’ Wie grof3 ist nun so eine Raumladungszone unter realistischen Umstanden? Nun — man kann's mit der Formel leicht
ausrechnen, man kann aber auch die lllustration anschauen.
Wir merken uns nur: Sie kann im Extremfall im 100 um oder auch nur 10 nm breit sein. Der typische Wert ist aber
um 1 pm.
’ Bevor wir uns jetzt den Strémen widmen, wollen wir aber noch schnell die Konzentrationen der Ladungstrager im
Gleichgewicht qualitativ anschauen.

Wir beginnen wieder mit dem fertigen Bild, und schauen ob wir per Bildbetrachtung eine sinnvolle Interpretation
hinbekommen.

Ign

F 3
Y

gz

N\

m,

Xk

Links gibt es viele Locher und wenige Elektronen; das ist eindeutig das p-dotierte Gebiet.

Rechts ist entsprechend das n-Gebiet. Da die Elektronenkonzentration im n-Gebiet hoher ist als die
Locherkonzentration im p-Gebiet, ist die n-Seite héher dotiert als die p-Seite; der pn-Ubergang ist also
asymmetrisch.

In der Raumladungszone gehen die Konzentrationen "irgendwie" vom hohen auf den niedrigen Wert. Unvermeidlich
werden sie sich aber in einem Punkt schneiden. Dieser Punkt ist mit "n;" markiert, also mit der intrinsischen
Ladungstragerkonzentration. Warum? Weil wir immer noch Gleichgewicht haben und damit das
Massenwirkungsgesetz immer gilt. Gleichheit von Elektronen- und Locherkonzentration kann damit nur bei n
vorliegen.

In der Raumladungszone sind immer noch alle Dotieratome vorhanden, aber nicht mehr durch eine entsprechende
Anzahl von Majoritatsladungstragern elektrisch neutralisiert.
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’ Im Grunde ergeben sich natirlich alle Konzentrationen aus dem Abstand der Fermienergie zu den jeweiligen Bandern;

der Abstand ergibt sich aus der Bandverbiegung, und diese aus der Lésung der Poisson-Gleichung — wer will, kann sich
ans Werk machen, mit oder ohne Naherungen, fur jede Temperatur.

Viel Spal3! Aber was wollen wir eigentlich ausrechnen? In erster Linie eigentlich die Strom-Spannungs-Kennlinie
eines pn-Ubergangs.

Das bekommen wir aber mit dieser Art von Rechnung gar nicht. Stromflu3 heif3t ndmlich Nichtgleichgewicht — wir
mussen erstmal wieder scharf nachdenken!

Das tun wir jetzt aber erst im n&chsten Unterkapitel.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.4.1
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9.4.2 Strome am pn-Ubergang im Gleichgewicht

Die Herkunft der Teilstrome

’ Im vorhergehenden Unterkapitel haben wir betont, daR tiber einen pn-Ubergang standig Strome flieRen, und daR wir in
der AuRenwelt davon nur nichts merken, weil sie sich gegenseitig aufheben.
Wir haben auch festgehalten, dal’ es genauso naiv (um nicht zu sagen: falsch ware) zu behaupten, daf3 dann eben
keine Stréme flieRen — wie es falsch ist zu behaupten, dalR bei unverandertem Kontostand keine Einzahlungen und
Abhebungen erfolgt sind.

Wir missen uns also die diversen Strome etwas genauer anschauen. Dazu betrachten wir nochmal das zustandige
Banddiagramm und geben dann den diversen Teilstromen erstmal Namen.

Betrachten wir erstmal die Elektronen im Leitungsband. Rechts ist das n-
Gebiet, und wir haben einen jp(L) genannten Elektronenstrom
eingezeichnet, der energetisch bergauf flief3t.

Das ist der durch den Konzentrationsgradienten der Elektronen getriebene

Strom, wir nennen ihn deshalb gerne auch Diffusionsstrom . Die E dis
"bergauf"-Situation ergibt sich, weil er "gegen" das elektrische Feld in der 4 - ;
RLZ des pn-Ubergangs flieBen muR. N
Die diesen Strom tragenden Elektronen finden sich nach ihrer " 000000
Bergaufwanderung als Minoritatsladungstrager im p-Gebiet wieder, wo sie N
noch eine Weile herumwandern (fir im Mittel T Sekunden, um genau zu )
sein) und dabei (im Mittel) eine Diffusionlange L weit kommen. Letztlich .
verschwinden sie durch Rekombination, deswegen nennt man den S . )
Diffusionsstrom auch gerne Rekombinationsstrom. Das ist aber nur ein (Hinwesis: In dieser Abbildung
anderer Name fur dieselbe Sache. sind die Teilstrome noch
In Kiirze sind wir ein bif3chen schlauer und wissen, dal3 dieser Strom der . engllsch besc_hnftet.
. . . . . Diffusionsstrom = forward

wesentliche Anteil an dem DurchlaBstrom einer aus einem pn-Ubergang . _

. . . . . current jr, Feldstrom = reverse
gefertigten Diode ist, und deswegen nennt man ihn auch im current jr )
Gleichgewicht so. (Ubrigens lautet seine englische Bezeichnung zwar R

forward current , aber das macht ihn nicht zu einem "Vorwartsstrom " —
man hiite sich vor direkten Ubertragungen aus dem Englischen! So heif3t
ein Lehrbuch auf englisch "textbook", aber ein "Textbuch" enthalt das
Libretto einer Oper.)

’ Welche Bezeichnung man benutzt, ist reine Geschmackssache. Unser Geschmack (der von dem von Prof. Foll
abweicht; J.-M. Wagner) tendiert zum Diffusionsstrom, abgekirzt j p(L), und diese Bezeichnung werden wir von nun an
beibehalten. (Darin unterscheidet sich dieses von den tbrigen Skripten; dort werden die quasi-englischen
Bezeichnungen verwendet.)

Das "L" deutet an, daf? wir Gber den aus dem Leitungsband kommenden Diffusionsstrom reden, d.h. einen
Elektronenstrom.

Fur die Locher gilt exakt dieselbe Uberlegung; man darf nur nicht vergessen, daR fiir Locher die Bergab-Bewegung
die energetisch schwierigere ist — sie wollen immer nach oben!

Den Locher-Diffusions - bzw. -Rekombinations- bzw. -Durchlal3strom kirzen wir mit jp(V) ab, denn damit ist klar,
daf3 er aus dem Valenzband stammit.

’ Den in die jeweils entgegengesetzte Richtung flieRenden Strom im Leitungs- und Valenzband haben wir bisher nicht
groRR beachtet. Das wird sich gleich andern, aber vorher wollen wir ihn benennen.

Die wenigen Elektronen und Locher, die von der p- oder n-Seite ins n- bzw. p-Gebiet flieBen, werden von dem
elektrischen Feld in der RLZ nicht behindert, sondern im Gegenteil beschleunigt — sie fliel3en energetisch bergab
bzw. bergauf. Deswegen heif3t dieser Strom auch Feldstrom.

Vergleichen wir die Situation mit der Bewegung von Elektronen"schwarmen" im elektrischen Feld, dann erkennen
wir (hoffentlich), daR das elektrische Feld des pn-Ubergangs den hier betrachteten Ladungstragern, die ansonsten
nur planlos durch den Gegend ziehen, eine Driftgeschwindigkeit verleiht — deswegen nennt man diesen Strom
auch Driftstrom .

Die Ladungstrager, die uns den Feld- oder Driftstrom liefern, sind in ihrer jeweiligen Ursprungsheimat die
Minoritatsladungstrager. Da wir Gleichgewicht haben, miissen alle Minoritaten, die auf ihrer (Zufalls-)Wanderung an
den Rand der RLZ kommen und dann unweigerlich den Berg hinunterfallen (bzw., falls es Locher sind: hinauffallen),
ersetzt werden. Das kann nur durch (thermische) Generation im Ursprungsgebiet erfolgen. Deswegen nennen wir
diesen Strom auch gerne Generationsstrom .
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SchlieBlich, falls wir konsequent sind, wird unser Feld- , Drift- oder Generationsstrom wohl auch der Sperrstrom
sein (engl. "reverse current"), schliellich brauchen wir einen Gegenpart zum Durchlal3strom, den wir bereits
eingefuhrt haben.
’ Welche Bezeichnung man benutzt, ist immer noch reine Geschmackssache. Unser Geschmack tendiert zum
"Feldstrom”, abgekiirzt jg(L) oder jr(V), je nachdem, ob wir das Leitungs- oder Valenzband betrachten; diese
Bezeichnung werden wir von nun an beibehalten.

’ Die eine oder andere bekommt jetzt vielleicht etwas Teilchensortierungsbauchweh.

Da behaupten wir gerade eben, dal3 uns durch den Sperrstrom Minoritdten abhanden kommen, die wir per
Generation ersetzen miissen — aber ein paar Zeilen weiter oben haben wir festgestellt, da’ wir zuviel Minoritaten
haben, weil der Diffusionsstrom standig welche liefert. Ja — wat denn nu?

Das ist keine Trivialfrage. Wir transmutieren sie mal in ein bekannteres Terrain: Verringern standige Abhebungen
nun den Kontostand, oder tun sie es nicht, falls vollig unabhéngig auch Einzahlungen erfolgen?

In der richtigen Wissenschaft muf3 man sehr sorgfaltig darauf achten, die Dinge nicht mehrfach zu mischen. In der
Systematik getrennter Diffusions- und Feldstrombetrachtungen, wird nur einmal gemischt, namlich dann, wenn wir
die vier Teilstréme (vorzeichenrichtig) addieren. Ansonsten aber miissen wir aber bei Betrachtung eines Teilstroms
die anderen immer vergessen, sonst wird doppelt gemoppelt.

Selbstverstandlich flieBen nicht vier sauberlich getrennte Teilstrome, sondern Elektronen wandern in dem Kristall
herum (es gibt nur einen; die Kristallatome wissen nicht, ob sie zur p- oder zur n-Seite gehoren). Und was sie
individuell als Funktion ihrer Position und der dort herrschenden Bedingungen machen, mittelt und addiert sich
statistisch zu Stromen (die ja immer Mittelwerte Uiber viele Ladungstrager, Zeit und Raum sind). Einen klar
definierten Teil der wandernden Elektronen haben wir schon abstrahiert und durch Locher ersetzt; jetzt machen wir
eine weitere Abstraktionen und ordnen definierte Teile der Elektronen jeweils einer Stromsorte zu.

’ Die Trennung in Teilstrome ist letztlich nur ein buchhalterischer Trick; man kénnte es auch anders machen, die Freiheit
hat man. Was man aber nicht darf, ist, die méglichen Bilanzierungssysteme oder die Einzelposten in einem System
willkrlich oder absichtlich zu mischen. Denn dann sind willktrliche (oder auch absichtliche) Ergebnisse méglich.

Die trickreiche Vermischung von verschiedenen Bilanzierungssystemen ist durchaus weit verbreitet; gerade jetzt
(Mitte 2002) herrscht an der Bérse und bei Anlegern eine gewisse Verwunderung dariiber, daf3 Firmen, die gerade
noch in ihrere Bilanz groRe Gewinne hatten, plotzlich komplett bankrott sind. Ende 2007 und 2008 ("subprime loan
crisis") ist die Verwunderung noch gré3er — irgendwie sind hunderte von Milliarden € weg, die die Banken kurz
vorher noch glaubten zu haben.

Falls aber wir das tun, sind wir keine Ingenieure mehr, sondern allenfalls Meister der Geschéftsverwaltung (vornehm
"Master of Business Administrations" oder MBA), wenn nicht sogar Politiker. Wollen wir das? Eben! Wir halten
unsere Bilanzen ehrlich und die Teilstréme sauberlich getrennt, und wir missen uns dann auch nicht dartber
streiten, ob wir jetzt zuviel oder zuwenig Einwanderer haben.

Formeln fur Diffusions- und Feldstrom im Gleichgewicht

’ Wie grof3 sind denn nun unsere Diffusions- und Feldstrome?

Hmmmm - fur den Diffusionsstrom ist das nicht so einfach zu sagen. Wir reden Uber den Anteil eines Gewusels von
Elektronen/Ldchern, die, falls sie zuféllig gegen den Energieberg in der RLZ anrennen, genug Schwung haben, um
die Steigung hinaufzukommen.

Die Hohe des Bergs, d.h. die Héhe AE der Energiebarriere, wird dabei sicher eine entscheidende Rolle spielen. Wir
konnen erwarten, dal3 der Ubliche Boltzmannfaktor exp(—AE/k gT) auftaucht — aber so ganz klar sind die
Verhéltnisse noch nicht.

’ Deshalb schauen wir uns jetzt erst mal den Feldstrom an — vielleicht sind die Verhaltnisse da einfacher.

Was wir bei genauer Betrachtung sehen, sind relativ wenige Minoritatsladungstrager, die fast Gberall im Material
geboren werden (durch Generation), dann ziellos durch den Kristall wandern (per "random walk") und schlief3lich
nach Ablauf ihrer (mittleren) Lebensdauer T durch Rekombination sterben — an einem Ort, der (im Mittel) eine
Diffusionslange L von ihrem Geburtsort entfernt ist. Im feldfreien Bereich des Kristalls laufen diese Ladungstrager
energetisch auf einer Ebene.

Einige dieser Ladungstrager werden aber auf ihrer Wanderung zuféllig an den Rand der RLZ geraten. Was dann
geschieht, ist exakt dasselbe, was einem besoffenen Radfahrer passiert, der auf einer Ebene in Schlangenlinien
durch die Gegend féhrt und pl6tzlich an eine Abhang geréat: Er fahrt hinunter! Und zwar immer! Und zwar vollig
unabhangig davon, wie weit hinunter es geht.

Wir brauchen keinen Boltzmannfaktor oder sonst was, um den energetisch bergab flieRenden Strom zu berechnen.
Es reicht véllig aus, zu wissen, wieviele besoffene Radfahrer — sorry: Elektronen oder Lécher — pro Sekunde an die
Kante des Abhangs gelangen.
’ Damit liegt folgender Ansatz fir den Feldstrom nahe: Der Feldstrom ist proportional zur Ladungstrégerkonzentration,
d.h.
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falsch!!
falsch!!

(V) « +e-ny

Die n_v sind die Konzentrationen der (Minoritéats-)Elektronen im Leitungsband bzw. (Minoritats-)Locher im

Valenzband; die Elementarladung e brauchen wir, um aus einem Teilchenstrom einen elektrischen Strom (d.h.
Ladungstransport) zu machen. — Aber:

¥ Dieser Ansatz ist falsch!l!!

’ Warum denn? Die Proportionalitat zur Konzentration ist doch offensichtlich? Schon, aber betrachten wir doch noch mal
das Radfahrerbild ganz genau:

Uberall auf der Energiehochebene fahren besoffene Radfahrer "random” durch die Gegend — bis sie nach Ablauf ihrer
Lebensdauer T vom Fahrad fallen oder den pn-Abhang runtersausen und (als Fahrradfahrer) nicht mehr existieren.
Das hat aber eine einschneidende Konsequenz:

Nach ein paar T gibt es keine Fahrradfahrer mehr!

Um eine konstante Dichte zu erreichen, miissen wir wohl ein paar Kneipen postulieren, die mit konstanter
Generationsrate immer neue Radfahrer auf die Reise schicken.

Damit haben aber nur die Jungs (und Madels), die in der Nahe des Abhangs aus der Kneipe kommen, Uberhaupt
eine "Chance”, innerhalb ihrer Lebenszeit zuféllig an die Kante zu gelangen. Wir kdnnen eine Art "Einzugsgebiet"
definieren, das naturlich proportional zur Diffusionslange L sein wird.

’ Der Feldstrom der den Berg hinunter Fahrenden muf3 deshalb proportional zu L sein; das ist einsichtig. Aber was ist mit
der Konzentration n_ v ?

Sie nitzt gar nichts. Wenn wir in Onkel Dagoberts Geldspeicher ein Loch bohren, ist der daraus abflieRende

Geldstrom nur fur kurze Zeit proportional zur Geldkonzentration im Speicher; nach kurzer Zeit ist er null — der
Speicher ist leer.

Sobald alle Radfahrer im Einzugsbereich der RLZ-Kante den Berg hinuntergerauscht oder sowieso vom Rad gefallen
sind, ist der Strom versiegt.

’ Damit ist klar: Fur " steady state ", d.h. fur einen konstanten Strom, kann man immer nur soviel pro Sekunde abziehen,
wie neu generiert wird.

Mehr Radfahrer als im Einzugbereich pro Sekunde aus den Kneipen kommen, kénnen nicht pro Sekunde den Berg
hinunterfallen: Der Strom muf3 also proportional zur Generationsrate sein, nicht zur Konzentration!

Die Generationsrate G (im Gleichgewicht) kennen wir aber: Sie ist genau so grof3 wie die Rekombinationsrate R, wir
hatten folgende Formel:

NMin (af )2
Gee =RGG = =
T Npot - T

letzte Gleichsetzung muf3 erklart werden:

Sie folgt aus dem Massenwirkungsgesetz, das uns fur die Minoritéatsladungstragerdichte die Beziehung nmin

= (nj)? liefert, und aus der iiblichen Naherung NMaj ~ Npot fur die Majoritatsladungstragerdichte bei "mittleren”
Temperaturen.

- NMaj

Berucksichtigt man, daR die (negativ geladenen) Elektronen im Leitungsband aus dem p- in den n-Bereich in

positiver x-Richtung flieRen (und dementsprechend die Lécher im Valenzband von n- in den p-Bereich in negativer x-
Richtung), so erhalten wir schlief3lich fiir die Feldstréme :

—e L nmin(L) —-e-L-(n)?
ir(L) = =
T Na - T
—e-L-nmin(V)  —e-L-(nj)?
Jr(V) = =
T Np-T
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Eigentlich mifte statt dem Gleichheitszeichen "=" ein Proportionalitatszeichen " «" stehen, denn wir wissen nur,
daf jr(L,V) proportional zur Diffusionslédnge L ist. Wir wissen aber auch, dal? die entsprechende
Proportionalitdtskonstante nicht sehr verschieden von 1 sein kann. "Richtige" Rechnungen zeigen nun, daf3 sie
exakt = 1 ist — wir dirfen also getrost das Gleichheitszeichen benutzen.

n min(L,V) kennzeichnet dabei die Minoritétsladungstragerdichte im Leitungsband (dann sind es Elektronen) oder
im Valenzband (dann sind es Lécher). Die zugehdrige Dotierkonzentration ist die der Akzeptoren (fir die
Elektronen) und die der Donatoren (fur die Lécher) — hier muf3 man etwas aufpassen!

’ Das war gar nicht so schwer — jedenfalls leichter, als den Diffusionsstrom zu berechnen. Aber das miissen wir nun gar
nicht mehr tun — denn im Gleichgewicht sind Diffusions- und Feldstrome in jedem Band fiir sich identisch:

—e-L-(n)?
Jr(L) = —jpb) =
Na - T
—e-L-(nj)?
FV) = =jp(v) =
Np- T

’ Das ist doch schon was! Wir haben Gleichungen fir Stréme, in die die wesentlichen Kenngré3en der Halbleiter
eingehen: nj definiert bei gegebener Temperatur die Energiellicke (und damit das Grundmaterial ), T sagt was Uber die
Art der Bandstruktur (direkt/indirekt) und tber die Perfektion des Kristalls, und Npot sagt was Uber die Technologie aus
—was wir mit dem Material gemacht haben.

Man beachte, daR die Elektronenstrome und die Lécherstrome verschieden groR3 sein werden — sie skalieren direkt
mit der Dotierkonzentration.

Das wird noch mal sehr wichtig werden!

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.4.2
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9.4.3 Die Kennlinie des pn-Ubergangs

Herleitung der "idealen" Kennlinienformel

’ Was geschieht am (idealen) pn-Kontakt, wenn wir, wie beim Volumen-Oberflachen-Kontakt, jetzt eine externe
Spannung anlegen?
Im Gegensatz zu dem bereits erfolgten Gedankenversuch in dieser Richtung sollten wir das jetzt wirklich tun. Dafir
gibt es zwei Griinde:

1. Das geht! Ein Stlick Si kann man kontaktieren (wir ibrigens auch bald). Sowohl zu p- als auch zu n-Si kdnnen
reale ohmsche Kontakte gemacht werden; es gibt weder technische noch begriffliche Schwierigkeiten.

2. Wir erwarten, dal3 durch eine Diode Strom flie3en wird (und dann kein Gleichgewicht vorliegen wird), und dazu
braucht man selbst in einem Gedankenversuch einen geschlossenen Stromkreis mit Kontakten.

’ Unsere frilhere Uberlegung, was geschieht, wenn ein externes Potential Uext angelegt wird, bleibt aber unverandert:
Wir missen die linke und rechte Seite des Kontakts um eUext gegeneinander verschieben.
Die Fermienergie ist dann aber nicht mehr konstant; im strengen Sinne gibt es sie gar nicht mehr! Wir kénnen also

nicht mehr mit Schritt 1 des Gleichgewichtsrezepts beginnen.

’ Andererseits wird weit weg vom pn-Ubergang nicht viel passieren, was vom Gleichgewichtszustand sehr verschieden ist.
Falls jetzt Strom flieRt, sind die Gebiete weit weg vom pn-Ubergang simple Leiter oder besser gesagt ohmsche
Widerstande, und ihr Banddiagramm ist schlimmstenfalls leicht gekippt, wie fir diesen Fall bereits betrachtet.

Wir verlieren durch diese Bahnwiderstéande links und rechts vom pn-Ubergang also allenfalls einen kleinen Teil der
angelegten Spannung; dies werden wir erstmal schlicht ignorieren.
’ Damit kdnnen wir links und rechts vom pn-Ubergang die Bandstruktur wie gewohnt zeichen, wir kénnen sogar die
Fermienergie wieder einzeichnen, um anzudeuten, daf3 wir nicht weit weg vom Gleichgewicht sind.

Gegeniber der Gleichgewichtskonstruktion fiir Uext = 0 V missen wir also nur eines der Bander zusatzlich um
eUext verschieben und die beiden Bander dann wieder "nach Gefuihl" verbinden. Das sieht dann so aus:

Falls wir rechts den Minuspol der Spannungsquelle anschlie3en,
erhdhen wir das Potential der Elektronen, die n-Seite rutscht um

. . L Iy ~—
—eU ext = +e|Uext| nach oben (oder die p-Seite nach unten; wir sind %
frei bei der Wahl des Nullpunkts). is() eoecee

Die Raumladungszone wird kleiner — "gefiihlsmafig", oder nach
Formel —, falls wir statt A E wieder AE dejta — €Uext €insetzen (fur
diesen Fall ist Uext also positiv).

Die Energiebarriere wird kleiner. Der Diffusionsstrom wird sich also

i

deutlich erhéhen; es haben jetzt viel mehr Elektronen im n-Si und >
Locher im p-Si gentigend Energie, um vom eigenen Schwung (Hinweis: In dieser Abbildung sind
getragen lber den Berg zu kommen. die Teilstrome noch englisch

beschriftet: Diffusionsstrom=forward
current jg, Feldstrom=reverse current

ir)

Der Feldstrom bleibt jedoch unveréndert. Die Zahl der pro Sekunde
an die RLZ-Kante kommenden Minoritaten ist unverandert, und wie
tief es hinuntergeht, spielt keine Rolle.

Die Diffusionsstrome in den jeweiligen Bandern sind also mit wachsender Spannung schnell deutlich gréRer als die
Feldstrome (die wir dann vernachlassigen kénnen); wir haben einen Nettostromflul? in Durchlarichtung jext(Uext >
0) im auBeren Stromkreis, der ziemlich heftig (vermutlich wohl exponentiell) von der externen Spannung abhangen
wird und immer gegeben ist durch

jexi(Uex: > 0) = (jD(L) - liF(L)] ) + (jD(V) - liF(V) ) ~ Jo(L) + o(v)

’ Falls wir die Polaritat umdrehen, erhalten wir folgendes Banddiagramm:
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Das Potential der Elektronen (also die n-Seite) rutscht um eUgxt nach £
unten (oder die p-Seite nach oben).

dprz

h
. . N N i | o ir) ..
Die Raumladungszone wird gréRer — "gefiihlsmaRig", oder nach T e eTTe,

Formel, falls wir statt AE F wieder AEF — eUgext einsetzen (fiir diesen
Fall ist also Uext negativ).

Die Energiebarriere wird gro3er . Der Diffusionsstrom wird also deutlich
kleiner; wir kbnnen ihn vernachlassigen.

Der Feldstrom bleibt jedoch unverandert. Die Zahl der pro Sekunde an

d?e RLZ-Kante kpmme_nden Minoritaten ist unverandert, und wie tief es (Hinweis: In dieser Abbildung sind
hinuntergeht, spielt keine Rolle. die Teilstrome noch englisch

Als Nettostromflul3 jext(Uext < 0) im aul3eren Stromkreis bleibt in beschriftet: Diffusionsstrom=forward
Sperrichtung also nur noch der Feldstrom. Er ist konstant und gegeben current jr, Feldstrom=reverse current
durch ir)

jext (Uext <0) = (jD(L) - fie(L) ) + (jD(V) - 1iF(V) ) ~- (u FL)] + |jF(V)|)

’ Nicht unflott! Wir haben ein typisches Diodenverhalten: Fir eine Spannungspolaritat flief3t ein mit der Spannung rasch
zunehmender Durchlaf3strom durch die Diode, fiir die andere Polaritat ein konstanter spannungsunabhangiger
Sperrstrom.

Durchlafrichtung ist fir n egative Polung am n-Bereich, p ositive Polung am p-Bereich — leicht zu merken.

Ob die Energie fur eine gegeben Polaritat rauf- oder runtergeht, ist ebenfalls leicht zu merken: In Flu3richtung der
Elektronen wird eine Energiebarriere niedriger, falls auf der anderen Seite ein positives Potential dazukommt; fur
Locher natarlich umgekehrt.

’ Alles, was uns noch fehlt, ist eine weitere Gleichung — wir miissen die Spannungsabhangigkeit des Diffusionsstromes
beschreiben.
Das konnen wir aber ziemlich einfach tun. Wir kennen zwei essentielle Eigenschaften des Diffusionsstromes:

1. Er flie3t Giber eine Energiebarriere (oder Energieschwelle) der Gesamthdhe AEE + e|Uext|. Er flie3t Gberhaupt,
weil die stromfiihrenden Teilchen eine durch die Temperatur bedingte Energieverteilung haben und es einige damit
schaffen kénnen, die Energiebarriere zu Gberwinden. Damit muf3 er der allgemeinen Formel fur diesen Fall
gehorchen, d. h. wir brauchen irgendeinen Vorfaktor ¢ und den entsprechenden Boltzmannfaktor, der die von der
externen Spannung Uext abhangige Energiebarriere AEF — eUgeyxt enthalt.

Damit ist schon alles klar — der Diffusionsstrom Iaf3t sich wie folgt schreiben:

AEF — eUext

jpUext) =c-exp (- —— )
kgT

2. Ohne aufiere Spannung, d.h. im Gleichgewicht fir Uext = O, ist der Diffusionsstrom in jedem Band fir sich gleich
dem (negativen) Feldstrom, d.h. jp(Uext=0) = —jF = |jg|. Damit haben wir fur jp(U ex):

A Ef — eUext AEF + eUext

jpUext) = c-exp (- ) = c-exp (- ) exp( )
kgT kg T kgT

ip(Uext=0)=|jFl

+ eUext

lifl-exp( — )
kT

jD( Uext )
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’ Das war's. Wir missen jetzt nur noch alles zusammensetzen und erhalten eine erste Form der Diodengleichung (ab
hier wird beim externen Strom j der Index "ext" weggelassen):

eUext

j(Uext) = liF @I+ liF(V)I | exp(

) -1

kgT

Ublicherweise wird der Vorfaktor ( |jr(L)| + [jr(V)]) ganz simpel als jo geschrieben — denn man weiR} ja, daR es der
Betrag des Feldstroms ist. Au3erdem kann, wie schon beim Stom, auch bei der Spannung der Index "ex"
weggelassen werden. Damit lautet die einfachste Form der Diodengleichung (was auch die Ubliche
Kennliniengleichung ist):

elU
V) = jo - exp( — ) -1
kT

Aber Vorsicht: Das sieht einfacher aus, als es ist, denn wir miissen immer die Konvention fiir die Vorzeichen der
Stréme und Spannungen in der Diodengleichung bertcksichtigen:

e Strome in Durchlaf3richtung werden immer als positiv betrachtet.

e Spannungen in DurchlaBrichtung werden immer als positiv betrachtet.
Somit ergibt sich grundsétzlich ein Vorzeichenwechsel zwichen der Uber der Diode extern angelegten Spannung
Uext und der Uber dem pn-Kontakt ohne Stromflu intern abfallenden Spannung Upj, mit der man z.B. die Weite der
Raumladungszone berechnet.

Zusatzlich wissen wir auch schon, wie grol? die Sperrstrome sind: Generationsrate
(= Rekombinationsrate = npin(L) / T) mal Einzugsgebiet (= L) mal Ladung (xe). Einsetzen ergibt die klassische
Diodengleichung:

e - L-nmin(L) e - L nmin (V) eUext

j(Uext) = + : exp (
T T ke T

) -1

Schreiben wir die Minoritatsladungstragerdichte mit Massenwirkungsgesetz und Dotierung als nyin = (i) 2 / Npot,
erhalten wir:

e-L-(n? e-L-(nj)? eUext
j(Uext) = + : exp (
NA - T ND T kB T

)-1

’ Da die Diffusionslange L und die Lebensdauer T eng verwandt sind, kann man tber die fundamentale Beziehung L = (D -
T )% oder T = (L2 / D) natiirlich einen der beiden herauswerfen; man erhalt dann zum Beispiel ...

... hach Eliminierung von T:

e D-(n)? e-D-(n)? eUext
j(Uext) = + | exp( )-1
Na - L Np - L kg T
... hach Eliminierung von L:
e - (nj)? D ) e - (nj)? D ) eUext
j(Uext) = ( — ) + ( - ) | exp( )-1
Na T Np T kgT
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’ Und so weiter — man kann den Vorfaktor, der die Feldstrome enthalt, in noch mehr Varianten schreiben — das kann man
auch als intellektuelles Spiel sehen. Die erste Version ist vielleicht am klarsten beziiglich der Natur der Strome, die
letzte bezuglich der entscheidenden Parameter.

Schauen wir uns die wesentlichen Parameter noch einmal einzeln an:

» Der Diffusionskoeffizient D der Ladungstrager ist priméar eine Materialkonstante. Er ist Uber die Einstein-
Beziehung mit der Beweglichkeit pu gekoppelt und damit etwas von Defekten, der Temperatur und der
Dotierung abhangig.

* Die intrinsische Ladungstragerkonzentration n j ist eine echte Materialkonstante — sie spiegelt die Bandllcke
wider — und nattrlich sehr stark die Temperatur.

» Die Diffusionslange L ist zunachst eine Funktion des Bandtyps (direkt oder indirekt) und dann ein Maf fur
die Kristallperfektion.

» Die Dotierkonzentration Npgt ist der Technologieparameter — der einzig absichtliche! Mit ihm kénnen wir hier
nicht furchtbar viel bewirken; aber das wird sich noch &ndern.

e Die Temperatur T steht explizit und implizit in der Formel. Einmal Gber nj, ein zweites Mal Gber D bzw. , ein
dritte Mal tGber Npot — bei tiefen Temperaturen bricht die "mittlere Temperaturnédherung " zusammen! Auch
wenn nicht jeder Informatiker und Elektrotechniker es gerne hoért: Realisierte Informations- und
Kommunikationstechnologie ist angewandte Thermodynamik (und selbstverstandlich Quantentheorie).

* Die externe Spannung Uext ist, wenn man so will, die InputgréRe, die Stromdichte j(Uext) ist die
Outputgrof3e der Diode.

Eigenschaften der Kennlinie

’ Zunéachst halten wir erstmal fest: Ein pn-Kontakt ist immer eine Diode. Strom fliel3t nur, falls die Polaritat der
angelegten Spannung "stimmt".

Das ist inzwischen fast eine Trivialitat, aber wir haben inzwischen die Ebene des Gedankenversuchs verlassen und
sollten und dartber klar werden: Jeder von uns hat zu Hause so um die 100 000 000 - 10 000 000 000 pn-
Ubergange um sich herum, die als unsichtbare (aber nicht immer wirklich stumme) Diener fiir uns arbeiten.
’ Héatten wir nicht inzwischen eine intime Beziehung zur Kennlinienformel, kénnte man sie fast fir furchteregend halten.
Wir aber verstehen sofort die mdglichen einfachen Naherungen:
Fur positive Spannungen am p-Si (leicht zu merken) ist der Exponentialterm sehr schnell sehr viel gro3er als 1; wir
konnen die "—1" vergessen und erhalten fur den Durchlal3strom einer Diode in guter N&herung:

eUext

jp » liF@I + i r(V) - exp
kT

In anderen Worten: Es handelt sich um eine simple Exponentialfunktion. Fir eUext = kgT (oder U = 1/40 V) ist der
Durchlaf3strom um einen Faktor e groRer als der Sperrstrom j g, d.h. immer noch ziemlich klein; aber firU = 1 V
ist er schon sehr viel gréRer (um e401).

’ In Sperrichtung wird der Exponentionalterm schnell gegen null tendieren, d.h. wir haben die extrem einfache Beziehung
fur den Sperrstrom (=Feldstrom):

JE = Jr) + JrV)

Einfacher geht's nicht.
’ Wie die Kennlinie jetzt aussieht, ist also hinreichend klar. Hier zwei Arten der Darstellung:

Zuerst die einfache lineare Auftragung.
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Hier die wesentlich aussagekraftigere Darstellung mit logarithmischer Stromdichte (und Betrdge von Spannung und
Strom)

4
l(

’ Zahlen sind absichtlich nicht eingefiigt, denn die erarbeiten wir uns in Ubungsaufgaben.
’ So ganz langsam sollte jetzt eine ganz wichtige Frage hochkommen:
Stimmt das auch alles? Was sagt das Experiment (denn nur das z&hlt!)?

’ Das Experiment sagt: Es kommt darauf an — und zwar auf ziemlich viele Dinge. Zun&chst haben wir den fundamentalen
Unterschied: ideale Diode — reale Diode. Berechnet haben wir die ideale Diode. Hier sind die Unterschiede:

Ideale Diode Reale Diode
"Unendlich"
ausgedehnt ab
. Kontakt, .

Geometrie . . Sehr klein; alle Abmessungen << L
zumindest sind
alle Abmessungen
>> L

Dotierung Konstant Variiert stark mit Entfernung vom

Kontakt
Bahnwiderstande Keine Immer vorhanden
Parallelwiderstande Keine Je nachdem

("lokale Kurzschliisse")

Potentiell grof3, da immer nahe zum

Einflu3 Oberflachen Keine Kontakt

Wird bei Durchla3spannungen >>
Zulassige Spannungen Alle wenige V zu heif3; knallt durch bei
zu hohen Sperrspannungen.

Generation/ Keine Immer vorhanden
Rekombination in RLZ

’ Alle Punkte bei der Realdiode mit Ausnahme des letzten kénnten wir eliminieren, falls wir uns Mihe geben und eine
(technisch nutzlose) Diode bauen, die unserer Idealdiode nahe kommt.

Was wir dann erhalten, laRt sich pauschal wie folgt ausdriicken

e Fir Halbleiter mit relativ kleinen Bandliicken (< ca. 0,8 eV; z.B. Ge) stimmt die Theorie ziemlich gut.
e Fir Halbleiter mit relativ grof3en Bandliicken (> ca. 1 eV; z.B. Si) stimmt die Theorie ziemlich schlecht.
Insbesondere ist der tatsachliche Sperrstom viel zu hoch und leicht spannungsabhéangig.

’ Der wesentliche Grund ist, daf3 wir all die Ladungstrager, die in der RLZ generiert werden (oder rekombinieren), einfach
ignoriert haben.

Aber Generation findet auch in der RLZ sténdig statt. Je nach UberschuRenergie und Impulsrichtung wird der
irgendwo in der RLZ neugeborene Ladungstrager den Berg hinauflaufen oder hinunterfallen — es werden also sowohl
Durchlal3- als auch Sperrstromkomponenten in der RLZ erzeugt.

Das ist genau wie im richtigen Leben: Auch entlang des Abhangs gibt es Kneipen, die besoffene Radfahrer
generieren, die je nach Anfangsschwung und Richtung oben oder unten enden werden, und Radfahrer, die "im Berg"
vom Rad fallen, also in der RLZ rekombinieren.

’ Die Berechnung dieser Stromkomponenten gilt i.a. als sehr schwierig; selbst im Rahmen der schon selbst nicht
UbermaRig einfachen Shockley-Read-Hall-Theorie ist einiger Rechenaufwand mit zahlreichen Annahmen und
Naherungen notwendig.
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Deswegen wollen wir hier nur zwei Anmerkungen machen:
1. Falls man die Raumladungszone in die Strombilanzen einbezieht, erhélt man eine Gleichung fiir die Kennlinie, die
sehr gut stimmt — fur alle Halbleiter.

2. Es ist aber gar nicht so schwer, die Teilstrome aus der RLZ zu berticksichtigen. Qualitativ ist es kein besonderes
Problem, und mit ein biBchen intelligentem Raten erhalt man sogar sofort die richtigen Gleichungen.

’ Wir lassen das hier aber sein; die Neugierigen betatigen den Link.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 9.4.3
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9.4.4 Merkpunkte zu Kapitel 9.4: Der pn-Ubergang

’ Das Banddiagramm eines pn-Ubergangs im
Gleichgewicht folgt sofort aus der Konstruktionsanleitung:

Fermienergie ist tberall gleich.

Weit links und rechts vom Ubergang liegt das
Banddiagramm des "im Dunkeln rumliegenden”
Halbleiters vor (= Gleichgewicht).

Hier haben wir:

* Links p-Typ-Material.

* Rechts n-Typ-Material
Die Lage der Fermienergie zeigt die Dotierung
eindeutig an. Aul3erdem haben wir dasselbe Material
links und rechts, da die Energiellicken identisch sind.

Im Ubergangsbereich miissen die Bander "irgendwie"
verbogen sein. Damit gibt es ein elektrisches Feld im
Ubergangsbereich und so gut wie keine freien
Ladungstrager.

’ Was passiert ist wie zuvor: Elektronen wandern vom n-Si
zum p-Si, weil es dort jede Menge freie Platze bei tieferen
Energien gibt; fir Locher ist es entgegengesetzt.

Die ortsfesten geladenen Dotieratome bleiben zurtck;
es entsteht eine Bandverbiegung mit
Raumladungszone und elektrischem Feld.

’ Es flieRen stéandig Elektronen- und Locherstréme jj von
links nach rechts und zuriick.

Im Gleichgewicht gilt aber:
2ji=0.
’ Im Ortsraum sieht es so aus =

Die Weite der RLZ is analog zum Fall der Oberflache:
proportional zur Wurzel aus der Differenz der
Fermienergien (oder der wirkenden Spannung) und
umgekehrt proportional zu einer Art "Mittelwert" der
Dotierkonzentrationen.

’ Die Strome habe Namen =

Im Durchlal3bereich (englisch: forward direction)
einer Diode, die ein pn-Ubergang immer darstellt,
flieBen die Ladungstrager letztlich per Diffusion von
der hohen zur niedrigen Konzentration (1. Ficksches
Gesetz).

Auf der "anderen” Seite sind sie jetzt Uberzahlige
Minoritaten und verschwinden durch Rekombination.

Im Sperrbereich (englisch: reverse direction) einer
Diode, die ein pn-Ubergang immer darstellt, flieRen
die Ladungstrager letztlich per Drift im elektrischen
Feld der RLZ zur anderen Seite — aber immer nur so
viele wie durch Generation ersetzt werden kdnnen!
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(Hinweis: In dieser Abbildung sind die

Teilstrome noch englisch beschriftet:

Diffusionsstrom = forward current |,
Feldstrom = reverse current jr)

Strom der Majoritaten in das jeweils
andere Gebiet.

Beispiel: Elektronenstrom vom n-Si
zum p-Si:

e Diffusionsstrom, oder
¢ Rekombinationsstrom , oder
e DurchlaRstrom .

Strom der Minoritéten in das jeweils
andere Gebiet.

Beispiel: Elektronenstrom vom p-Si
zum n-Si:

e Feldstrom , oder

e Driftstrom, oder

e Generationsstrom, oder
* Sperrstrom .
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’ Die GroRRe der 4 Teilstrome |al3t sich bis auf einen
Proportionalitatsfaktor (der sich zu = 1 ergibt, wenn man

—e - L-nmin(L —e - L - (nj)?
aufwendig rechnet) sofort ableiten: L) = Min(L) (i)
. . . F = —
Der (feldgetriebene) Sperrstrom jg muss proportional T = Na - T
sein zum: A
e Einzugsgebiet des pn-Kontakts = ) N2
Diffusionsléange L , weil Minoritaten weit weg . ~ €L nmin(V) ~ e-L-(n
von dem pn-Ubergang per Rekombination Ir(V) = -
verschwinden, bevor sie zum "Abhang" (= T Np-T

elektr. Feld der RLZ) kommen und dann
unweigerlich "hinunterfallen”.

* Generationsrate G = nmin/T, denn mehr als _ ) im Gleichgewicht,
das, was pro Sekunde generiert wird, kann pro Ib = -F d.h. fir jext = 0
Sekunde nicht abflieen.

e lLadung q = e.

Der (diffusionsgetriebene) Durchla3strom jp muss
entgegengesetzt gleichgrol3 sein wie der Sperrstrom,
da im Gleichgewicht ( Uext = 0) der externe Strom

j ext = 0 sein muss.

’ Beim pn-Ubergang mit amgelegter Spannung Uext
verschieben sich die Bander um *e Ugyt. Die
Fermienergie ist kein waagrechter Strich mehr — sie ist
gar nicht mehr definiert, denn wir haben, da jetzt Netto-
Strom flief3t, kein Gleichgewicht mehr. £

Weit weg vom pn-Ubergang hat sich aber nicht viel
geandert; dort zeichnen wir die Bander wie gewohnt.

’ Was bei den Stromen passiert, ist leicht zu sehen:

dgrz

Nichts beim Sperrstrom. Ladungstrager, die zum
"Abhang" gelangen, fallen runter, egal wie tief es
runter geht.

Fur den Durchlaf3strom hat sich die Energiebatrriere,
Uber die er flieRen muss, um te|Uext | erhdht oder
erniedrigt — je nach Vorzeichen der angelegten
Spannung. Er wird sich dadurch gegentber dem
Durchlaf3strom im Gleichgewicht,

jD (Uext = 0) = | jr |, um exp[—eU ext/(ksT)]
erniedrigen oder erhéhen:

(Hinweis: In dieser Abbildung sind die
Teilstrome noch englisch beschriftet:

Diffusionsstrom = forward current j,
+ eUey Feldstrom = reverse current jr )
ipbUex) = |jl-exp( — )
kgT
’ Es ergibt sich sofort die Diodengleichung

eUex

jUex) = HEWD) |+ TIFW) | : exp -1
kgT
e-L-nmin (L) e L nmin(V) eUex

j (Uex) = + : exp -1
T T ksT
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’ Konventionen: Durchlaf3strom ist immer positiv.

e Durchlaf fir + an p-Teil, —an n-Teil.
Ublich bei Profis: log(l)- U-Diagramm.

Maximale Sperrspannung ist begrenzt durch
Durchbruch.

T el e e
I v
e 1 2
i R _pn
[ u I U

DurchlaB3strom ist begrenzt durch Serienwiderstande.
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9.5 Zusammenfassungen zu Kapitel 9

9.5.1 Merkpunkte zu Kapitel 9: Halbleiter

’ Die einfache Formel fur die Ladungstragerdichte
(effektive Zustandsdichten und Boltzmann-
Néaherung ) in intrinsischen Halbleitern ist ziemlich
gut.

Wir werden deshalb nur noch mit dieser
Formel rechnen (bis wir eine noch einfacherer
Formel haben werden). =

Fur die jetzt vertrauten Locher ergeben sich
(immer mit entsprechendem
Vorzeichenwechsel) vollig symmetrische
Beziehungen.

’ Die Fermieenergie EF fir intrinsische Halbleiter
folgt aus n ¢=n , oder — allgemeiner — der
notwendigen Ladungsneutralitat.

Die Fermienergie liegt in der Mitte der
Bandliicke.

Das lafit sich sowohl leicht errechnen, als
auch graphisch sofort erkennen: Die "Zwickel"
missen gleich grof3 sein.

Der gezeigte Fall, daf3 die "Zwickel" so weit in
die Bander hineinragen, entspricht der
Eigenleitung; sie tritt bei Temperaturen auf, fur
die 4 kT = Eg gilt.

’ Locher benehmen sich im wesentlichen wie positiv
geladene Elektronen. Ihr Beitrag zur Leitfahigkeit
ist damit =

Lochern kann neben einer Dichte und einer
pos. Ladung auch eine Beweglicheit pp
zugeordnet werden; sie ist ahnlich zu der der
Elektronen.

Waéhrend Elektronen, wenn sie kdnnen,
energetisch tiefer sinken, steigen Locher aber
auf - wie Luftblasen im Wasser!

’ Das Massenwirkungsgesetz ergibt sich aus obigen
Konzentrationsgleichungen; es ist sehr wichtig!

Dabei ist n j=ne=n , die intrinsische
Ladungstragerdichte fir ideal-perfekte
Halbleiter, bei denen Elektronen- und
Locherkonzentration per definitionem gleich
grof3 sind.

n j ist eine Materialkonstante , direkt verknipft
mit der Energielicke E .

’ Legt man eine Spannung U an einen Halbleiter,
addiert (oder, je nach Vorzeichen, subtrahiert) man
die Energie eU.

Die Bandkanten rutschen entsprechend hoch
oder tief

EL —Eg
Ne ~ Neff -exp(———)
kgT
Er—Ev
Nh = Neff - exp(- )
kgT
K
i
EL + EV Bandlicke
Ep
ErF =
Ey
2
0 05 1 AE)
Oh = *&-Nh-Mh
Ototal = Oe + Oh = 20 ¢
Ne - Nh=n;2
Halbleiter Ge Si GaAs
Energieliicke [eV] 0,661 1,12 1,424
ni (RT) [cm~3] 21013 1.1010  21.106
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Fallt die Spannung gleichmaRig Uber den
Halbeiter ab, erhalt man eine Bandverbiegung
wie gezeigt. =

Entscheidende Punkte sind:

e Leitungs- und Valenzband sind
"verbogen".

* Grund: Zusatzliches elektrisches
Potential.

» Verbiegung=elektrisches Feld E.

* Elektronen laufen abwarts, Lécher
aufwarts.

» Falls Nettostrom, kein Gleichgewicht
mehr.

» Griinde fur Bandverbiegungen sind:
Nettoladungen irgendwo im System.

’ Dotieren=gezieltes Einbringen von Daotierstoffen
(als substitutionelle Fremdatome) mit
Elektronenzustanden in der Energiellicke dicht an
den Bandkanten.

Donatoren (in Si entweder P oder As) haben
einen am Atom lokalisierten besetzten
Zustand dicht unterhalb der
Leitungsbandkante. Das dort "sitzende"
Elektron kann leicht ins Leitungsband springen
und ist dann frei beweglich . Zurtick bleibt ein
ortsfestes positiv geladenes P* -lon.

Akzeptoren (in Si immer B) haben einen am
Atom lokalisierten unbesetzten Zustand fir
Elektronen dicht oberhalb der
Valenzbandkante. Elektronen aus dem
Valenzband kénnen leicht auf diesen Zustand
springen und ihn besetzen. Wir haben
insgesamt ein frei bewegliches Loch im
Valenzband und ein negativ geladenes
ortsfestes B~ lon.

’ Entscheidend ist, wie immer, die Lage der
Fermienergie.

Bei n-Dotierung kommen fir kleine T alle
Elektronen in L von den Dotierniveaus; EF
muss zwischen Dotierniveau E p und dem
Leitungsband sitzen.

Das gilt auch noch bei hdheren Temperaturen:
E F ist in der Nahe des Dotierniveaus.

Wir haben mit Dotieren sehr viel mehr
Ladungstrager einer Sorte als im undotierten
intrinsischen Halbleiter, bei dem beide Dichten
gleich grof3 sind.

Die Dichte npmaj der Majoritatsladungstréager ist
in Si bei RT in guter Naherung identisch zur
Dichte der Dotieratome Npot .

Die Dichte der Minoritatsladungstrager n min
folgt aus dem Massenwirkungsgesetz .

Donatoren: Pund As = n-Si

> Majoritaten sind Elektronen im
Leitungsband.

Minoritaten sind Locher im Valenzband.

Akzeptoren: NurB = p-Si
> Majoritaten sind Locher im Valenzband.
Minoritaten sind Elektronen im Leitungsband.

E
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- Nor(0)

T R —
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N Maj = N pot

ni (T)
NMin (T) = ——
NDot
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’ Die Leitfahigkeit o =Zj g;j - nj - yj umfalt die jetzt bekannten
Ladungstragerdichten n und deren Beweglichkeit u M- kT

Die in ihren Bandern beweglichen Elektronen und Lécher diffundieren , e

d. h. fuhren einen "ramdom walk" aus, mit einer Diffusionskonstante D Einstein-
Beziehung
Diffusionskonstante und Beweglichkeit beschreiben beide "random
walk", mussen also korreliert sein. Die Beziehung zwischen beiden p=
heil3t "Einstein-(Smoluchowski-)Beziehung". kT

Beweglichkeiten sind an Stdl3e gekoppelt. Wichtige Stol3partner waren
"Phononen” (=thermische Gitterschwingungen) und Kristalldefekte.

1eeb L1ppm

‘ | ‘ Silizinm 300 K

Dotieratome sind Defekte. Sie verringern damit die Beweglichkeit (und
damit die Leitfahigkeit ein bilRichen) aber erhéhen die
Ladungstragerdichte (und damit die Leitfahigkeit enorm)

Der Gesamteffekt der Dotierung von Si bei RT ist in der Masterkuve
gezeigt: >

2 % 5 %% &8 % 8§ §

Spez. Widerstand [Qcm]

Die "Beulen" im ansonsten ziemlich linearen Verlauf kommen von der B
Anderung der Beweglichkeit mit N pot; die Unterschiede zwischen n-

und p-Dotierung stammen von verschiedenen Beweglichkeiten der
Locher und Elektronen.

’ Ladungstrager in den Bandern werden durch Generation erzeugt (immer

thermisch, bei Beleuchtung auch durch Licht), laufen etwa eine
Diffusionslénge weit per "random walk" durch den Kristall, und 4 LT
verschwinden wieder durch Rekombination. @ ® o

Beide Prozesse werde durch Raten beschrieben; Maf3einheit: A ]l

P - Hodbleiter

s~lem—3
G=Generationsrate
R=Rekombinationsrate

Da im Gleichgewicht die Ladungstragerdichte konstant ist, muss

\ )
3] = | e e S

= X

gelten: G=R sowohl fur Minoritaten, als auch fur Majoritéaten.

Von Interesse ist vor allem die Rekombinationsrate Ryin der Minoritaten,
da Anderungen der Ladungstragerdichte bei den Minoritaten sehr viel NMin
starker "durchschlagen” R =

T

Es qilt unmittelbar = 1
g L=(D- T)/2

Dabei ist T die Minoritatsladungstragerlebensdauer (kurz
Lebensdauer); leicht zu visualisieren und mit der Diffusionsléange L
gekoppelt durch =

Im Gleichgewicht:

NMin

Daraus folgt die dritte wichtige Halbleitergleichung =

T
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’ Es gibt bezlglich der Rekombination zwei Arten von Halbleitern.

Direkte Halbleiter:

. L und T sind klein
Direkte Halbeiter: Rekombination ist leicht; die Uberschussenergie (ungefahr ns / pm)

produziert ein Photon, d.h. es wird Licht mit hv=Eg emittiert. Prominente Vertreter: GaAs, InP, GaN.
Direkte Halbleiter sind die Grundlage fur die Optoelektronik

Indirekte Halbleiter:
L und T sind grof3 und stark

Indirekte Halbeiter: Rekombination ist schwer; die Uberschussenergie defektabhangig
produziert Phononen, d.h. es wird Warme erzeugt. (ungefahr ps . . . ms / 500 um)
Silizium ist ein indirekter Halbleiter. Prominente Vertreter: S|’ Ge, SiC.

’ Kontakte oder "junctions” machen Bauelemente.

Es gibt kein Halbleiterbauelement ohne Halbleiter-Metall-Kontakt
und so gut wie keines ohne "pn-Kontakt".

Kontakte bei Halbleiterbauelementen macht man nicht durch
"kontaktieren" im Sinne von "Zusammendriicken", sondern durch
(extrem trickreiche) Halbleitertechnologie.

Ein pn-Kontakt liegt vor an der Stelle, an der die Akzeptor- und
Donatorkonzentration gleich grof3 ist.

"Ohmsche Kontakte", die man immer braucht, sind idealerweise
eigenschaftslos, d. h. sie lassen bei jeder Spannung und Polaritat
den vollen Strom durch. Sie sind aber oft recht schwer zu
machen.

’ Links und rechts von einem Kontakt konnen vor Kontakt
unterschiedliche Fermienergien vorliegen.

= Es gibt unterschiedliche Ladungstragerkonzentrationen.
= Es gibt unterschiedliche Zustande in der Energiellicke bei
"homo"-Kontakten wie dem Si pn-Ubergang.

Beispiel: "Kontakt" Si mit der Oberflache des Si Kristalls.

’ Es ist extrem wichtig, das Bild = zu verstehen!

Vor Kontakt: "Irgendwie" verschiedene Si -
Varianten=verschiedene Zustande in der

Energiellicke=verschiedene Fermienergien. . Obertl
In der (Pico)sel_<unde na“ch (gedachtfem) Ko_nta_kt fI_ieBen _ £, 10000 000000000 .
Elektronen auf jetzt verfigbare Zustande mit niedrigerer Energie Ex —E :
(im Beispiel nach rechts zu den Oberflachenzustanden); Locher Beim Kontakt .
laufen auf neu verfugbare (mit Elektronen besetzte) Platze mit Eelg e
héherer Energie. .
In der Nahe des Kontakts herrscht keine Ladungsneutralititat Obertl,
mehr. Im Beispiel ladt die Oberflache sich negativ auf durch den Py /1&

Zustrom von Elektronen, die jetzt aber auf der Oberflache

lokalisiert sind. Gleichgesicht ‘
Im Volumen nahe der Oberflache bleiben die ortsfesten positiv B

geladenen Donatoratome zurick; sie bilden eine Raumladung mit r
der Dichte Np™.

Dadurch entsteht ein elektrisches Feld, das die zur Oberflache
strebenden Elektronen zuriicktreibt.

Die rechte Seite des Banddiagramms geht deshalb energetisch
"hoch", es entsteht eine Bandverbiegung.

)

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 365



’ Entscheidend ist das Banddiagramm fir Gleichgewicht. Einige
Definitionen dazu, die alle im Grunde dasselbe sagen:

Gleichgewicht liegt vor, sobald es genau so viel Energie kostet,
gegen das Feld anzulaufen, wie man durch "Tieferfallen" an der
Oberflache gewinnen kann.

Gleichgewicht liegt vor, sobald energetisch nichts mehr zu
gewinnen ist. = Die Fermienergie ist Uberall dieselbe.

Gleichgewicht liegt vor, sobald der nach rechts flieRende
Elektronenstrom genau so grof3 ist wie der zurlickflieRende
Strom.

Strome flieRen, weil es fur Elektronen auf beiden Seiten eine
Wahrscheinlichkeit exp[-AE/(kgT)] gibt, die Energiebarriere AE
zur jeweils anderen Seite zu Uberwinden.

= Vollstandig aquivalente
Formulierungen

Damit Rezept fur
Banddiagramm-
Erstellung:

Zeichne die Fermienenergie

1. als horizontale Linie;

markiere den Kontakt.

Zeichne "weit" links vom
Kontakt das Banddiagramm
von Material 1, weit rechts
das von Material 2 —

immer relativ zu der bereits
festgelegten Fermienergie.

Verbinde Leitungs- und
Valenzband

3. durch eine "gefuhlsmagig"

gezeichnete
Bandverbiegung.

’ Eine Darstellung im Ortsraum verdeutlicht das Konzept der
Raumladungszone.

pos. geadener Donator

@ Eldtron ‘
Es gibt "Ladungen im Raum", da die ionisierten Dotieratome nicht 0O Loch Elatr. Feld |
beweglich sind und "“ihre" Ladungsgtrager jetzt woanders sind. ® <>o?> Om%
Das elektrische Feld beginnt und endet auf den jetzt separierten > e Yol
o Q0o o=B
Ladungen. P > o<> - O_.G'Ep
i - . . @ (
Wir haben unvermeidlich einen geladenen Kondensator mit der O 9G OO<> S— .-
Kapazitat CrLz.
’ Die Weite drLz der Raumladungszone (RLZ oder "SCR " fur "space
charge region") ergibt sich sofort aus dem Kondensatormodell: 2-€si-€p0-F
CrLz =
Wir haben Flache F und (mittleren) Abstand der driLz
"Kondensatorplatten"=%2dRr z Q Q
CRLz = — =
Der Potentialunterschied in Volt=anliegende Spannung ist AEg/e Uk AEF/e
Die Ladung auf den Platten ist gleich der Zahl der ionisieten e2.(Np - F - drL?)
Dotieratome=gleich Dichte mal Volumen =Np - V der positiv —
geladenen Donatorionen im Volumen V=F - drLz . AEE
. . N 2-€r-€q9-AE 1
Aus den beiden Gleichungen fiir die Unbekannten dr.z und C gLz q r 0 F /2
RLZ = -

folgt sofort die Weite der RLZ >
e? -N D
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’ Legt man zusétzlich zu der "eingebauten” Spannung oder
Kontaktspannung A Eg/e noch ein externe Spannung Uex an, muss
die Gesamtspannung U in die Formel eingesetzt werden
(Auf Vorzeichen aufpassen!)

Falls jetzt Strom flie3t, haben wir kein Gleichgewicht mehr!

Falls kein (oder nur vernachlassigbar kleiner) Strom flie3t, haben
wir jetzt =

Formal-mathematisch wird die Poisson-Gleichung geldst
(Grundgleichung der Elektrostatik).
Die Poisson-Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen
Ladungsdichte p, elektr. Feld E und elektr. Potential V (bzw. @).

p
AV(X,y,2) = — ——

€€g
VVix,y,z2 = - EXVY, 2

’ Losungsweg eindimensional:
Ladungsdichte p=Npgt in drLz=const.

Feld E=einmal integrieren=Gerade. Randbedingung:

E(x =d scr)=0 V/cm

Potential V=zweimal integrieren=Parabel. Randbedingung
V(dscr)=0 eV; Potentialdifferenz=AEf/e

’ Das Banddiagramm eines pn-Ubergangs im
Gleichgewicht folgt sofort aus der
Konstruktionsanleitung:

Fermienergie ist Uberall gleich.

Weit links und rechts vom Ubergang liegt das
Banddiagramm des "im Dunkeln rumliegenden”
Halbleiters vor (=Gleichgewicht).

Hier haben wir:

* Links p-Typ-Material.

* Rechts n-Typ-Material
Die Lage der Fermienergie zeigt die Dotierung
eindeutig an. Au3erdem haben wir dasselbe
Material links und rechts, da die Energiellicken
identisch sind.

Im Ubergangsbereich miissen die Bander
"irgendwie" verbogen sein. Damit gibt es ein
elektrisches Feld im Ubergangsbereich und so gut
wie keine freien Ladungstrager.
Wie zuvor wandern Elektronen vom n-Si zum p-Si, weil
es dort jede Menge freie Platze bei tieferen Energien
gibt; fir Locher ist es entgegengesetzt.
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(Hinweis: In dieser Abbildung sind die
Teilstréme noch englisch beschriftet:
Diffusionsstrom=forward current jg,
Feldstrom=reverse current jr)




Die ortsfesten ionisierten Dotieratome bleiben
zuriick; es entsteht eine Bandverbiegung mit
Raumladungszone und elektrischem Feld.

’ Es flieBen standig Elektronen- und Locherstrome jj von
links nach rechts und zurtick.

Im Gleichgewicht gilt aber:
2ji=0.

’ Im Ortsraum sieht es so aus =

’ Die

Die Weite der RLZ is analog zum Fall der
Oberflache: Proportional zur Wurzel aus der
Differenz der Fermienergien (oder der wirkenden
Spannung) und umgekehrt proportional zu einer Art
"Mittelwert" der Dotierkonzentrationen.

Strome habe Namen =

Im Durchla3bereich einer Diode , die ein pn-
Ubergang immer darstellt, flieRen die Ladungstrager
letztlich per Diffusion von der hohen zur niedrigen
Konzentration (1. Ficksches Gesetz).

Auf der "anderen" Seite sind sie jetzt Uiberzahlige

Minoritaten und verschwinden durch Rekombination.

Im Sperrbereich einer Diode, die ein pn-Ubergang
immer darstellt, flieRen die Ladungstrager letztlich
per Drift im elektrischen Feld der RLZ zur anderen
Seite — aber immer nur so viele, wie durch
Generation ersetzt werden koénnen.

GrofRe der 4 Teilstrome laRt sich bis auf einen

Proportionalitatsfaktor (der sich zu 1 ergibt, wenn man
aufwendig rechnet) sofort ableiten:

Der (feldgetriebene) Sperrstrom jg ist proportional
zu:

* Einzugsgebiet des pn-Kontakts=
Diffusionslange L , weil Minoritaten weit weg
von dem pn-Ubergang per Rekombination
verschwinden, bevor sie zun "Abhang"
(=elektr. Feld der RLZ) kommen und dann
unweigerlich "hinunterfallen”.

e Generationsrate G=nmin/T, denn mehr als
das, was pro Sekunde generiert wird, kann
pro Sekunde nicht abflieRen.

e Ladung g=te .

Der (diffusionsgetriebene) Durchlal3strom jp ist im
Gleichgewicht entgegengesetzt gleich grof3 wie der
Sperrstrom, da im Gleichgewicht ( Uext=0) der
externe Strom jext=0 ist.

Strom der Majoritaten in das jeweils
andere Gebiet.

Beispiel: Elektronenstrom vom n-Si
zum p-Si:

e Diffusionsstrom, oder
* Rekombinationsstrom , oder
e DurchlaRstrom .

Strom der Minoritaten in das jeweils
andere Gebiet.

Beispiel: Elektronenstrom vom p-Si
zum n-Si:

e Feldstrom , oder

e Driftstrom, oder

e Generationsstrom, oder
e Sperrstrom .

—e- L nmin (L) —e-L-(n)?
F(L) = = —
T Na - T
—e-L-nmin(V)  —e-L-(nj)?
iR(V) = =
T Np-T
_ im Gleichgewicht,
Ip= -IJF

d.h. fur jext=0
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’ Beim pn-Ubergang mit amgelegter Spannung Uext
verschieben sich die Bander um e Uext . Die
Fermienergie ist kein waagrechter Strich mehr ndash;
sie ist gar nicht mehr definiert, denn wir haben, da jetzt
Netto-Strom flief3t, kein Gleichgewicht mehr.

Weit weg vom pn-Ubergang hat sich aber nicht viel
geéandert, dort zeichnen wir die Bander wie gewohnt.

’ Was bei den Strémen passiert, ist leicht zu sehen:

Nichts beim Sperrstrom. Ladungstrager, die zum
"Abhang" gelangen, fallen runter, egal wie tief es
runtergeht.

Fir den Durchlaf3strom hat sich die Energiebarriere,
Uber die er flieRen muss, um te|Uext | erhoht oder
erniedrigt — je nach Vorzeichen der angelegten
Spannung. Er wird sich dadurch gegenuber dem
Durchlaf3strom jp(U ext=0=—j ) um

exp[-eUext/(k gT)] erniedrigen oder erhéhen:

+ eUex

ipbUex) = |jr]|-exp(
kT

’ Es ergibt sich sofort die Diodengleichung

drrz

- elle,

ireeee

f
ir(v)

w T RERT)

L

(Hinweis: In dieser Abbildung sind die
Teilstréme noch englisch beschriftet:
Diffusionsstrom=forward current jg,
Feldstrom=reverse current jr)

eUex
j(Uex) = liF @1 + [IFM) | exp( ) -1
kgT
e - L nmin (L) e - L-nmin(V) eUex
j (Uex) = + exp( ) -1
T T kgT
’ Konventionen: Durchla3strom ist immer positiv.
* DurchlaRrichtung flir + an p-Teil, — an n-Teil. ST sl o1
Ublich bei Profis: Diagramm log | vs. U. ! A/

. . O—CI%I—O
Maximale Sperrspannung ist begrenzt durch pn R_P
Durchbruch. | u I U
Durchlaf3strom ist begrenzt durch
Serienwiderstande.
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9.5.2 Was man wissen muss

’ Wir kennen auswendig, weil verstanden, die wichtigsten Gleichungen fiir reale (= dotierte) Halbeiter im Gleichgewicht.

ni2(T) NMin

nmin(T) =
NMaj = NbDot Min(T)
NDot T

Wir wissen, dass bei Si die Energieliicke E g = 1,1 eV betragt.
Wir haben ein Gefihl fur Dotieren : Womit (in Si: P und As fur n-Typ, B flr p-Typ), wieviel man so nimmt
(1015 cm=3. .. 1019 cm=3), und wie's ungefahr gemacht wird.

Wir wissen, was Generationsrate G, Rekombinationsrate R und Lebensdauer T bedeuten. Lécher im Valenzband
und Elektronen im Leitungsband sowie ihr Verhalten beziiglich Energie und Feld sind uns vertraut.

’ Was in den nachfolgenden Bildern / Gleichungen gezeigt ist, haben wir also total verstanden:

‘E p - Hedbleiter
4— L.t —b- NMin
| ® o—: o R = —_— =G
A
[ pLa T
Ey I . 1/2
TR L=(- -7
> x

Wir wissen, was direkte und indirekte Halbleiter unterscheidet, und dass Si ein indirekter Halbleiter ist.

’ Der Weg zu diesen Erkenntnissen war steinig.

Wir kdnnten aber noch Gleichungen wie die unten gegebenen zumindest zuordnen, und wir haben vor allem
verstanden, was die Position der Fermienergie in der Bandliicke bestimmt — und warum das so wichtig ist.

00 E
ne = ! D(E) - f(E; Er, T) - dE nh = f D(E) - [1 - f(E; Er, T)] - dE
L —00
EL—Er ErF—-Ev
~ Neff -exp(———) N Neff -exp( - ——)
keT kgT
Ec
Ne - Nh = n;2 Ni = Neff - exp(—- —)
2kgT

’ Bandkrimmungen wie dargestellt sind (semi-)quantitativ und qualitativ verstanden.

}
it

PR Gleichgewicht JEr
- A
M . |

’ Wir wissen, dass zwischen der Beweglichkeit p und dem Diffusionskoeffizienten D der Ladungsgtrager eine simple
Beziehung existiert und erinnern uns zumindest an p « D.
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Damit ist die Leitfahigkeit o = qnu der Halbleiter klar, und auch wie sie im Prinzip von der Dotierkonzentration Npot
abhangt.

’ Die Bedeutung von Kontakten ist klar; wir kénnen einige konstruieren, denn wir kennen das 3-Schritte-Rezept.
Der Zusammenhang zwischen Ladungen, Bandverbiegung , Raumladungszone und elektrisches Feld im Kontakt ist
klar.

Das Kondensatormodell fir die Weite der Raumladungszone ist klar; mit einigen Hinweisen kénnten wir es
rekonstruieren.

’ Wir kénnen das Banddiagramm eines pn-Ubergangs konstruieren, Ladungstrager und Strome einzeichnen, die Strome
benennen und auch noch die Ladungsverteilung im Ortsraum skizzieren (wir sehen auch, dass im Bild unten was
vertauscht ist gegentiber dem daruber).

Strom der Majoritaten in das jeweils andere Gebiet:
1 o O . Diffusionsstrom oder
N ] Rekombinationsstrom oder
B 200000 . DurchlaBstrom.
N Beispiel: Elektronenstrom vom n-Si zum p-Si.
K
TV
P B *  (Hinweis: In dieser Abbildung sind die Teilstrome noch
englisch beschriftet: Diffusionsstrom = forward current
jE, Feldstrom = reverse current jr)
Strom der Minoritaten in das jeweils andere Gebiet:
7 Donatorion /¢, Akzeptorion
B e e . Feldstrom oder
oo e0el ool e ioc 8l | . Driftstrom oder
PR PG ) e ( . Generationsstrom oder
RIZ E-Feld . Sperrstrom.
Beispiel: Elektronenstrom vom p-Si zum n-Si.

Wir haben im Detail verstanden, dass im Gleichgewicht gilt: jp=—jr und |jsfl=e-L-G=e L - nj?/T - Npot

’ Wie die Banddiagramme mit externer Spannung ausssehen und wie daraus die Diodengleichung folgt, ist klar (Hinweis:
In der folgenden Abbildung sind die Teilstrdme noch englisch beschriftet: Diffusionsstrom = forward current jg, Feldstrom
= reverse current jr).

E drrz

\ Ad

xl:---“-""'bﬂir(\") -
e-L-(nj)? e-L-(nj? eUex
j(Uex) = + - | exp( )-1
Na - T Np T kgT

’ Wenn bis dahin wirklich alles klar ist, versteht sich der Rest von selbst.
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Erganzung: 10. Bauelemente

Hinweis: Der Inhalt dieses Kapitels ist seit dem Sommersemester 2017 nicht mehr Bestandteil der

Lehrveranstaltung "Grundlagen der Materialwissenschaft fir Elektro- und Informationstechniker". Dieses

Kapitel steht aber fur Interessierte hier weiterhin zur Verfiigung.

10.1 Solarzellen

10.1.1 Die einfache Solarzelle

Quantitative Betrachtung

’ Das einzige, was man uber Solarzellen zunachst wissen mul3, ist, daf3 die “ideale” Solarzelle einfach eine flachige

Diode, d. h. ein groRflachiger pn-Ubergang

ist.

Wir konzentrieren uns hier deshalb erstmal auf eine "ideale" Solarzelle (die es in der harten Realitat aber nicht
wirklich gibt) und schauen uns deshalb als erstes den beleuchteten pn-Ubergang an.

Wichtig ist dabei nur der Feldstrom. Schauen wir uns das mal im Vergleich dunkel / beleuchtet an:

@ [©]

[

Einzugs-
| gehier !
1

L
® \®

Y

Gterm

G|

+im

'y R=q-G-L
G tharm
Giter R Giter - R| R
Gm. Gm

Feldstrom im Dunkeln

B

v

Er

TR k 333 3 99 9 3 e e \

Feldstrom bei Beleuchtung

Hinweis: In dieser Abbildung sind die Teilstrome noch englisch beschriftet: Feldstrom = reverse current jr

In Dunkeln ergibt sich der gezeigte Feldstrom der Elektronen als Ladung q = —e mal rein thermische

Generationsrate Gther mal Einzugsgebiet = Diffusionslange L. Im Gleichgewicht rekombiniert weit weg von dem pn-

Ubergang genau so viel wie generiert wird, d.h. die Rekombinationsrate R = G = nmijn / T .
’ Jetzt beleuchten wir das Ganze mit Licht irgendeiner Intensitat, das genigend Energie hat, um die Bandliicke zu

Uberwinden, d. h. hv > Eg.

Uberall im Halbleiter werden jetzt durch Absorption der Photonen zusétzliche Elektron-Loch-Paare generiert, und

zwar mit der zuséatzlichen Generationsrate Gpp. Weit weg vom pn-Ubergang verschwinden diese zusétzlichen

Ladungstrager wieder durch Rekombination. Die Rekombinationsrate geht dann ebenfalls entsprechend hoch und es

gilt weiterhin R = G, allerdings sind das nicht mehr die Gleichgewichtsraten!

In der N&he des pn-Ubergangs tragen die photogenerierten Minorititen jetzt aber mit jpp, zum Feldstrom bei. Er

erh6ht sich damit auf

jr(beleuchtet) =

jr(dunkel) +
je(Licht)

Wieviel Feldstrom jg(Licht) = j ph produziert wird, hangt in relativ klarer Weise offenbar im wesentlichen von

Lichtintensitat und Diffusionslange ab.

Fertlg . Wir haben alles, was wir brauchen, wir missen es nur noch aufschreiben oder aufmalen.

’ Wir gehen zuriick zur Kennlinie des pn-Ubergangs und verwenden jetzt jr(beleuchtet) statt jr(dunkel) . Wir erhalten
(was man auch direkt sehen kann) fir die Stromdichte-Spannungs-Kennline oder Diodengleichung bei Beleuchtung:

e-L:nmin (L)

e- L nmin(V)

j (Uex) =
T

T

exp (

eU ex

kgT

)-1

— jr(Licht)
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’ Wir miissen also von einer gegebenen Kennlinie immer nur jg(Licht) oder, um einen anderen Namen zu benutzen, j
r(solar) abziehen, denn alles andere bleibt unverandert. Das gilt auch dann noch, wenn eine graphisch vorliegende
Kennline auf sehr viel komplexeren Gleichungen als der obigen beruht. Schauen wir uns die resultierende Kennlinie mal
graphisch an.

Wir schauen auf die alte Zeichnung und ziehen — je nach Lichteinfall — einen mehr oder weniger grof3en konstanten
(Feld-)Strom ab. Das sieht dann so aus:

/]

Optimaler Arbeitspunkt

Hinweis: In dieser Abbildung sind die Teilstrome noch englisch beschriftet: Feldstrom = reverse current j R

i

i

’ Alles ist klar und berechenbar. Bei ndherer Betrachtung sehen wir, daf nur der 4. Quadrant interessant ist; er ist im
rechten Bild grof3 dargestellt.

Offenbar erhalten wir bei Leerlauf (engl. "open circuit", abgekirzt OC), d. h. es flie3t per definitionem kein externer
Strom, jetzt eine Leerlaufspannung Ui bzw. "open circuit voltage” Upoc an den beiden Enden des pn-
Ubergangs = Anschliissen der Solarzelle. Sie ist nach der obigen Formel berechenbar; das wollen wir auch mal in
einer Ubung tun.

Ubungsaufgabe 10.1-1

Leerlaufspannung einer Solarzelle

Als anderes Extrem konen wir die Solarzelle = pn-Ubergang auch kurzschlieRen, d. h. per definitionem ist die
Spannung jetzt U = 0 V. Dann flie3t der Kuzschlu3strom Ig bzw. der "short-circuit current” Isc, der betréchtlich sein
kann. Wie betrachtlich, sehen wir aus der schnellen Ubung:

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 10.1

’ Wir wollen aber weder Strom | noch Spannung U, sondern Leistung P = Ul. Dazu definieren wir einen Arbeitspunkt (d.
h. einen Punkt auf der Kennlinie), bei dem Ul maximal wird. Dieser optimale Arbeitspunkt = Arbeitspunkt
maximaler Leistung (engl.: maximum power point, MPP) definiert gleichzeitig den exakten Wert des
Verbraucherwiderstands. Auch dazu machen wir uns in der Ubung ein paar eigene Gedanken.

’ Im obigen Bild ist die Kennlinie zwischen zwei Rechtecken gefuhrt, das kleinere ist durch den optimalen Arbeitspunkt
definiert. Die Flache des groR3en Rechtecks ist offenbar Uoc - Isc, die Flache des kleineren Rechtecks ist nicht auf
Anhieb klar, aber bei gegebener Kennlinie wohl berechenbar. Das Verhaltnis der Flachen nennen wir den Fullfaktor
(FF), er ist eine wichtige Kenngré3e von (realen) Solarzellen.

In Formeln: FF = Upoc - Isc / (Uwmpp - ImpPpP)

’ Das sind einfache Definitionen, und wir halten mal fest: Leerlaufspannung, Kurzschlu3strom, optimaler Arbeitspunkt,
Fillfaktor, was immer wir wollen — wir kdnnen es tber die Kennlinie ausrechnen, als Funktion der Material- und
Technologie-Parameter sowie der Temperatur .

Zum vollstéandigen Glick fehlt uns nur noch jg(solar) selbst, der zusatzliche beleuchtungsbedingte Feldstrom. Der
ist aber nicht so ganz einfach zu packen; wir geben uns damit zufrieden, daR er grol3 wird, wenn die Diffusionslange
grof ist.

Maximaler Wirkungsgrad und absolute Energieproduktion

’ Was uns brennend interessiert, ist natirlich die bei allen Energiewandlern immer im Vordergrund stehende Frage nach
dem Wirkungsgrad n, d. h. dem Verhaltnis zwischen Energie raus und Energie rein (in %).

Wollen mal sehen. Die Sonne sendet uns Photonen mit allen moglichen Energien — entsprechend allen moglichen
"Farben" (die unsichtbaren inklusive), von Infrarot (IR ) bis zum Ultraviolett (UV). Wir haben ein festes
Sonnenspektrum. Es sieht (als Funktion der Wellenlange A = c/v; v: Frequenz) so aus:
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’ Zunachst mal stellen wir fest:

Nur Photonen mit einer Energie groRer als die der Bandliicke (oder A < hc/Eg) werden im Halbleiter absorbiert. Sie
beférdern ein Elektron aus dem Valenzband ins Leitungsband, generieren also ein Elektron-Loch-Paar und tragen
damit zum Solarteil des Feldstroms bei.

Flr Si sind das im obigen Bild alle bei A < ca. 1 um; wir nehmen also einen Teil der Infrarotstrahlung noch mit.
Einen Teil aber verlieren wir, der Wirkungsgrad n kann damit schon nicht mehr 100 % erreichen. Um diese Verluste
zu vermeiden, kénnen wir natirlich einen Halbleiter mit kleinerer Bandliicke wahlen, z. B. Ge.

’ Die Photonen mit genug Energie werden absorbiert und kdnnen damit brauchbare elektrische Energie produzieren. Das
tun sie aber nur mit Einschréankungen.

Den grundlegenden Prozel3 der Absorption haben wir bereits betrachtet; hier ist nochmals ein passendes Bild. Es
zeigt, was ein Photon mit grol3er Energie im Si so anrichtet.

Ein Elektron energetisch tief im Valenzband wird um hv >> E ¢ weit nach oben ins Leitungsband geworfen; ein
hochenergetisches Elektron-Loch-Paar ist entstanden. Die beiden frischgebackenen Ladungstrager werden sich
aber sofort (innerhalb 1013 s) auf energetisch attaktivere Platze begeben — die Lécher steigen auf zur
Valenzbandkante, die Elektronen fallen runter auf die Leitungsbandkante. Von der Anfangsenergie hv ist nur noch
Eg ubrig, der Rest hat nur das Si aufgewarmt. Das geht natirlich vom Wirkungsgrad ab. Was als nutzbarer Anteil
Ubrigbleibt, ist hier gezeigt.

Die Ldsung fir diesen Verlust ist einfach: Wir nehmen einen Halbleiter mit gré3erer Bandlicke, z. B. GaAs.

’ Wie nun — kleinere oder gréRere Bandliicke? Wir haben ein klassisches Dilemma (griechisch; Zwangslage; Wahl
zwischen zwei Ubeln). Politiker vermeiden in so einem Fall eine Entscheidung und fangen zur Ablenkung einen Krieg an
(oder zerreden das Problem bis zur Unkenntlichkeit); Theologen postulieren, dass durch géttliche Intervention irgendwie
doch beides gleichzeitig geht (z. B. Kinder haben und Jungfrau bleiben!). Ingenieure wissen, daf? jetzt nur noch die
Optimierung hilft: Wir machen das Beste daraus.

Fir terrestrische Anwendungen (als Abgrenzung zur Raumfahrt) haben wir nur das solare Spektrum — so wie es
bei uns auf dem Grund des Luftozeans ankommt (oben eingezeichnet).

’ Damit erhalt man folgendes Ergebnis (siehe hier):

1. Die optimale Bandliicke EgPP! liegt bei ca. 1,4 eV (also gerade noch im Infraroten); GaAs wilrde als Material gut
passen.

2. Der zugehorige maximale Wirkungsgrad ist Nmax(E g°PY) ~ 30 %. Mehr ist aus einer Solarzelle aus einem
Optimalmaterial nicht herauszuholen.

3. Fir Si mit einem nicht optimalen Bandgap von 1,1 eV erhalt man nmax(Si) ~ 28 %.

’ Soweit zur idealen Solarzelle. Real erzielbare Wirkungsgrade mit realen (= billigen) Solarzellen in einer
Massenproduktion liegen deutlich niedriger. nNreal(Si) = (15 - 17) % kann als derzeit (2009) guter Wert gelten. (Nachtrag:
Im Jahr 2016 gilt ein Wirkungsgrad um die 20 % als Standard.)
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Die Sonne und Du

’ Was schickt uns die Sonnen an Lichtleistungs denn so? Am Aquator, in Kiel oder sonstwo? Mittags oder um
Mitternacht?

Wir merken uns nur Gré3enordnungen mit Zehnerzahlen.

’ Die absolute Leistungsdichte der Sonnenstrahlung (Aquator, "high noon", keine Wolken) liegt ganz grob (und leicht zu
merken) bei 1 kW/m?2. Daran wird auch noch so viel Forschung nichts andern. Allenfalls die Zerstérung der Ozonschicht
(O3) bringt hier Fortschritte, wie ein Blick auf's Spektrum zeigt; aber zu Risiken und Nebenwirkungen sollten Sie hier
wirklich dringend ihren Arzt und Apotheker befragen (und eventuell Ihren Politiker schlagen)!

Der maximale Output einer Solarzelle mit n = 10 % liegt demnach — Faustregel — bei 100 W/m?2.

Da aber auch am Aquator nachts die Sonne nicht scheint und in htheren Breiten noch ein cos des Breitengrades
einberechnet werden muf3, wird man als Mittelwert Gber alles (Tag/Nacht, Sonne/Regen, Sommer/Winter, Tropen/
Arktik) ganz ganz grob allenfalls 10 % der Peakleistung im Jahresmittel ernten, also gerade mal 10 W/m2,

Das sind aber alles glattte "Zehnerzahlen" zum Merken; in Wahrheit liegen wir glinstiger, derzeit (2009) in
Deutschland etwa bei mittleren 13 W/m?2 (weiterhin bezogen auf den zuvor angesetzten Wirkungsgrad von 10 %)

Hier eine kleine Ubersicht (iber wichtige "ungeféhre" Zahlen; im Zweifel immer pro m2. Der Link bietet noch mehr
Zahlen.

* Maximale Sonnenleistung: 1kW

e "Peak"-Leistung von Solarmodulen: 200 W

» effektiver Mittelwert Solarmodul ubers Jahr: 25 W

» Mittlerer Solarenergieertrag pro Jahr: 25 W - 24 h - 365 = 219 kWh

e Jahresbedarf elektr. Energie pro deutschem Kopf: 1 750 kWh (wofiir man die Stromrechnung zahlt)
* Platzbedarf (pro Kopf) fiir Solarzellen, um Elektrizitit zu erzeugen: knapp 10 m2.

* Platzbedarf (pro Kopf) fiir Solarzellen, um alle Energie zu erzeugen: ca. 40 m2 .

Dieser Link fuhrt zu einer Powerpoint-Prasentation zum Generalthema.

’ Es kann also nur darum gehen, das prinzipiell Mégliche erst mal berhaupt zu erreichen — und dann auch noch billig.

Wie wichtig das ist, wird anhand von Hintergrundinformationen zur Photovoltaik und zur allgemeinen
Energiesituation deutlich (sehr empfehlenswert; bitte diesen Link im Familien- und Freundeskreis verbreiten).

’ Es wird Zeit fiir die Ubungsaufgaben und die Verstandnisfragen:

Ubung 10.1-2 Fragebogen

Solarenergie quantitativ Schnelle Fragen zu 10.1.1
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10.1.2 Die reale Solarzelle

Ersatzschaltbild

’ Wir schauen uns jetzt eine Solarzelle mit den Augen eines ET&IT-Ingenieurs an:

Was er sieht, ist erstmal nur eine Diode:

Eine Diode reicht uns, aber in der harten Solarik hat man immer ein "Zwei-Dioden-Modell", d.
h. zwei parallel geschaltete Dioden. Die erste hat ideale Eigenschaften ("gute Diode"), in der
zweiten werden alle Abweichungen vom idealen Verhalten gebiindelt ("schlechte Diode");
also sowas wie die derzeit (2009; Finanzkrise) heild diskutierten "Good Bank" - "Bad
Bank" Modelle. Wir belassen es aber hier bei einer "guten" Diode.

4

’ Jetzt kommt die reale Welt:

Da unsere pn-Ubergéange > 200 cm?2 sind, ist es nie auszuschlieRen, daf irgendwo ein
kleiner lokaler Kurzschluss sitzt, weil z. B. bei der Herstellung ein winziges Metallteilchen
draufgefallen ist. Das beriicksichtigen wir, indem wir einen "Shunt"-Widerstand parallel zur
Diode schalten, der all den Strom berlicksichtigt, der schon intern tiber mehr oder weniger
heftige Kurzschlisse abflief3t.

Jetzt missen wir uns nur noch dariiber klar werden, dass im System "Solarzelle" auch noch
ein unvermeidbarer Serienwiderstand sitzt — minimal der nackte Widerstand des Siliziums
und der Leitungen.

Wenn wir jetzt auch noch das Licht einschalten, wird der (intern konstante) Photostrom generiert; elektrisch heil3t
das, wir schalten einen Kostantstromgenerator parallel zu der Diode. Wir erhalten unser finales Ersatzschaltbild
einer Solarzelle, gleich mit der dazu passenden elektrotechnischen Kennlinie:

Konstantstrom—
enerator
2 [ (5
é 7
Ideale
Diode
€eUpn Upn
= lo- exp ( ) -1 + — —lpn
kT RsH

’ Wie kommt man von der Diodengleichung auf diese Kennlinie? Dem ET&IT -Ingenieur ist das klar, den anderen wird's
erkléart:
1. Wir nehmen jetzt Strome | statt Stromdichten j. lg ist dann der Feldstrom (Sperrstrom) der realen Solarzelle;
leicht zu berechnen, wenn man die Flache kennt.
2. Die "junction voltage", d. h. die Spannung U pn, direkt am pn-Ubergang, ist nicht mehr identisch mit der
Klemmenspannung U, sondern um den Spannungsabfall im U sg = | - Rsg im Serienwiderstand Rsg kleiner. Wir
haben die einfache Beziehung:

Upn = U—lRSE

3. Wir addieren den im Shunt-Widerstand Rsy verlorenen Strom (die Vorzeichen bekommt wohl jeder und jeder jetzt
hin; immer dran denken: wir haben negativen Photostrom; der Shuntstrom ist entgegengesetzt), der offenbar
gegeben ist durch | sy = Upn / RsH .
’ Alles klar — blo3 kann man dummerweise die obige Gleichung nicht mehr analytisch l6sen, d.h. die Strom-Spannungs-
Kennlinie mit Serien- und Shuntwiderstanden Rsg und Rsy mit Bleistift und Papier ausrechnen.
Macht aber nichts — man kann's leicht numerisch machen, und man kann sogar ganz ohne Rechnen so allerhand
durch scharfes Nachdenken erschlieen — in einer Ubung!
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Ubungsaufgabe 10.1-3

Kennlinien / Probleme realer Solarzellen

’ Es ist sehr zu empfehlen, diese Ubung zu machen, zumindest aber die Lésung genau anzuschauen.
Man lernt dabei, daf3 insbesondere Serienwiderstande im Fokus der praktischen Solartechnik stehen.

’ Da wir gerade bei Solartechnik sind: Was sind denn so die Herausforderungen beim Machen von Soarzellen? In
aulerster Kirze, nur um mal Denkanstol3e zu geben, die folgenden Punkte:

Mache viele Solarzellen — sonst bliebt der Beitrag zur grof3technischne Energieerzuegung vernachlassigbar. Fir
eine halbwegs ordentliche Fabrik heilt das: Mache 1 Standard-Solarzelle (ca. 16 cm x 16 cm) pro Sekunde!!! Fr
uns Ingenieure heif3t das: Jeder einzelne Bearbeitungsschritt darf gerade mal eine Sekunde dauern!!! (Es sei denn,
dalR N Wafer gleichzeitig bearbeitet werden, dann darf der Schritt N Sekunden dauern.)

Mache viele und gute Solarzellen, d.h. mit hohem Wirkungsgrad. Fir uns Ingenieure heifl3t das: Denn Sie wissen,
was Sie tun!

Mache viele, gute und billige Solarzellen. Fur uns Ingenieure heil3t das... (wird nicht verraten, die Konkurrenz ist
grofR).

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 10.1.2
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10.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 10.1: Solarzellen

’ Solarzellen sind groR¥flachige Dioden = pn-

Ubergange. E;:._ii'é‘.’r
Entscheidend ist die Erh6hung des Feldstroms I{-,t:f o :O : Hipy
unter Beleuchtung durch zusétzlich generierte Orn/ g/ r| SPn "
Ladungsgtrager. = Kfoiioh e e B o Bp
Die im Dunkeln vorliegende Kennlinie verschiebt k Hinweis: In
sich um den Solarstrom "nach unten”. dieser Abbildung sind die Stréme noch

englisch beschriftet: Feldstrom =
reverse current jr

je(dunkel) +

jr(beleuchtet) je(Licht)

’ Wesentliche Solarzellenparameter sind

Leerlaufspannung ("open circuit") Uoc

Kurzschlussstrom ("short cicuit”) Isc

Fullfaktor FF (am optimalen Arbeitspunkt:
Ul = maximal)

Wirkungsgrad der vorliegende Solarzelle
N = (Uoc - Isc - FF) / Lichtleistung

Optimaler Arbeitspunkt

’ Der maximale theoretischeWirkungsgrad ergibt sich
aus einem Kompromiss Ea

Pl FaVa VAV,

Kleine Energiellicke: L

¢ Auch infrarotes Sonnenlicht wird absorbiert

und generiert Ladungsgtrager. v LA™
» Die Differenz h v — Eg erzeugt aber nur E=i»
Warme.

Grol3e Energieliicke:

E=<h»

* (Infra)rotes Sonnenlicht wird nicht EGPP =~ 1,4 eV
absorbiert. Die enthaltene Energie geht Nmax = 30 %
verloren.

* Energiereiches Licht (inkl. UV) wird gut
genutzt.

Das damit zu bestimmende Optimum der
Energieltcke ist um Eg = 1,4 eV; der erzielbare
maximale theoretische Wirkungsgrad liegt bei
Nmax ~ 30 %.

’ Wichtige (Zehner)zahlen:

Diese Zahlen geben ein gutes Gefuhl fur die
Mdglichkeiten und Begrenzungen der
Solarenergie.

Merke: Arbeitsleistung 1 Sklave = (3 - 5) m2

Max. Sonnenleistung: Sp 1kW/m?2

"Peak" Solar: Wp = 1kW/m?2 - 10 % = 100 W/m?2
Mittelwert Solar: Wm = Wp - 10 % = 10 W/m?2
Energie: Eq = W - 365 - 24 = 100 kWh/a - m?2

Solarzellen. Gesamter Energiebedarf Deutscher = 6.000 kWh/a
Gesamtenergieverbrauch (Elektr., Heizung, Auto, Platzbedarf Deutscher fiir Solarzellen = 50 m?2

...) Deutscher =~ 50.000 kWh/a =~ (10 — 20)

Sklaven
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¥ Reale Solarzellen werden per Ersatzschaltbild
beschrieben.

Kritisch sind insbesondere Serienwiderstand Rsg
und Kurzschlusswiderstand ("shunt") Rgp.

Serienwiderstande im Bereich von mQ sind
bereits schéadlich; das ergibt ein schwieriges
technisches Problem.

Technische Herausforderung fur kostenglinstige
Fabrikation: =

Konstantstrom-
generator

Ideale
Diode

Rsn

Produziere 1 m2 pro Minute,
d. h. zwei Solarzellen mit (15,6 x 15,6) cm?2
in drei Sekunden
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10.2 Transistoren

10.2.1 Der Bipolartransistor

Was ist und tut ein Transistor?

’ Ein Transistor ist ein festkorperelektronisches Bauelement, mit dem man Strom zwischen zwei Anschlissen durch
Strom oder Spannung an einem dritten Anschluf3 ein- und auschalten kann.

Wir haben damit immer drei Anschlisse, das sieht grundsatzlich so aus:

=

’ Stréme und Spannungen am Ausgang sind immer viel gréRer als die Spannungen und Strome, die man zum Steuern,
d.h. zum Ein- und Ausschalten braucht.

Damit kann man also grundsatzlich eine Leistungsverstarkung erzielen. Man kann das auch analog tun, d.h. die
Ausgangsgrof3e folgt (mit Glick halbwegs linear) der Steuergrof3e. Aber in dieser Vorlesung sind wir digital, wir
schalten den Ausgangsstrom nur ein und aus.

’ Ein elektromechanisches Relais macht im Grundsatz dasselbe. Es ist aber kein Transistor! Und das nicht so sehr, weil
es kein festkorperelektronisches Element ist, sondern weil es die wesentlichen Sekundartugenden eines Transistors
nicht hat. Diese sind:

1. Alles ist elektronisch — nichts bewegt sich mechanisch. Die gute alte Elektronenrdhre, z.B. in der einfachsten
Form einer Triode, hat diese Tugend aber auch.

2. Das Ein- und Ausschalten geht sehr schnell. So einige Milliarden mal pro Sekude (d.h. mit > 1 GHZ) sollte es
schon sein. Die gute alte Elektronenréhre macht das nicht mehr — die gute neue aber schon (z.B. in der
"Mikrowelle").

3. Sparsamkeit — das ganze funktioniert bei minimaler Leistung, insbesondere im "off"-Zustand. Die Elektronenrdhre
hat jetzt massive Probleme, da ihre Heizung immer laufen muf3.

4. Kleinheit — allenfalls noch 1 um x 1 um x 0,3 um ist der Transistor grol3. Die Elektronenrdhre ist jetzt out.

5. Integrationsfahigkeit — wir kdnnen viele Millionen Transistoren in einem Silizium-Chip machen und verbinden,
z.B.ca 300 000 000 Transistoren (plus 256 000 000 Kodensatoren) in einem Speicherchip von 256 Mbit.

’ Wenige Erfindungen haben die Welt so verandert wie der Transistor. Und unter allen weltverandernden Erfindungen ist er
die erste (oder, falls man die Atombombe mitzahlt, die zweite), die auschlieRlich auf "Theorie" beruht und nicht auf
"Tifteln", wie z.B. das Rad, die Schrift, der Buchdruck, die Elektronenrdhre, das Auto, die Herstellung von Stahl oder
die sexuelle Revolution.

Es gibt zwei Transistorgrundtypen: Den MOS-Transistor und den Bipolartransistor. Der MOS-Transistor ist der
weitaus haufigere, aber fir uns noch nicht ganz einfach zu verstehen.
Mit dem Bipolartransistor aber haben wir kein Problem; ihm widmen wir dieses Unterkapitel.

Der Bipolartransistor

’ Ein Bipolartransistor besteht aus zwei hintereinander geschalteteten pn-Ubergéangen; hat also eine p-n-p oder n-p-n
Struktur, wobei die mittlere Schicht sehr diinn sein muf3. (Das konnte man sich damals leicht merken: Der p-n-p
Transistor hat den gleichen Aufbau wie die Mensa Schnitzel der sparsamen 60er Jahre: Paniermehl - Nichts -
Paniermehl). Jede Schicht hat einen elektrischen Anschluf3.

Zwei hintereinandergeschaltete Dioden bilden keinen Bipolartransistor, denn sie sind, erstens, keine p-n-p- oder n-
p-n-Schichtung, sondern z.B. eine p-n-Metall - Metall-n-p-Schichtung — und damit ist, zweitens, die mittlere
Halbleiterschicht nicht dinn.

Ein Bipolartransistor ist schematisch wie unten gezeigt aufgebaut. In der Realitét sieht er ziemlich anders aus, das
ist in einem anderen Hyperskript dargestellt.
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P 0 P

] Emitter Basis Kollektor —l

Wir unterstellen ohmsche Kontakte zu allen drei Bereichen. Der zu steuernde Strom flie3t vom Emitter zum
Kollektor, durch die steuernde Basis hindurch.

Die Grundbeschaltung ist eingezeichnet: Wir polen immer die Emitter-Basis-Diode in Durchla3richtung und die
Basis -Kollektor-Diode in Sperrichtung.

Der externe Strom fliel3t dann von Plus nach Minus, wie eingezeichnet. An dem Basisknoten muf3 die Summe der
Strome = 0 sein; graphisch heil3t das, dafl3 die Gesamtlange von Kollektor- und Basisstrompfeil gleich sein mul3 der
Lange des Emitterstrompfeils.

’ Um zu sehen, dal3 diese Anordnung tatsachlich ein Transistor im obigen Sinne ist, miussen wir jetzt nur das
Banddiagramm betrachten. Wir zeichnen es gleich fur die beschaltete Anordnung mit Stromfluf3; die Fermienergien sind
dann nur Markierungshilfen (da wir, strenggenommen, bei Stromfluf3 nicht mehr im thermodynamischen Gleichgewicht
sind).

v
eUcp
Ep el . A
v 1
¢Ugp

P n P

(o Emitter Basis Kollektor —|

Ig
| N S |

+

’ Die Emitter-Basis-Diode ist in Durchlal richtung gepolt; es wird also ein groRer Diffusionsstrom j p(EB) flieRen.

Dieser Diffusionsstrom besteht aus Lochern , die von dem p-dotierten Emitter in die n-dotierte Basis flie3en, und
aus Elektronen, die aus der Basis in den Emitter laufen; beide Stréme zusammen bilden den Emitterstrom Ig.
(Wir verwenden "I " hier fur externe und "j " fur interne Stréme oder Stromdichten)

Damit gilt als erste Gleichung

le = jp(EB) = j©p(BE) + jMp (EB)

’ Dabei haben wir aber eine kleine Naherung gemacht: Wir haben die Sperrstrome vernachlassigt. Das machen wir zwar
schon ziemlich routinemaRig; aber man sollte sich doch klar dariiber sein. Wir wollen das jetzt durchgehend so
machen: Alle "kleinen" Strdme lassen wir weg.

’ Der Basis-Kollektor-Kontakt ist in Sperrichtung gepolt.

Héatten wir nur diese Diode, wirde ein kleiner Feldstrom flieRen, zusammengesetzt aus den Lochern, die als
Minoritatsladungstrager in der Basis vorhanden sind, an die RLZ-Kante kommen und dann die Potentialschwelle
hinauffallen, sowie den Elektronen des Kollektors, die den Berg hinunterfallen.

’ Der springende Punkt beim Bipolartransistor ist nun aber die Bedingung, daf} die Basis diinn sein soll, oder genauer
gesagt, die Basisweite dp soll sehr viel kleiner sein als die Diffusionslange L der Minoritaten in der Basis.

Dann werden die meisten der vom Emitter in die Basis emittierten oder injizierten Locher nach kurzer Wanderung im
feldfreien Bereich der Basis an die RLZ-Kante des Basis-Kollektor-Kontakts kommen — und dann selbstverstandlich
den Berg hinauffallen!
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Die Konsequenz ist klar: Der Beitrag der Lécher aus der Basis zum Feldstrom ist massiv erhoht. Fast alle Lécher,
die als Komponente des Diffusionsstroms vom Emitter in die Basis flie3en, werden es bis zum Kollektor schaffen.
Der Kollektorstrom Ic (Index "C" fur engl. "collector") besteht damit praktisch nur aus dieser Komponente. In
anderen Worten:

Ilc = jr(BK) ~ j "p (EB)

Der Kollektorstrom wird allerdings ein wenig kleiner sein als die Lécherkomponente des Emitter-Basis-
Diffusionsstroms, denn ein paar wenige der in die Basis injizierten Lécher werden dort rekombinieren. Diesen Effekt
konnen wir aber (weiter unten) leicht beriicksichtigen.

Erst aber schauen wir uns jetzt das komplette Strombild des Bipolartransistors an:

Y —

Y e
= g\
=

Emiter { Basis | Kollektor
[ » |

rec

P
REE-j. = [—=

| Elektronen

= Lohe D) IHEB)
Rekombination

’ Sieht kompliziert aus, aber ist ganz einfach — wieder nur eine Frage der korrekten Strombuchhaltung.
Zunachst sehen wir, daf’ der grof3te Teil des Locherstroms des Emitters weiterflief3t zum Kollektor und dort den
ganzen externen Strom Ic verursacht.

Die einzige offene Frage ist allenfalls, wie aus einem Locherstrom im Halbleiter jetzt ein Elektronenstrom im Metall
wird. Das ist aber einfach: Das Metall injiziert Elektronen ins Valenzband, die dort mit den L6chern rekombinieren —
es ist schliel3lich mit dem negativen Pol der Spannungsquelle (= Elektronenpumpe) verbunden.

In der diinnen Basis rekombiniert nur ein kleiner Teil der Locher und Elektronen; dies ist schematisch gezeigt.
’ Im Emitter flie3t aber auch noch der aus der Basis kommende Durchla3strom der Elektronen. Er wird jetzt wichtig.

Sobald die aus der Basis kommenden Elektronen im p-dotierten Material des Emitters sind, werden sie als
Minoritaten rekombinieren. Im Abstand von etwa L von der Basis sind sie verschwunden, und es fliel3t jetzt ein
reiner Lécherstrom.

Der Emitterkontakt rekombiniert wieder alle Lécher durch Elektroneninjektion; am Basiskontakt werden die
benétigten Elektronen durch den Kontakt direkt geliefert.

’ Auch im Banddiagramm sind die Stréme eingezeichnet. Es ware jetzt auch kein Problem mehr, die "kleinen" Strome
noch mitzunehmen — aber es wird nicht viel andern.

Die Steuerfunktion ist jetzt klar. Mit einer relativ kleinen Duchla3spannung an der Emitter-Basis-Diode (=~ 1 V), kann
man einen relativ groRen Strom (< 10 A/cm?2) {iber einen relativ groBen Potentialunterschied schicken (die Basis-
Kollektor-Spannung kann bis zu 1000 V betragen!). Damit kann man erhebliche Leistungen mit kleinem Aufwand
ein- und ausschalten oder auch analog steuern (wenn auch nichtlinear).

Aber wir miissen einen Preis dafur zahlen: Leistungslos funktioniert die Steuerung nicht — denn wir brauchen immer
auch einen Basis-Emitter-Strom!

Damit erhebt sich die Frage nach der erreichbaren Stromverstarkung in einem Bipolartransistor, dem Verhaltnis von
Kollektorstrom zu Basisstrom.

Stromverstarkung des Bipolartransistors

’ Die Stromverstarkung B ist definiert als
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Ic iPr(BK)  jMp(EB)

ls ] °p(BE) ] ®p(BE)

’ Das ist nun einfach auszurechnen. Wir nehmen die Formeln fir die Durchla3strome aus der (einfachen)
Diodengleichung und setzen sie ein. Damit erhalten wir

e-D-(n)? eUex
exp ( ) -1
Np(B) - L ksT NA(E)
B = =
e D (n)? eUex No(B)
exp ( ) -1
Na(E) - L kT

Dabei haben wir gro3zuigigerweise die Diffusionslangen L, die Diffusionkoeffizienten D (und damit die

Beweglichkeiten ) in der Basis und im Emitter gleichgesetzt, was zwar nicht ganz korrekt ist, aber die Sache doch
sehr vereinfacht.

’ Wir haben ein monumentales Ergebnis : Die Stromverstarkung in einem Bipolartransistor ist in guter N&dherung nur
durch das Verhaltnis der Dotierstoffkonzentrationen in Emitter und Basis gegeben!

Um eine grof3e Stromverstarkung zu erzielen, brauchen wir einen hochdotierten Emitter und eine schwach dotierte
Basis. Das ist einfach zu machen; B > 100 ist leicht zu erzielen.

Da die Leistungsverstarkung durch B - Ugk/Ugs gegeben ist, kommen wir hier schnell auf Werte > 1000.
’ Wir brauchen also eine méglichst asymmetrische Diode, d.h. mit méglichst gro3em Unterschied in den
Diffusionsstromkomponenten.

Das kommt nicht nur dem Bauprinzip der realen Diode entgegen, sondern ist auch fiir andere Bauelemente wichtig.
Man hat deshalb dem Verhaltnis der Diffusionsstrome einen Namen gegeben: Es heil’t Injektionsverhaltnis , weil
ja jede Komponente fiir sich als Injektion von Ladungstragern in das jeweils andere Gebiet aufgefal3t werden kann.

Der Durchla3strom einer Diode wird damit zu der Summe der beiden Injektionsstrome .

’ Jetzt wollen wir aber noch schnell ausrechnen, was passiert, falls die Basis nicht diinn genug ist.
Dann wird der Kollektorstrom gegeben sein durch den Injektionstrom des Emitters (man kann doch flissiger
schreiben mit diesen Begriffen) minus dem Rekombinationsstrom in der Basis.

Der Anteil der Minoritaten, die durch die Basis durchwandern kénnen, ist aber einfach 1 — dg/L: Man muf3 nur das
"Rekombinationsdreieck" im Emitter im obigen Bild auch fiir die Basis betrachten und durch eine Formel
beschreiben, schon steht's da.

Damit bekommen wir fir die Stromverstarkung:

NA(E) ds )

Np (B) L

’ Eine noch bessere Formel ist sinnlos, denn bei realen Transistoren tiberwiegen sowieso die nicht beriicksichtigten
Einflisse der extrem endlichen GréR3e in allen Dimensionen.

Insbesondere darf man die "kleinen" Stréme, also die jeweiligen Sperrstrome, nicht ganz vernachlassigen. Zwar
spielen sie fur den "Ein"-Zustand des Transistor-Schalters keine Rolle, wohl aber fir den "Aus"-Zustand.

Denn auch wenn alle 100 Millionen oder so Transistoren auf dem Chip "aus" sind, zieht der Chip noch Strom — 108
mal die Sperrstrome der Dioden. Und das addiert sich dann so allm&hlich schon zu einem Problem.

’ Trotzdem, von den oben erwahnten Kriterien hat der Bipolartransistor alle erfiillt — auf3er vielleicht der Forderung nach
Geschwindigkeit.

Wie schnell kann man einen Bipolartransistor hin- und herschalten? Das ist eine nicht ganz triviale Frage, aber
eines ist sicher: Man muf3 nach dem Abschalten mindestens so lange bis zum Wiederanschalten warten, wie die
Minoritaten brauchen, um durch die Basis zu laufen.

Wie "schnell" sind die Minoritaten? Ihre "Durchschnitts"geschwindigkeit Uber alles ist jedenfalls viin = L/T , denn

nach ihrer Lebensdauer T sind eine Diffusionlange L weit gekommen. Mit entsprechenden Umrechnungen erhalt
man
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kg - T- M
win = (——— )
e-T

’ Obwohl die Geschwindigkeitskomponente in Richtung Kollektor sicher kleiner ist als die oben ausgeflihrte ungerichtete
Geschwindigkeit, gibt diese Gleichung doch Hinweise:

Wir wollen eine mdglichst hohe Beweglichkeit 4 und eine moglichst kleine Lebensdauer T — auRerdem hohe
Temperaturen?

In Prinzip ja — aber: Kleine Lebensdauern bedingen kleine Diffusionlangen, und das bringt Probleme. Hohe
Temperaturen erst recht. Was bleibt, ist:

Die maximalen Schaltfrequenzen steigen mit der Beweglichkeit.

Damit ist fir extrem hohe Frequenzen GaAs dem Si iberlegen (und wird auch fur
Hochgeschwindigkeitsschaltungen verwendet).

’ Aber auch mit Si lassen sich mihelos die Gigahertze erreichen, denn die Transitzeit (die Zeit, um durch die Basis zu
wandern) ist halt auch immer umgekehrt proportional zur Dicke der Basis — und die kann sehr, sehr klein gemacht
werden!

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 10.2.1
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10.2.2 Der MOS-Transistor

Der Metall-Oxid-Semiconductor -Transistor; allgemein als MOS-Transistor bekannt, ist der mit groRem Abstand
haufigste Transistor, deshalb wollen wir ihn hier zumindest qualitativ kurz ansprechen.

Von seiner prinzipiellen Funktion her ist es mit ihm fast komplementar zum bipolaren Transistor: Leicht qualitativ zu
verstehen, aber schwer quantitativ in Formeln zu gief3en.
Am einfachsten ist es, sich den Aufbau eines realen MOS-Transistors anzuschauen, und sich daraus das

Funktionsprinzip abzuleiten. Hier ist ein vereinfachter, aber korrekter Querschnitt durch einen MOS-Transistor einer
integrierten Schaltung:

Gate Dielektrikom

Gate Elekirode

Die drei Elektroden oder Anschliisse, die ein Transistor haben mul3, sind klar zu erkennen: Der Strom flief3t von der
"Source", also der Quelle zum " Drain", dem Abflul3. Gesteuert wird er durch das "Gate", das Tor. Wer aber
jemals die hier gebrauchten (oder andere) deutsche Bezeichnungen verwendet, "outet" sich als Ahnungslose(r) und
muf3 Journalist werden.

’ Der Transistor funktioniert folgendermafR3en:

Falls die Gatespannung im "Ein" Bereich liegt, ist auch der Transistor "ein" — Strom fliel3t fast verlustfrei von Source
zu Drain. Anders ausgedriickt: Der Source-Drain-Widerstand ist klein.

Falls die Gatespannung im "Aus" Bereich liegt, ist auch der Transistor "aus"; es flie3t kein Source-Drain-Strom.
Anders ausgedriickt: Der Source- Drain-Widerstand ist sehr hoch.

’ Das funktioniert aber nur, falls die Gatespannung die richtige Polaritat hat (im obigen Beispiel muf3 sie negativ sein) und
die Versorgungsspannung, d.h. die Source-Drain-Spannung Usp nicht zu Kklein ist (die Polaritat ist eher egal). In der
Elektronikantike, so bis 1985, hatte sie den Standardwert 5 V, seither sinkt sie und wird bald den 1-V-Bereich erreicht
haben.

AuBerdem muf} das Gatedielektrikum extrem diinn sein (so um 10 nm, heutzutage (2006) eher 2 nm), und die
Eigenschaften aller beteiligten Materialien miissen extremen Qualitatsanspriichen geniigen.

’ Wie funktioniert nun der "ideale" MOS-Transistor?
Dazu mussen wir uns anschauen, was bei angelegter Gatespannung im Halbleiter unter dem Gate passiert. So

etwas ahnliches haben wir schon ansatzweise behandelt; es lohnt sich, im betreffenden Modul schnell
nachzuschauen.

’ Zundchst tberlegen wir uns, was passiert, falls wir zwar eine Source-Drain-Spannung Usp anlegen, aber keine
Gatespannung; Ug = 0 V. Was wir dann haben ist:

Ein n-Typ Si Substrat mit einer bestimmten Gleichgewichtsdichte an Majoritatselektronen n€ (Ug = 0) — iberall,
auch unter dem Gate; und ein paar wenigen Lochern als Minoritaten.

Zwei p-dotierte Gebiete mit einer bestimmten Gleichgewichtsdichte an Lochern, die durch die Grof3e der Dotierung
bestimmt ist.

Zwei pn-Kontakte. Einer ist in Durchlaf3richtung polarisiert (der mit dem positiven Usp AnschlulR), der andere in
Sperrichtung. Dies gilt fiir jede Source-Drain-Polaritét — ein pn-Ubergang ist immer gesperrt.

Damit kann kein Source-Drain-Strom Isp flieRen (von Leckstromen einmal abgesehen).

Auch bei der in Durchlaf3richtung gepolten Diode flief3t kein Strom — denn das Substrat ist elektrisch nicht
beschaltet. Noch einfacher: Wir erden den positiven Usp Anschluf und das Substrat.

’ Alles in allem haben wir fir Ug = 0 V Gleichgewicht, es flie3en keine Stréme. Aber jetzt legen wir versuchsweise mal
eine negative Spannung ans Gate und Uberlegen was dann passiert.
Die Elektronen im Substrat direkt unter der Gate-Elektrode spiren eine abstoRende elektrostatische Kraft; sie
werden ins Substratinnere getrieben. lhre Konzentration direkt unter dem Gate sinkt, und n® (U) wird eine Funktion
der Tiefe z unter dem Gate (wir haben naturlich gleichzeitig eine Bandverbiegung):
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n® = n€(z) = f[n®(z=0), U]

Wir haben aber immer noch Gleichgewicht, d.h. das Massenwirkungsgesetz gilt. Damit erhalt man fir die
Lécherkonzentration unter dem Gate

ne(z)-nh(z) = nj2 = const.

n (z2) = ni2/n(2)

In Worten: Falls die Elektronenkonzentration unter dem Gate sinkt, geht die Lécherkonzentration entsprechend
hoch.

’ Falls wir die Gatespannung geniigend groR machen, erreichen wir irgendwann den Fall, da nh (z = 0) = n€ (z = 0), d.h.
die Fermienergie ist in Bandmitte.

Die daflir benétigte Spannung ist die Schwellenspannung U tnr des Transistor (auch diesen Begriff benutz man im
Deutschen eher nicht und sagt daftr "Threshold voltage").

Falls wir dann die Gatespannung noch etwas erhhen, erhalten wir n 1 (z) > n€ (z) fiir kleine Werte von z , d.h. fiir
zxk >z>0

’ In Worten: Direkt unter dem Gate gibt es jetzt mehr Lécher als Elektronen. Das ist (fir uns) etwas neues, dieser
Zustand heif3t aus durchsichtigen Griinden Inversion.

Was wir jetzt haben ist ein dinner p-leitender Kanal der Dicke zx unter dem Gate — und dieser Kanal verbindet die
p-leitenden Bereiche von Source und Drain.

Es gibt keine pn-Ubergange mehr in diesem Bereich — Strom kann ungehindert flieBen, nur noch begrenzt durch
den ohmschen Widerstand des Kanals. Der Kanalwiderstand wird mit wachsender Kanaldicke abnehmen; wir
kénnen ihn also durch die Gatespannung einstellen.

’ Fall wir die Polaritat der Gatespannung umdrehen, werden die Elektronen jetzt angezogen; ihre Konzentration unter dem
Gate steigt. Das beschert uns den schon bekannten Zustand der Akkumulation.

Die pn-Ubergénge bleiben existent; einer ist gesperrt, wir bekommen keinen StromfluRR.
Es ist klar: Falls wir einen MOS-Transistor mit einer positiven Gatespannung anschalten wollen, miissen wir ein p-
dotiertes Substrat mit n-dotierten Source/Drain-Gebieten verwenden.

Damit haben wir zwei MOS-Transistor-Grundtypen: Den p- oder n-Kanal MOS-Transistor, je nach der Art der
Ladungstrager im Kanal bei erfolgter Inversion.

’ Fir die wesentlichen Kennlinien erwarten wir folgende Kurven

Source-Drain & g, ALy,
Strom TUg zanehmend
Ug

A

T >
\ Threshold f Gate voltage

voltage
ITﬂ.

Y

Ues Uy,

Die Abhéangigkeit des Source-Drain-Stroms Isp von der Gatespannung Ug ist qualitativ klar. Die Abhéngigkeit von
Isp von der Source-Drain-Spannung Usp ist vielleicht nicht so ganz klar, aber doch halbwegs einsichtig: Kein Strom
ohne Spannung — falls Usp zu klein wird, muf3 der Strom sinken.

’ Was kdnnen wir nun quantitativ zum MOS-Transistor aussagen?
Was genau bestimmt Uty , die Threshold-Spannung, oder die Form der Isp(Usp)-Kennlinie?
Wie hangen die wesentlichen elektrischen Parameter von den Material- und Technologieparametern ab? Warum
muf3 das Gatedielektrikum dinn sein oder wie genau beeinfluf3t seine Dicke die Parameter?

Viele Fragen; keine ganz einfachen Antworten (oder Formeln). Letztlich mu3 man die Poisson-Gleichung fur das
System aufstellen und 16sen — und das geht analytisch nur mit einigem Aufwand mit Naherungen und
Fallunterscheidungen.

’ Aber ein bi3chen was geht immer — und zwar in einem "advanced" Modul eines anderen Hyperskripts.

Fragebogen
Schnelle Fragen zu 10.2.2
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10.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 10.2: Transistoren

’ Wesentliche Punkte des Bipolartransistors:

Der Emitter-Kollektor-Strom wird durch den Emitter-Basis-Strom 3
gesteuert. Immer npn- oder pnp-Struktur mit dinner Basis. =

Die Emitter-Basis-Diode ist in Durchlaf3richtung gepolt, die
Basis-Kollektor-Diode in Sperrichtung.

Die in die Basis injizierten Majoritdten des Emitters
durchwandern die Basis (deshalb dg << L) und gewinnen viel
Energie im starken Feld des Basis-Kollektor-Kontakts =
Leistungsverstarkung; aktives Bauelement!

Die Stromverstarkung B = Ic/Ig ist durch die Dotierung
bestimmt:

Npot(Emitter) dg Npot(Emitter)
B r 1 - — r
Npot(Basis) L Npot(Basis)

’ Wesentliche Punkte des MOS -Transistors

Der Source-Drain-Strom | sp wird durch die Gate-Spannung Ug
gesteuert. Grundstruktur: Metall (allg. Leiter) - Oxid (allg.
Dielektrikum) - Semiconductor.

Einer der beiden pn-Ubergénge von Source oder Drain zum :‘:'d
Substrat ist ohne passende Gatespannung immer gesperrt. e

> Ilspr0AfirUg =0V

Gatespannungen mit derselben Polaritéat wie die Majoritaten

unter dem Gate treibt die Majoritéten elektrostatisch "nach S“‘“‘“"&:ﬂT Isp j
unten”, d. h. sie verringern npaj wkaal f Ug
Massenwirkungsgesetz: nmaj ¢ = nmin . Bei Ug > Utny - —
wird Inversion erreicht; danach hat das Gebiet unter dem Gate /hl U,

dieselbe Art Majoritatstrager wie Source und Drain.

Zwischen Source und Drain existiert jetzt ein leitender Kanal,

Strom kann flieRen.

Entscheidend fur die Funktion ist die Gate-Substrat-Kapazitat
und damit das Gate- Dielektrikum: je hoher €, und je dunner,
desto besser.

¥ Merke: »
Halbleiter und
Halbleitertechnologie
sind das Zentrum moderner
Technik.

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 388



10.3 Ausblick
10.3.1 Der Flash-Speicher

Oder: Wie funktioniert das Herzstiick eines USB-Sticks?

’ Dieser Abschnitt ist eine Erganzung, die im Wintersemester 2015/16 zum ersten Mal Teil der Vorlesung war (Dr. J.-M.
Wagner).

Hierzu wurde hauptséachlich auf externes Material zuriickgegriffen, so zum Beispiel auf die entsprechende
Wikipedia-Seite; mit dem bislang erworbenen Wissen (speziell Uber die Funktionsweise von Feldeffekttransistoren)
sollte man in der Lage sein, die dortigen Erlauterungen zu verstehen.

Die Einarbeitung des externen Materials in dieses Skript wird nach und nach vollzogen — so ist es zumindest
geplant.
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10.3.2 Was es noch so gibt

Was es noch so gibt an Halbleiterbauelementen

’ Wir hatten als Halbleiterbauelemente die Diode und zwei Transistorsorten. Was gibt's sonst noch?

Eine Antwort gibt zum Teil der Sprung zurlick zur Einleitung.

Eine weitere Anwort gibt der (intelligente) fragende Blick auf nahezu jedes beliebige Produkt das entweder einen
Netzanschluss oder eine Batterie besitzt.

’ Hier ist eine (unvollstandige) Stichwortliste:
¥ Leistungshalbleiter

Bauelemente die mehr als ca. mehr als 1 A und Spannungen von mehr als etwa 24 V "beherrschen” sind
Leistungshalbleiter oder "Power" Bauelemente. Die Obergrenze fiir ein Bauelement kann bei mehreren 1.000
Ampere und Volt liegen.

Bedarf besteht von ein paar W bis zu MW. Die > 50 Elektromot&rchen in einem besseren Auto, mit denen Spiegel,
Sitze etc. verstellt werden, brauchen alle einen Leistungshalbleiter im W Bereich, der sie ansteuert. Die E-Lok oder
die Netzumrichter fiir die Bahn (50 Hz auf 16.66 Hz) braucht die MW Brummer.

Bekannte Namen sind Thyristor (Halbleiterbauelement mit pnpn-Struktur; Kunstwort aus Thyratron und Resistor),
TRIAC ("TRlode Alternating Current switch”; zwei gegenlaufig geschaltete Thyristoren; aber auch IGBT (= Insulated-
Gate Bipolar Transistor), GTO ("Gate Turn Off* Thyristor), und so weiter.

Das muss man jetzt noch nicht wissen oder verstehen - es kommt automatisch spater. Wir sehen aber recht
drastisch, dass mit Diode und Transistor die Halbleiterbauelemente erst angefangen haben, und dass danach noch
so manches kommt.

Leistungshalbleiter werden zu den Gewinnern der Energiekrise zahlen, den nur mit ihnen lassen sich sich
Energieflisse zukiinftig intelligenter steuern.

’ Optoelektronik

Wir kdnnen drei Bereiche unterscheiden:

1. Detektoren; d.h. Licht rein, Strom raus. (Solarzellen zahlen nicht so recht zur Optoelektronik)

2. LEDs (Light Emitting Diode); d. h. kalte Halbleiterlichtquellen mit Strom rein, Licht raus.

3. Halbleiter Laser oder sehr spezielle LEDs.
Allen gemeinsam ist die Verwendung von meist anderen Hableitern als Silizium; definitiv fir Punkt 2 und 3 da Si nun
mal ein indirekter Halbleiter ist.

Die Komplexitat der Optoelektronik steht der Si Elektronik nicht nach. Zur Zeit (2009) erleben wir eine Revolution
der Beleuchtungstechnik durch "weiRe" Hochleistungs-LEDs.

’ Flache Bildschirme

Egal wie das Grundprinzip auch aussieht (Plasma, LCD (Liquid Crystal Display), elektronisches Papier (epaper)),
jedes Pixel des flachen Bildschirms braucht einen Transisitor zu Ansteuerung.

Die Transistormatrix kann aus offenkundigen Griinden nicht in einkristallinem Si dargestellt werden; hier sind
Grol3flachentechniken gefragt; Stichwort "Dinnschichttransistor”).

’ Integrierte elektro-mechano-opto-.... Mikrosysteme (MEMS; Mikro Electronic Mechanical System). Mehr dazu im Link.

Beschleunigungssensoren fur die Airbags des Autos gehdren dazu, wie auch die Drehratensensoren fir die
dynamische Fahrkontrolle oder dei "intelligenteren) i-Phones etc., dei "wissen" ob sie senkrecht oder quer gehalten
werden.

Auch der in vielen Beamern anzutreffende DLP (Digital Light Control) Chip mit seinen > 1 Mio individuell
anzusteuernden Wackelspiegeln gehdrt dazu.

’ Energiegewinnung

Neben der "simplen" ein- oder grobkristallinen SiSolarzelle mit pn-Ubergang wie behandelt, gibt es eine wachsende
Schar von Konkurrenzprodukten, aber immer auf der Basis von Halbleitern, z. B.

e Amorphes oder nanokristallines Dinnschicht Silizium.

* Die CIGS (Cu - In - Ga - S oder Se) Familie; z. B. CulnSea.
* Die CdTe Familie.

» Die TiO2 + Elektrolyt Famile

* Organische Halbleiter, Exoten.

Eine Nische besetzen derzeit die Thermoelemente , insbesondere in der Form der Peltier Elemente (selbst
nachschauen was das ist). Das kann sich aber bald &ndern: Hocheffizente Thermoelemente (Wéarme rein, Strom
raus), selbstredend aus Halbleitern, werden derzeit (2009) intensiv erforscht.
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Der fiir's Elektroauto unverzichtbare Li-lonenakku ist derzeit zu schwer und zu teuer. Mit Si Nanodréhten wird's
(vielleicht) bald besser.

’ Die Liste ist nicht vollstandig, aber wir lassen's damit mal gut sein

Halbleitertechnologie

Vor 40 Jahren oder so war in einem Gehause genau ein Transistor, vor 50 Jahren gab's noch keine. Heute haben wir

> 1.000.000.000 verschaltete Transistoren in einem Gehause.
Einen Transistor zu machen , zusammen mit ein paar Milliarden Kollegen, die man auch noch gezielt verdrahtet, ist
was ganze anderes als zu verstehen, wie es funktioniert. Das zugehdrige Fachgebiet der Halbleitertechnologie ist
ein eigenes Studium, der Link fihrt zu den Grundlagen.
Auf dem Weg dahin wurden véllig neue Technologien aller Arten entwickelt, die fast alle 10 - 15 Jahre vor ihrer
grofRtechnischen Verwendung zum Ding der Unmdoglichkeit erklart wurden.
Seit dem Ende des 20. Jahrhunderts kann eine neue Entwicklung beobachtet werden, die sich in folgendem
Merksatz wiederspiegelt:

Mit Halbleitertechnologie kann man auf3er Chips
auch noch ganz andere komplexe Dinge machen!

Welche genau, wird sich zeigen.
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10.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 10

10.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 10: Bauelemente

’ Solarzellen sind groRflachige Dioden = pn-Ubergange.

Entscheidend ist die Erh6hung des Feldstroms unter
Beleuchtung durch zuséatzlich generierte
Ladungsgtrager. =

Die im Dunkeln vorliegende Kennlinie verschiebt sich
um den Photostrom "nach unten”.

jr(beleuchtet) = jg(dunkel) +jg(Licht)

’ Wesentliche Solarzellenparameter sind:

Leerlaufspannung ("open circuit") Uoc

Kurzschlussstrom ("short cicuit") Isc

Fullfaktor FF

Daraus ergibt sich der optimale Arbeitspunkt mit
Ul = maximal und der zugehérige Wirkungsgrad
der vorliegende Solarzelle

N = (Uoc - Isc - FF)/Lichtleistung

’ Der maximale theoretische Wirkungsgrad ergibt sich aus o
einem Kompromif3: E4 ‘\) %
Kleine Energielticke: L

¢ Auch infrarotes Sonnenlicht wird absorbiert
und generiert Ladungsgtrager.

» Die Differenz hv — Eg erzeugt aber nur Fe o
Warme.

Grolie Energieliicke:

* Energiereiches Licht (inkl. UV) wird gut EgOP ~ 1,4 eV
genutzt. N max = 30 %

* (Infra-)Rotes Sonnenlicht wird nicht
absorbiert. Die enthaltene Energie geht
verloren.

Das damit zu bestimmende Optimum der
Energiellcke ist um Eg = 1,4 eV; der erzielbare
maximale theoretische Wirkungsgrad liegt bei
Nmax =~ 30 %.

’ Wichtige (Zehner)zahlen:

Diese Zahlen geben ein gutes Gefiihl fur die

Mdglichkeiten und Begrenzungen der Solarenergie. Max. Sonnenleistung: Sp 1kW/m

"Peak" Solar: Wp = 1kW/m?2 - 10 % = 100 W/m?2

Merke: Arbeitsleistung 1 Sklave = (3 - 5) m?2
Solarzellen.

Gesamtenergieverbrauch (Elektr., Heizung, Auto, ...)
Deutscher = 50.000 kWh/a ~ (10 — 20) Sklaven

Mittelwert Solar: Wm = Wp - 10 % = 10 W/m?2
Energie: Ea = Wm - 365 - 24 = 100 kWh/a - m?
Gesamt elektr. Bedarf Deutscher = 6.000 kWh/a
Platzbedarf Deutscher fiir Solarzellen = 50 m?
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¥ Reale Solarzellen werden per Ersatzschaltbild
beschrieben.

Kritisch sind insbesondere Serienwiderstand Rsg
und Parallelwiderstand ("shunt") Rsy

Serienwiderstande im m( sind bereits schadlich;
das ergibt ein schwieriges technisches Problem.

Konstantstrom-
generator

Rsn U

Ideale
Diode

’ Technische Herausforderung fur kostenglinstige
Fabrikation: =

Produziere 1 m2 pro Minute,
d. h. zwei Solarzellen mit
(15,6 x 15,6) cmZ2 in drei Sekunden

’ Wesentliche Punkte des Bipolartransistors:

Der Emitter - Kollektor Strom wird durch den Emitter-Basis
Strom gesteuert. Immer npn- oder pnp-Struktur mit diinner
Basis.

Die Emitter-Basis-Diode ist in Durchlaf3richtung gepolt, die
Basis-Kollektor-Diode in Sperrichtung.

Die in die Basis injizierten Majoritdten des Emitters
durchwandern die Basis (deshalb dg << L) und gewinnen viel
Energie im starken Feld des Basis-Kollektor-Kontakts =
Leistungsverstarkung; aktives Bauelement!

Die Stromverstarkung B = Ic / Ig ist durch die Dotierung
bestimmt:

Npot(E) ds
1 — — ~
Npot(B) L

Npot(E)

™
u

Npot(B)

’ Wesentliche Punkte des MOS-Transistors

Der Source-Drain-Strom Isp wird durch die Gate-Spannung Ug
gesteuert. Grundstruktur: Metall (allg. Leiter) - Oxid (allg.
Dielektrikum) - Semiconductor.

Einer der beiden pn-Ubergénge von Source oder Drain zum
Substrat ist ohne passende Gatespannung immer gesperrt.
> lsprO0AfirUgs =0V

Gatespannungen mit derselben Polaritéat wie die Majoritaten
unter dem Gate treibt die Majoritaten elektrostatisch "nach

unten”, d. h. sie verringern npaj

Massenwirkungsgesetz: nmaj ¥ = nmin 7. Bei Ug > Uthr
wird Inversion erreicht; danach hat das Gebiet unter dem Gate
dieselbe Art Majoritatstrager wie Source und Drain.

Zwischen Source und Drain existiert jetzt ein leitender Kanal,
Strom kann flieRen.

Entscheidend fur die Funktion ist die Gate-Substrat-Kapazitat
und damit das Gate- Dielektrikum.

¥ Merke: »

Giate slielectiic
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10.4.2 Was man wissen muss

’ Ganz tief verinnerlicht ist der Zusammenhang von Diodenkennlinie und Solarzellenkennlinie.

Wir verstehen, was mit den durch Licht zusatzlich generierten Ladungstrégern passiert und dass nur diejenigen, die
den pn-Ubergang erreichen, zum Strom beitragen. Die Bedeutung der Diffusionslénge in diesem Zusammenhang ist
uns klar.

Die wichtigen Solarzellenparameter Leerlaufspannung ("open circuit") Uoc, Kurzschlussstrom ("short circuit") Isc,
Fullfaktor FF, optimaler Arbeitspunkt, Wirkungsgrad n kénnen wir erlautern und, soweit méglich, in eine Kennline
eintragen

’ Wir verstehen, warum bei gegebenem Sonnenspektrum der Wirkungsgrad ein Optimum fur ein bestimmtes Bandgap
erreicht, und wir wissen, dass mehr als n =~ 30 % fiir einen einzelnen pn-Ubergang nicht moéglich ist.

’ Wir kennen die wichtigsten Zahlen zur Solarenergie:

Typ. Sonnenleistung ("Europa”): 1 kW/m?2

Wp =1 kW/m2 .10 % =

"Peak"-Solarzellenleistung: 100 W/m2

Wm =Wp - 10% =10 W/

Mittelwert Solarleistung: m?2

Energieernte pro Jahr: Ea = Wm - 365 - 24 =100

kWh/(a - m?)
Gesamtenergiebedarf je 6.000 kWh/a
Deutscher
Platzbedarf fur Solarzellen je 50 m2

Deutscher

’ Wir wissen, dass fir reale Solarzellen die technische Herausforderung nur in einer Eigenschatft liegt: Sie produzieren
(demnachst, so um 2015) Strom zu "grid parity"-Kosten.

Das bedeutet 2 billige, aber gute Solarzellen / 3 Sekunden in der Fertigung — und das ist sehr schwer!
’ Wir kdnnen ein Ersatzschaltbild einer realen Solarzelle geben und die Bedeutung von Shunt- und Serienwiderstand
erlautern.

Dabei ist uns klar, warum man zur Diskussion der beiden Widerstande zweckmaRigerweise die Falle "Leerlauf' und
"Kurzschluss" betrachtet.

Re4 Rp
Q.01 mOhrn + 10 000 Chm,

HmA

100 mOhm + 0.1 Ohm
10dmOhm +1 Ohm
———10mOhm + 0.1 Chm
x4 10 mQhm + 1 Ghm

i

_/ Ideal

Vimy

T
T

’ Wir kdnnen die wichtigsten Eigenschaften von Transistoren definieren und folgende Bilder zeichnen:

e Schematischer Aufbau Bipolartransistor.

e Banddiagramm Bipolartransistor.

e Stromflisse im Bipolartransistor.

¢ Querschnitt MOS-Transistor
Wir kbnnen die Stromverstarkung im Bipolartransistor erklaren und in einer einfachen Naherungsformel wiedergeben,
wobei wir die Naherung Uber die Geometrie begriinden kénnen.

Wir kénnen das Prinzip des MOS-Transistors beschreiben, wobei das Massenwirkungsgesetz zur Geltung kommt.

Wir kénnen Uber die Bedeutung des "O" im MOS-Transistors einiges sagen und auch GréRenordnungen zur
Geometrie und kritischen GréRen wie Feldstarke angeben.
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Zahlen und Formeln

’ Unbedingt erforderlich:

Anmerkung: In der Regel reichen "Zehner"-Zahlen; genauere Werte sind in Klammern gegeben.

Zahlen neu
GrolRRe Zehnerwert Besserer Wert
Technischer Wirkungsgrad Solarzellen: ~ 10% 15%...20%
Gesamtenergiebedarf . 6.000 kWh/a
und Solarzellen-Platzbedarf "Deutscher Biirger" T 50m2

Zahlen alt
GroRRe Zehnerwert Besserer Wert
Energielicke Eg von Si = leVv 1,1eVv
Lebensdauer N Direkte HL (GaAs): ns und nm
Diffusionslange - Indirekte HL (Si): ms und mm

Typische _Asod.Pfirn-Typ; B flur p-Typ
Dotierkonzentrationen in Si: ~ (1015.. 1019 cm—3
Typische spezif. Widerstande p Metall: = 1 uQcm
p p Halbleiter (dotiert): = 1 Qcm
p Isolator: >> 1 Qcm
Typische Energieliicken Eg Metall: = 0 eV
Halbleiter: = (0,5 ... 2,5) eV
Isolator: > 2,5 eV
Permeabilitat ur Diamagnete: <x 1
Paramagnete: >~ 1
Ferromagnete: >> 1; bis >1000
Frequenzabhéngigkeit relevant nur <z GHz;
Magnetismus dariber pur = 1
Durchschlagsfestigkeiten Emax = (0,1 ... 10) MV/cm ~ 15 MeV/cm (Limit)
Maximale Stromdichten jmax ~ (103 ...10%) A/lcm?
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Einige Dielektrizitats-
konstanten €y

"Interessante" Frequenzen

Daten Licht:
Wellenléange
Frequenz
Energie

Avogadrokonstante

Bildungs- und Wanderungs-
energie Leerstelle

(kT)RT

Typische Gitterkonstante a

GrolRe eines Atoms

Photonenenergie Licht

Vibrationsfrequenz Atome
im Kristall

14

n U

u

€ r(H20): = 80
€r(Si02): = 3,7
€r(Halbleiter): = 10 ... 20

~ 10 GHZ: Relaxation H20

~ 1013 Hz: Resonanz lonenpolarisation
~ 1015 Hz = "Optik": Resonanz
Elektronenpolarisation

1pum 500 nm

1014 Hz 5. 10 Hz
leVv 2,5eV

1024 mol-1 6 - 1023 mol-1
leVv ca.(0,5..5 eV

1/40 eV = 0,025 eV

1A=01nm 2A..5A
1A=01nm 1A .. 3A
leVv (1,6...3,3) eV
1018 Hz

Formeln neu

GroflRe Formel
) Ik iF(BK) ip(EB) NDot(E)
Stromverstarkung B= — _ _
Bipolartransistor . .
s jo(BE) jp(BE) Nbot(B)
Formeln alt
GrolRe Formel

Konzentration Majoritaten

(Si, RT)

NMaj = NbDot

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 396




. . ni2(T)
Konzentration Minoritaten

Npot
Generationsrate, NMin n;?
Rekombinationsrate, R=G = =
Gleichgewichtsbedingung T Npot - T
_ Ec
Intrinsische Nz N ( )
Ladungstragerdichte b eff - €xp -
2kgT
Sperrstrom beim pn- te - L-(nj)?
Ubergang jGen = *-G-L = — = const.
= Generationsstrom Npot - T
e-L-(nj? e-L-(njp? eUex
Diodengleichung jUex) = + : exp(
Na-T Np-T kgT
E
Ohmsches Gesetz j=0-E=—
p
Spezif. Leitfahigkeit o=qg-n-y
00
"Masterformel” far nel (M) =

Teilchendichten;
hier Dichte e im
Leitungsband

J D(E) - f(E; Er,T) dE
L

Neff - exp[—(EL — EF)/(kgT)]

Dichte h* im Valenzband n hVY(T) = Neff - exp[—(EF — Ev)/(kgT)]

Massenwirkungsgesetz Ne ‘Nh = nj?
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B = WW-H+J =Y (H+M)
Magnetische GréRen M= Jpo = (Ur—1)-H = Xmag - H

Mr = Xmag +1

u=q-g
2y
Dielektrische Gr6RRen P=— = <u> Ny
\

€ = X+1
Schwingungsgleichung d2 x dx
und m— + mkr- — +Kkex = g Egcos(wt)
Resonanzfrequenz 2

dt dt
kg \1/2
wo' = | —
m
Komplexer h+ik)2 = €—i-e"
Brechungsindex n
Entropie S;j Si = kp-Inpij
Freie Energie G G = U-TS
Stirling-Formel Inx! = x-Inx
Dichte Teilchen bei E n(E) = D(E) - w(E) - dE
Boltzmann-Naherung an AE
Fermiverteilung f(E) f(E) =~ e
fur AE=E-Ef > 2kpT © exp kT)
B

Boltzmannfaktor (Wahrscheinlichkeit fur E) WE) = exp[-E/(kgT)]
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Boltzmannverteilung

Leerstellenkonzentration

(EF : Bildungsenergie)

Sprungrate r atomarer Defekte
(EM: wanderungsenergie)

Diffusionsstromdichte jpiff (Vektor!)

Diffusionslange L

Coulombpotential

Beziehung Kraft E(r) — Potential U(r)

Mech. Spannung o, Dehnung €, E-Modul E

Innere Energie pro Freiheitsgrad
(Gleichverteilungssatz; einzelnes Teilchen)

Mittlere thermische Energie
eines klassischen Teilchens
(innere Energie; Def. der Temperatur)

Thermische Energie
(GréRenordnung von UTteijichen)

n(E) E - Eo

= exp (-
n(Eo) kT

)

cv = exp[-EF/(kg T)]

r = vo - exp[-EM/(kg T)]

ipitt = -D Ve
L = (DT1)”
e2
Ucou =
4m- € r
En = -—Vup
F
(0} =
A
(o) — Ig
€ = ——
lo
do
E =
de
UFreiheitsgrad = Y2kpT
UTeilchen = Yotkg T

(f: Anzahl der Freiheitsgrade)

kT
kgT)

Etherm
(UTeilchen

Q

MaWi fuer ET&IT - Script - Page 399




	Inhalt von Kapitel 1
	1. Einleitung
	1.1.2 Fokus auf Kristalle
	1.1.3 Grundlagen und Praxis der Materialwissenschaft
	1.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 1.1 'Grundlagen der Materialwissenschaft'
	1.2.1 MaWi und ET&IT Produkte
	1.2.2 MaWi und ET&IT Produkte
	1.2.3 Wie wir lernen wollen
	1.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 1.2 'Materialwissenschaft und ET&IT'
	1.3.1 Merkpunkte zu Kapitel 1. 'Einleitung'
	1.3.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 2
	2.1.1 Das Bindungspotential
	2.1.2 Bindungspotentiale, Federn und der Elastizitaetsmodul
	2.1.3 Bindungspotentiale und weitere Eigenschaften
	2.1.4 Vom Bindungspotential zum Kristall
	2.1.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.1
	2.2.1 Die Ionenbindung
	2.2.2 Die kovalente Bindung
	2.2.3 Die Metallbindung
	2.2.4 Sekundaere Bindung und Verallgemeinerung
	2.2.5 Merkpunkte zu Kapitel 2.2
	2.3.1 Bindungszustaende fuer Elektronen und Folgerungen
	2.3.2 Wellenfunktion und Schroedingergleichung
	2.3.3 Zustaende, Wellen, Energie und Impuls
	2.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 2.3
	2.4.1 Das Atom und seine Elektronenhuelle
	2.5.1 Merkpunkte zu Kapitel 2 'Bindungen und einige Eigenschaften der Festkoerper'
	2.5.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 3
	3.1.1 Definitionen und Beispiele
	3.1.2 Notation von Richtungen und Ebenen im Kristall
	3.1.3 Kristall und Eigenschaften
	3.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 3.1
	3.2.1 Dichteste Kugelpackungen
	3.2.2 Kristallgalerie
	3.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 3.2
	3.3.1 Merkpunkte zu Kapitel 3 'Idealer Kristall'
	3.3.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 4
	4.1.1 Die Zoologie der Kristalldefekte
	4.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.1
	4.2.1 Grundtypen und Konzentration
	4.2.2 Diffusion mit atomaren Fehlstellen und Ficksche Gesetze
	4.2.3 Random Walk und Diffusionslaenge
	4.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 4.2 Atomare Fehlstellen und Diffusion
	4.3.1 Versetzungen und plastische Verfomung
	4.3.2 Die restlichen Defekte
	4.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 4.3
	4.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 4 'Realer Kristall und defektbedingte Eigenschaften'
	4.4.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 5
	5. Grundzuege von Thermodynamik und Statistik
	5.1.2 Der 2. Haupsatz und die Entropie
	5.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 5.1
	5.2.1 Minmiere die freie Energie
	5.2.2 Berechnung der Leerstellendichte
	5.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 5.2
	5.3.1 Die Boltzmann-Verteilung
	5.3.2 Die Fermi-Dirac-Verteilung
	5.3.3 Eigenschaften der Fermi-Verteilung
	5.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 5.3
	5.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 5: Grundzuege von Thermodynamik und Statistik
	5.4.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 6
	6.1.1 Feldstaerke, Stromdichte und Zeitkonstanten
	6.1.2 Was wir ueber Dielektrika gerne wissen moechten
	6.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 6.1
	6.2.1 Effekte und Mechanismen
	6.2.2 Merkpunkte zu Kapitel 6.2
	6.3.1 Ein paar wichtige Begriffe und Definitionen
	6.3.2 Polarisationsmechanismen
	6.3.3 Verallgemeinerung des Begriffs 'Dielektrikum'
	6.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 6.3
	6.4.1 Der Grundversuch
	6.4.2 Der Frequnezgang der (komplexen) Dielektrizitaetskonstante fuer Resonanz
	6.4.3 Der Frequenzgang der (komplexen) Dielektrizitaetskonstante fuer Relaxation
	6.4.4 Gesamtschau
	6.4.5 Merkpunkte zu Kapitel 6.4
	6.5.1 Was man wissen moechte und was man wissen kann
	6.5.2 Merkpunkte zu Kapitel 6.5
	6.6 Weiterfuehrende Hinweise und Links
	6.7.1 Merkpunkte zu Kapitel 6 'Dielektrika und Optik'
	6.7.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 7
	7.1.1 Monopole, Dipole und Kreisstroeme
	7.1.2 Dia-, Para- und Ferromagnetismus
	7.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.1
	7.2.1 Energieminimierung und Domaenen
	7.2.2 Magnetische Verluste
	7.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.2 Ferromagnetismus und magnetische Domaenen
	7.3.1 Hart- und weichmagnetische Materialien
	7.3.2 Anwendungen ausser magnetische Speicher
	7.3.3 Merkpunkte zu Kapitel 7.3
	7.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 7: Magnetische Materialien
	7.4.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 8
	8.1 Leitfaehigkeit, Ladungstraegerdichte und Beweglichkeit
	8.1.2 Mittlere freie Weglaenge, Stosszeit und Beweglichkeit
	8.1.3 Die elektrische Leitfaehigkeit jetzt richtig
	8.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 8.1: Leitfaehigkeit, Ladungstraegerdichte und Beweglichkeit
	8.2.1 Elektronenwellen im idealen Kristall
	8.2.2 Brillouin-Zonen und stehende Elektronenwellen
	8.2.3 Zustandsdichte und Bandluecke
	8.2.4 Merkpunkte zu Kapitel 8.2: Elektronenwellen und Bandstruktur
	8.3 Baendermodell und Materialeigenschaften
	8.3.2 Direkte und indirekte Band-Band-UEbergaenge
	8.3.3 Effektive Zustandsdichte und Boltzmann-Naeherung
	8.3.4 Leitfaehigkeit intrinsischer Halbleiter
	8.3.5 Merkpunkte zu Kapitel 8.3: Baendermodell und Materialeigenschaften
	8.4.1 Merkpunkte zu Kapitel 8: Leitfaehigkeit und Baendermodell
	8.4.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 9
	9.1 Majoritaeten und Minoritaeten
	9.1.2 Dotieren und die Fermienergie
	9.1.3 Generation, Rekombination, Lebensdauer und Diffusionslaenge
	9.1.4 Merkpunkte zu Kapitel 9.1: Majoritaeten und Minoritaeten
	9.2.1 Beweglichkeit und Leitfaehigkeit bei dotierten Halbleitern
	9.2.2 Darstellung der Stromleitung im Banddiagramm
	9.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 9.2: Leitungseigenschaften dotierter Halbleiter
	9.3.1 Grundsaetzliches
	9.3.2 Oberflaechenzustaende und Bandverbiegung
	9.3.3 Bandverbiegung und Raumladungszone
	9.3.4 Merkpunkte zu Kapitel 9.3: Raumladungszonen und Kontakte
	9.4.1 Grundsaetzliches
	9.4.2 Stroeme im pn-Uebergang im Gleichgewicht
	9.4.3 Die Kennlinie des pn-Uebergangs
	9.4.4 Merkpunkte zu Kapitel 9.4: Der pn-Uebergang
	9.5.1 Merkpunkte zu Kapitel 9: Halbleiter
	9.5.2 Was man wissen muss
	Inhalt von Kapitel 10
	10.1.1 Die einfache Solarzelle
	10.1.2 Die reale Solarzelle
	10.1.3 Merkpunkte zu Kapitel 10.1: Solarzellen
	10.2.1 Der Bipolartransistor
	10.2.2 Der MOS-Transistor
	10.2.3 Merkpunkte zu Kapitel 10.2: Transistoren
	10.3.1 Der Flash-Speicher
	10.3.2 Was es noch so gibt
	10.4 Zusammenfassungen zu Kapitel 10
	10.4.2 Was man wissen muss

