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tf”’ Das Integral als Flacheninhalt C|AIU

Integral auf kompakten Intervallen: ,Kompakt“ bedeutet hier, dass nur Funktionen auf Intervallen
der Form [a,b] betrachtet werden. Offene oder unbeschrankte Intervalle sind nicht zugelassen.
Ein Ziel der Integralrechnung ist die Berechnung von Flacheninhalten krummlinig begrenzter
Bereiche der Ebene. In den meisten in der Praxis auftretenden Féalle sind derartige Flachen
beschrieben durch zwei Funktionen f,g auf einem endlichen Intervall [a,b], deren Graphen die
Flache begrenzen (linkes Bild).:
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Der Flacheninhalt der schraffierten Flache im linken Bild ist gleich der Differenz der schraffierten
Bereiche in den beiden rechten Bildern.

Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Integralrechnung
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Das Integral als Flacheninhalt

Es genugt also, sich auf den einfacheren Fall einer Flache zu beschréanken, die von:

» dem Graphen einer Funktion

e zwei vertikalen Geraden x=aundx=Db

e sowie der x-Achse

begrenzt wird.

Aufgrund seiner fundamentalen Bedeutung erhalt dieser Typ Flacheninhalt eine spezielle

Bezeichnung:

b
f f(x)dzx, gelesen als Integral von a bis b tiber (oder: von)

A

Naherung: V
Zerlegung in endlich -
viele Intervalle.

r

o

f(x), x

a=Xy, X3 X, X3 X4 X5 Xg X;=b

n n+1

Darboux-Summen:
Obersumme,
Untersumme
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tf”’ Das Integral als Flacheninhalt C|AIU

Man betrachtet ein Intervall [a, b], welches man in eine Zerlegung Z unterteilt, d. h. in N
aneinandergrenzende Teilintervalle (auch bekannt als Streifenmethode des Archimedes)

Z: a=Xy< X< X< Xp<o. X <X =D
zerlegt, so dass 1= [Xy, X;] ooy 1= [X00 X1 oo 1= X 00 X,] ISt

Werden jetzt Punkte vom Typ &; € [Xj_l, X,—] gewahlt, dann laft sich der Flacheninhalt T, wie folgt darstellen:

T = Z; f(E)AX;; AX, =X, — X, ,
j=

N
Dabei wird Sy = Zlﬂﬂx(ﬂfj :t € [tic, 4i]) - (£ — tiy) Obersumme (bzw. sup.), und

1=1

N
Sy =Y min(f(t) :t € [ticy,t:]) - (ti — tiz1) Untersumme (bzw. inf.) genannt.
i=1

, I e b
Die Grenzwerte ﬁ f = inf Sy und ﬁ = sup Sy
flr eine beliebige Zerlegung Z, heiRen Ober- bzw. Unterintegral.

(Exkurs: infimum, supremum)

Notizen zur Vorlesung Mathematik fir Ingenieure | 4



tf”’ Das Integral als Flacheninhalt C|AIU

Riemann-Integral:

Das Riemann-Integral (nach dem deutschen Mathematiker Bernhard Riemann) ist eine Methode zur
Bestimmung des Flacheninhaltes zwischen der x-Achse und einer beschrankten Funktion f innerhalb eines
Intervalls. Der Ubergang von der obrigen Summe zum Integral erfolgt durch Grenzwertbildung:

b b
Falls gilt: ﬁ f= ﬁ f , SO konvergieren die darbouxschen Summen gegen den Grenzwert f f, welcher
M @

Riemann-Integral genannt wird.

. | . .b-a b-a
Beispiel: IXdX Die Intervalle werden gleichmaf3ig durch Xj =a+ | ——, AXj =—

n n
a gewahlt.

Daraus ergibt sich:

N e e R jZJ—a(b o)+ 28] O

2

? ; 2 _ 2 2 .2
T :a(b_a)_l_(b;a) (1_{_%); ,!:de:rl,i_l;ga(b_a)"'(bza) ( nj a(b—a) + (b 22b+a):b 2a

Fur manche Funktionen kann es kompliziert werden...

Notizen zur Vorlesung Mathematik fir Ingenieure | 5



tf”’ Der Hauptsatz C|AIU

Der Fundamentalsatz der Analysis, auch bekannt als Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bringt
die beiden grundlegenden Konzepte der Analysis, namlich das der Integration und das der Differentiation,
miteinander in Verbindung. Er besagt: Ist | < R einreelles Intervallund f : | — > R ein beliebiges Element,
so ist die Funktion.

€I
F: IR 2~ f f(t)dt stetig differenzierbar und ihre Ableitung ist F ' = f.
i)

Beweis des Fundamentalsatzes:

Es sei < I festund (h,) eine Nullfolge mit der Eigenschaft, dass i, # 0 und « + . € I stets gilt. Dann gibt es
nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung zu jedem n ein ¢, zwischen x und x + h,, so dass
r+hn

F(z+ha) = F(@)= [ f(t)dt = f(ca) - hn

I
gilt. Nach dem Einschnurungsprinzip fur Folgen gilt ¢ —  und wegen der Stetigkeit von f folgt daraus

lim 2R ZF @)y sy = f(lim c,) = f(x), dh.

n—oo hn n—oo

F istin x differenzierbar mit der Ableitung f(x).
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tf”’ Der Hauptsatz, Anwendung C|lAIU

Der Hauptsatz ermdglicht sofort die Berechnung von Integralen, da es sich um eine Umkehrung der
Differentiation handelt. Die Funktion F, wird Stammfunktion zu f genannt mit der Eigenschaft: F' = f. Die
Umkehrung der Differentationsregeln liefert sofort folgende wichtige Integrale.

F(rj=/ f(t)dt. fbﬂrjd:r:F{bj—F{a.j; F(z) = f(z).
b 2 2
f(x)=x—> F(x):%x2—>_[xdx:F(b)—F(a):b 4
Al in:
e f(x)=F(x) F (x)
_ n. . . — a n+1
f(x)=ax";aeR;neZ\{-1} F (x) n+1x
f (X) = sin x;cos X F (Xx) = —cos x;sin X
f(x)= e F(x) = €
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tf”’ Der Hauptsatz, Partielle Integration C|AIU

Die partielle Integration, auch Produktintegration genannt, ist in der Integralrechnung eine Mdoglichkeit zur
Bestimmung von Stammfunktionen. Sie kann als die Umkehrung der Produktregel der Differentialrechnung
aufgefasst werden:

(u-vY =u-v4u-2

uov=(u-v) —u-v

fu’-t‘d:r=f{u-t‘fdr—fu-t"dr
fu’-t‘dr=u-t‘—fu-t"dr

1 b
Also: f fl:.T‘] . QFI[I‘JI dr = f“ﬂ . g{b‘] — fl:ﬂ‘j . gl{ﬂ‘] — f fflf:{‘j,l ) gl[I“J dr

b b
bzw.: /f(rﬁ-g’(rj!dr=[f(rj!-gfri]i—/ fi(x)-g(x)dx

mit f(zx)=mn(z) 4@)==2

b
1
Anwendungsbeispiel: / r-ln(r)dr ergibt sich  f'(z) = . g(z) = =

b 2 2 b2 2 2
b* a- | b* 1 a- 1
also /.1 r-ln(r) dr = 5 In (b) — 5 In(a) _/.1 5 Edr— 7 (llllfb} - §> -5 (lnl[a.j — §>
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tf”’ Der Hauptsatz, Partielle Integration C|A

Beispiel

/er (2 —zh)dz

Setzt man jedes Mal
g'(z) = €® und fiir f(x) den iibrigen Term unter dem Integral, so ergibt sich

e’ (2 —2%)dr
=[e® - (2 — %) —/er (—2z)dx

=[er-(2—r2)]+[er-21*]—f2-erdr
e @)+ e 2] — 2 ]
=[e* - (2 — 2> 4+ 27 — 2)]

= [e* - (22 — 2*)]

= Steht nur ein Term unter dem Integral, auf dessen Stammfunktion ohne Tabellenwerk nicht ohne weiteres zu
schlieffen ist, kann man gelegentlich durch Einfiigen des (unsichtbar vorhandenen) Faktors "1" partiell integrieren.
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tf”’ Der Hauptsatz, Substitution C|AIU

Substitution eines bestimmten Integrals

Ist fix) eine integrierbare Funktion und ¢(?) eine auf dem Intervall [a, 4] stetig differenzierbare Funktion deren
Bildbereich im Wertebereich von fist, dann gilt {x = ¢(f); insbesondere dx = do = ¢'{))df)
¢(b

:I b
f(z)dz = f o) ) dt

¢{ﬂ) H....V...-f’: d?[:

Diese Formel wird benutzt, um ein Integral in ein anderes Integral zu transformieren, das einfacher zu bestimmen ist.
Man sagt ¢(f) substituiert x und umgekehrt.

Beispiel:

Berechnung des Integrals: / sin(2zr)dx fur eine beliebige reelle Zahl a>0 :
0

dt dt
Durch die Substitution: t = 2x erhalten wir dr =2 & dt = 2dr bzw. dr = bl und
T

f sin(2xr)dr = 1/_ sin(t)dt = 1[— cos{ﬂ]g“ = 1{—005{2&']4—(:05(033 = 1{1—005{2&']3
I:I Ey 2 I:I , 2 E 2 , Fa 2 Ea
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tf”’ Der Hauptsatz, Substitution C|AIU

Spezialfalle der Substitution

Logarithmische Integration

Integrale mit der speziellen Form Zé&hfer des integranden ist Ableitung des Menners kénnen sehr einfach mit Hilfe der
logarithmischen Integration gelést werden, was einen Speazialfall der Substitutionsmethode darstellt:

fllx) y
/ftrt]dr‘h”ﬂr?HC (Vf(z) #0)

Lineare Substitution

Integrale mit linearen Verkettungen kénnen wie folgt berechnet werden:
1 .
/fl{mr—l—?zfldr:—F(mr—l—nf]—l—C (Vm = 0)
Tl

Fiir das bestimmte Integral gilt entsprechend

b 1 mb+4n
/ flmz +n)dzr = — flu)du (Vv m £ 0)

ma+n
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tf”’ Numerische Integrationsverfahren C|lAlU

In der numerischen Mathematik bezeichnet numerische Quadratur bzw. numerische Integration die
naherungsweise Berechnung von Integralen.

Das Integral J(f) = fb flr)de=0Q(f)+ E(f)

ist jader Flacheninhalt unterhalb der Kurve der Funktion f(x), wobei wir zun&chst annehmen, dass f(x) > 0 im
Intervall [a,b] ist.

Oft kann man das Integral nicht geschlossen l6sen, d.h. man kann keine Stammfunktion zu f(x) angeben.
Deshalb versucht man, Naherungswerte zu ermitteln.

Dazu unterteilt man die gesuchte Flache in senkrechte Streifen und nahert jede dieser so erhaltenen Teilflachen
durch einfache geometrische Figuren (z.B. Trapez) oder einfache Funktionen (z.B. Polynome) an.

Fur die Flachenberechnung dieser einfachen Figuren benétigt man den Wert der Funktion f(x) an den so
genannten Stltzstellen x,, ... X.,. Die Summe Uber diese Teilflachen ergibt eine Naherung Q(f) des Integrals. Je
schmaler man die einzelnen Teilflachen wahlt desto genauer wird die Naherung. Von Interesse ist dann noch
die Frage, wie grofl3 der Fehler ist, der sich durch die Naherung ergibt. Dieser Fehler wird durch das Restglied
E(f) beschrieben. Um die Anzahl der Funktionsauswertungen zu minimieren, bei gleichzeitiger Moglichkeit den
Fehler zu kontrollieren, verwendet man oft das Rombergsche Extrapolationsverfahren. Hierbei werden die
Integralwerte von immer kleiner werdenden 'Streifen' zu einer verschwindenden Breite hin extrapoliert.
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tf”’ Spezielle Quadraturformeln ClAlU

Man hat nun verschiedene Mdglichkeiten, die einzelnen Teilflachen durch spezielle einfachere Flachen
anzunahern. Die Anwendung der allgemeinen Quadraturformeln auf diese speziellen Flachen liefert einige
bekannte und wichtige spezielle Quadraturformeln.

Sehnentrapezformel

Man ersetzt die Kurve f(x) durch die Verbindungsgerade zwischen den Punkten (a,f(a)) und (b,f(b)) - also durch
die Sehne - und erhalt somit ein Trapez.

Flache A von einem Trapez kann folgendermalien berechnet werden: (aus der Geometrie)
Flaecher= 0,5 * (Seiteq + Seifen) ¥ Hoehe

In unserem Beispiel schneiden wir ein Trapez im Intervall [a,b] aus. Daraus folgt:
Seite1 = fla)

Seiter = fib)
Hoshe =5 —a

Ergebnis:

A=Zx(fla)+ (b)) * (b—a)

1
2
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tf”’ Langen- und Volumenberechnungen C|AIU

Parametrisierung:

Fur einige Probleme ist es notwendig, Kurven in “Parameterform” darzustellen. Dazu wird die
Kurve von einem Startpunkt bis zu einem Endpunkt durchlaufen, wenn ein Parameter einen
Wertebereich durchlauft.

Ein schon bekanntes Beispiel ist etwa eine Geradengleichung in der Vektorrechnung die in
Parameterform gewahlt wird. Aber nicht nur in der linearen Algebra ist dies nutzlich. Unmittelbar
einsichtig ist dies fur Kurven, die nicht Funktionen sind, weil einem x-Wert mehrere Y-Werte
zugeordnet werden. So kdnnen die Koordinaten eines Kreises nicht als Funktion angegeben
werden (hier muf3 sonst ein Halbkreis gewahlt werden):

Die Kreisgleichung (x —x.,)* 4+ (y — ym)* = r* laBt sich mittels Sinus und Cosinus parametrisieren:
(cost;sint) fir0<t <27

oder (cos(2wt);sin(2nt)) fir0<t <1
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tf”’ Langen- und Volumenberechnungen C|AIU

Mit Hilfe der Parametrisierung lassen sich Kurvenldngen und Wegintegrale berechnen:

Zunachst haben wir eine beliebige Kurve in Parameterform und wenden die “Salamitaktik* an:

PA(X(t=0),y(t=0))

POALYE) N o Pe(x(t=1),y(t=1)

Pi+1(x(ti+1)1y(ti+1))

J(x(t) X(t.1))% + (Y(t) = y(t,..))?

| =1im Z PP, = II\IILTJO Z\/(X(ti )= X(t,,))? + (y(t) - y(t,,))* Summe in ein Integral wandeln:

N—oo 4

_ N X)) - X)) (YA =D)L (x| (dy
> R e e N R GIE
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tf”’ Langen- und Volumenberechnungen C|AIU

Beispiel: Lange eines Kreises: X(t) = cos(2xt); y(t) = sin(2xt)

¢ | dx dy 2 ;
Iztjo\/[dtj [dtj dt = j J(=27sin(2at) ) + (27 cos(2xt)) dt:Zﬂtjoﬁdt:Zn

Erweitern wir das Ganze ins Dreidimensionale, kbnnen wir die Lange einer Schraubenlinie berechnen,
was nicht so trivial erscheint:

X(t) = cos(2nt); y(t) =sin(2xat); z(t) = 2t

foJ(dJ (3] ()

- j J(= 2z sin(2at))? + (27 cos(2at) ) + (27 ) ot
=27 .‘%«/Fldt = 27+/2
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tf”’ Langen- und Volumenberechnungen C|AIU

3 3
Beispiel: Lange einer Funktion von 0 bis 1: f(x) =x?; x(t) =t; y(t) =12

=[G (@)L (3] - - Jofo)

Da x(t)=t gilt allgemein als Lange ftr Funktionen:

|zt & der GGraph einer Funktion f: [a.! E‘,:] — B, 50 wird der Graph durch
v: [a,b] = R?, t— (¢, f(1)

parametrisiert. VWWegen
(8] = 1+ F(2)’

Ist die Lange des Graphen gleich

b
/ds=/‘¢1+ﬁﬁwm
- a

Der Begrif des Kurvenintegrals wird spéater allgemein eingefthrt, er ist ein wesendliches Hilfsmittel.
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tf”’ Langen- und Volumenberechnungen C|AIU

Volumenberechnung:

Mit der Integralrechnung lassen sich neben Flacheninhalten auch Volumina berechnen.
Hier wird zunachst der Spezialfall “Rotationskorper” verwendet. Flur einen Rotationskorper, der
durch Rotation des Graphen der Funktion f im Intervall [a,b] um die x-Achse entsteht, lautet die

Formel zur Volumenberechnung: Bei Rotation um die y-Achse muss die Umkehrfunktion x=f1(y)
gebildet werden:

c:j:- Rotation

b
Rotation x- Achse: V = 7Z'J.( f (x))°dx

f (b) -
Rotation y- Achse: \/ = j( f*(y))dy
f(a)

Rotationsachse |
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tf”’ Langen- und Volumenberechnungen C|AIU

Herleitung der Formel fir das Volumen eines Rotationskorpers

Auch hier hilft die “Salamitaktik”: Der Rauminhalt des Rotationskorpers auf der x-Achse im
Intervall [a;b] wird in n kleine Zylinder mit der Querschnittsflache 7rr2(Kreis) und der Hohe

b-a
AX =
n
wobei die H6he der kleinen Zylinder gegen 0 strebt. Schlie3lich missen nur mehr alle Zylinder
summiert werden.

zerlegt. Anschlie3end lasst man die Anzahl n der Zylinder gegen unendlich streben

Der Radius ist gleich dem Funktionswert von r = f (X)

n
V= Z f*(x)7AX Diese Summe I&Rt sich nun beim Grenziibergang in ein Integral verwandeln:
i=1

V= mi f 2(x )AX =nf( f (x))%dx

Fur die Rotation um die y- Achse wird die Umkehrfunktion verwendet.
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tf”’ Langen- und Volumenberechnungen C|AIU

Beispiel Rotationsparaboloid:

Wenn man eine Flussigkeit gleichmalig um eine senkrechte Achse dreht, dann Uberlagern sich
Schwerkraft und Fliehkraft, und die Flussigkeitsoberflache nimmt die Form eines
Rotationsparaboloids an. So funktioniert das , und so kann man auch
Teleskop-Spiegel giel3en, um danach nicht so viel Material abschleifen zu mussen, da die beim
Guss erhaltene Oberflache bereits ein Rotationsparaboloid darstellt.

Fur einen Punkt auf der Grenzflache gilt: //!‘\\\

Gewichtskraft kompensiert

Zentripetalbeschleunigung:
2

mgtanozzﬂ
r

mg tana = mo’r

2 2
ﬂ:w_r dy:a)_xdx
dx g g

y=60—2><2

29
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Das Integral war oben stets uUber kompakten Mengen definiert, also beschrankten und
abgeschlossenen Intervallen, wo die Integrationsgrenzen Teil der Definitionsmenge sind. Die
Verallgemeinerung auf unbeschrankte Definitionsbereiche oder Funktionen mit Definitionslicken
verlauft je nach gewahlter Konstruktion etwas unterschiedlich. In der Lebesgue-Theorie ergibt sich
die Verallgemeinerung vollkommen natrlich, in der Riemann-Theorie muss man mit Grenzwerten
von Integralen Uber kompakte Bereiche arbeiten; man spricht in diesem Zusammenhang von
uneigentlichen Integralen.

Beispiele:

[
e’ drx —dxr
- I

Singularitat bei 0

http://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsche Glockenkurve

Notizen zur Vorlesung Mathematik fir Ingenieure | 21



