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Inhaltsübersicht

Kapitel 10: Funktionen und Abbildungen in mehreren Dime nsionen

• Funktionen mehrerer Variablen
• Krummlinige Koordinatensysteme
• Differentation skalarwertiger und vektorwertiger Funktionen
• Integration in krummlinigen anderen Koordinatensystemen
• Vektoranalysis

Nach Literatur: http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialgleichung
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Mehrdimensionale Analysis ist die Verallgemeinerung der (eindimensionalen) 
Analysis. Diese mathematische Disziplin betrachtet Funktionen mehrerer Variablen, 

Diese Funktionen sind z.B. definiert als Abbildungen aus in die reellen Zahlen     .

So etwas kennen wir schon, z.B. den Betrag eines Vektors: 2
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Funktionen mehrerer Variablen

In der Analysis ist vor allem die Verallgemeinerung der eindimensionalen Differential-
und Integralrechnung auf höherdimensionale Funktionen im Blickfeld. Am 
gebräuchlichsten ist die Analysis in zwei und drei Dimensionen, da hier von der 
geometrischen Intuition Gebrauch gemacht werden kann. Viele der Ergebnisse der 
mehrdimensionalen Analysis bilden heute einen unabdingbaren theoretischen 
Grundstock für Ingenieure und Naturwissenschaftler, insbesondere für die 
Materialwissenschaft!

Beispiel: Temperatur in einem Zimmer

mitBeispiel:
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Funktionen mehrerer Variablen

Verallgemeinert kann auch ins Mehrdimensionale abgebildet werden:
Beispiel: Luftströmung in einem Zimmer. An jedem Punkt des Zimmers gibt es einen 
Kraftvektor, der aus einer Strömung resultiert. Dieser Kraftvektor F kann in eine 
beliebige Raumrichtung zeigen. Dies wird z.B. deutlich an der Flugbahn (Trajektorie) 
eines Staubteilchens im Raum.
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Links: Beispiel einer Funktion 
von R3 nach R3. Jedem Punkt 
des Raumes werden 3 
Koordinaten zugeordnet. 
Diese könne z.B. als Pfeil 
dargestellt werden, bei einem 
Kraftfeld handelt es sich 
direkt um eine  Kraftvektor.
Rechts: Wirbelschleppe an 
der Tragfläche eines 
Flugzeugs.
http://de.wikipedia.org/wiki/Aerodynamik
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Von diesem Flugzeug wird auf der gesamten Breite seiner Spannweite Luft nach 
unten gefördert. Dadurch, dass Luft von der Seite und von oben in das 
Unterdruckgebiet über dem Flügel nachströmt und Luft aus dem Überdruckgebiet 
unter dem Flügel zur Seite entweicht, entstehen zwei Wirbel deren Zentrum an den 
Tragflächenspitzen liegt. Diese Wirbel stellen die so genannte Wirbelschleppe dar, die 
hinter einem jedem Flugzeug in der Luft nach Durchflug existiert. Diese Wirbel klingen 
nur durch Reibung mit der umgebenden Luft allmählich ab. Bei großen Flugzeugen 
dauert das etwa eine halbe Stunde.
Wie sich im Bild zeigt, wird ein sehr großes Volumen von Luft in Bewegung versetzt. 
Die Geschwindigkeit und die Masse der nach unten gedrückt und gesogenen Luft ist 
um so größer je größer auch das Flugzeug ist.
Wirbelfelder sind aber auch in der Elektrodynamik von großem Interesse. 
Magnetische Felder bilden typischerweise Wirbelfelder, hier sind Beschreibungen 
durch vektorielle Funktionen sehr häufig notwendig. 
Wirbelfelder zeichnen sich dadurch aus, dass die Anzahl der Umläufe um das 
Zentrum bestimmt, wie viel Energie gewonnen bez. abgegeben wird

Funktionen mehrerer Variablen
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Funktionen mehrerer Variablen

Beispiele: Wie sehen solche Funktionen aus?
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• Gravitationskraft (Punktmasse)

• Elektrisches Feld einer Punktladung / Ladungsdichte
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http://de.wikipedia.org/wiki/Elektrostatik#Das_elektrische_Feld
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Arten von Koordinatensystemen, jeweils mit dem Punkt P(3;2). a) geradlinige b) geradlinige
orthogonale c) krummlinige orthogonale d) krummlinige allgemeine

Krummlinige Koordinatensysteme

geradlinige Koordinatensysteme:
Vektorraum

geradlinige orthogonale Koordinatensysteme:
Kartesisches Koordinatensystem

krummlinige Koordinatensysteme:
Elliptische Koordinaten

krummlinige orthogonale Koordinatensysteme:
ebene Polarkoordinaten und Zylinderkoordinaten
Kugelkoordinaten
Toruskoordinaten

Beispiele:
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Krummlinige Koordinatensysteme

Die Beschreibung von Systemen kartesischen Koordinaten wirkt oft umständlich, 
z.B. lässt sich das Gravitationsgesetz in Kugelkoordinaten wesendlich einfacher 
beschreiben. Die Kartographie der Erdoberfläche ist ein anderes Beispiel

Die Abbildung zeigt einen Punkt P mit den kartesischen Koordinaten (x, y, z) und 
den Kugelkoordinaten (r, q, j ):
(die x-Achse zeigt in 0°-, die y-Achse in 90°-Richtung,  die z-Achse steht im 
rechten Winkel zu den beiden anderen Achsen). 
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Wie transformiere ich kartesische in 
Kugelkoordinaten? (umgekehrt Tafel)
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Differentiation skalarwertiger Funktionen

Nun soll mit der Differentiation von Funktionen mehrerer reeller veränderlicher 
begonnen werden. Relativ natürlich leitet sich die Ableitung von mehrdimensionalen 
skalarwertigen Funktionen ab, also
Allerdings ist eine Tangente an die Funktion in diesen Fällen nicht mehr eindeutig 
bestimmt, da es viele verschiedene Richtungen gibt. Hier ist also eine Erweiterung 
des bisherigen Ableitungsbegriffs notwendig.
Ein Beispiel ist die Temperaturfunktion: Wir messen in Abhängigkeit vom Ort die 
Temperatur in unserem Zimmer, um zu beurteilen, wie effektiv die Heizung ist. 
Bewegen wir das Thermometer in eine bestimmte Richtung, bemerken wir eine 
Veränderung der Temperatur. Diese ist die so genannte Richtungsableitung. Die 
Richtungsableitungen in spezielle Richtungen, nämlich die der Koordinatenachsen, 
nennt man auch die partiellen Ableitungen.
Insgesamt lassen sich für eine Funktion in n Variablen n partielle Ableitungen 
errechnen:

(Skalarfeld)
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Seien               eine offene Menge und          . Die (beidseitige) Richtungsableitung 
einer Funktion                    entlang eines Vektors         mit             im 
Punkt     ist im Falle der Existenz definiert durch den Limes:

Existiert die beidseitige Richtungsableitung von f, so gilt 
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Differentiation skalarwertiger Funktionen

Allgemeine Definition der Richtungsableitung:

Richtungsableitung entlang der 
Koordinatenachsen = Partielle 
Ableitung. Also im Beispiel     = 
Einheitsvektor in x-Richtung oder y-
Richtung.

v
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Die partielle Ableitung setzt eine Funktion voraus, die von mehreren Parametern 
abhängt. Als Beispiel wird die Funktion (Parabeltrichter) f(x,y)=x2+y2 betrachtet, die von 
den beiden Parametern x und y abhängt. Betrachtet man den Parameter y als eine 
Konstante, z.B. y = 3, so hängt die Funktion f(x,3) nur noch von dem Parameter x ab: 
f(x,3) = x2 + 9. Für die neue Funktion g(x) = x2 + 9 kann man den Differenzialquotienten 
bilden:
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Das gleiche Ergebnis erhält man, wenn man die partielle Ableitung der Funktion f(x,y) 
nach x bildet:
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Die partielle Ableitung von f(x,y) nach y lautet entsprechend:
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Bis auf einen Parameter werden alle anderen Parameter als konstant angenommen, 
bezüglich dieses einen Parameters wird der Differenzialquotient bestimmt. Als Ergebnis 
erhält man die partielle Ableitung der Funktion nach diesem einen Parameter.

Differentiation skalarwertiger Funktionen
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Die einzelnen partiellen Ableitungen einer Funktion lassen sich auch gebündelt als 
Gradient oder Nablavektor anschreiben. 

Differentiation skalarwertiger Funktionen

Die Differentiation eines Skalerfeldes in alle Richtungen nach obiger Vorschrift ergibt 
ein Vektorfeld. In der Physik ergibt sich so z.B. aus einem beliebigen Energiefeld ein 
Kraftfeld!  

wobei ex,ey,ez die kanonischen Einheitsvektoren des R3 sind.

Skalarfeld:

Der Gradient eines Skalarfeldes ist definiert als der Vektor der partiellen
Ableitungen. Er existiert daher nur an den Stellen, an denen bezüglich aller
Koordinaten partiell differenzierbar ist. Er wird als oder als grad    geschrieben. 

Also (siehe oben):

Allgemein:
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Beispiel aus der Physik: “zweidimensionales Federpendel”

m

Das Feld der potentiellen Energie E(x,y) wird
auch Potentialfeld genannt. Die Ableitung
(Gradient) der potentielle Energie bildet ein
Vektorfeld. Der negative Gradient bildet das
Kraftfeld!
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Kraftvektor
Die Wärmeverteilung einer vom Strom durchflossenen Leiterbahn auf einem
Mikrochip lässt sich durch ein Skalarfeld von unterschiedlichen Temperaturen
beschreiben. Der negative Gradient dieses Skalarfeldes einschließlich einer
Materialkonstanten ist der Wärmefluss. Der Wärmefluss ist somit ein Vektorfeld, 
welches proportional zum negativen Temperaturgradienten ist.

Differentation skalarwertiger Funktionen
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Differentation skalarwertiger Funktionen

Hesse-Matrix:

Mit dieser Verallgemeinerung definiert man die zweite Ableitung eines Skalarfeldes

Partielle Ableitungen können wieder differenzierbar sein und lassen sich dann in der so 
genannten Hesse-Matrix anordnen (zweite Ableitung). Analog zum eindimensionalen 
Fall sind die Kandidaten für Extremstellen da, wo die Ableitung Null ist, also der 
Gradient verschwindet. Ebenfalls analog benutzt man die zweite Ableitung, also die 
Hesse-Matrix, zur Bestimmung des exakt vorliegenden Falles. Im Gegensatz zum 
eindimensionalen ist allerdings die Formenvielfalt in diesem Falle größer (Mittels einer 
so genannten Hauptachsentransformation der durch eine mehrdimensionale Taylor-
Entwicklung im betrachteten Punkt gegebenen quadratischen Form lassen sich die 
verschiedenen Fälle klassifizieren).
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Differentation skalarwertiger Funktionen

Hessematrix, Jacobimatrix und Anwendung:

Die Jacobi-Matrix ist die m × n-Matrix sämtlicher erster partiellen Ableitungen einer 
differenzierbaren Funktion

z. B.: m × n = 3 x 3

Anwendung: wenn man sie für einen Punkt p ausrechnet, zur Näherung der 
Funktionswerte von f in der Nähe von p verwendet werden:

Die Hesse-Matrix (nach Otto Hesse) fasst die partiellen zweiten Ableitungen einer 
mehrdimensionalen Funktion f(x1,..., xn), die in die reellen oder komplexen Zahlen 
abbildet, zusammen:
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Die lokalen Eigenschaften der Koordinatentransformation werden durch die Jacobi-
Matrix beschrieben. Für die Transformation von Kugelkoordinaten in kartesische 
Koordinaten lautet diese:

bei sphärischen Polarkoordinaten (nur q,j ) fällt die erste Spalte weg.

Die Jacobi-Matrix der entgegengesetzten Transformation ist nur für räumliche, nicht 
für sphärische Polarkoordinaten definiert; man berechnet sie am einfachsten als 
Inverse von J:

Einige Komponenten dieser Matrix sind Brüche, an deren Nennern man die 
Uneindeutigkeit der Polarkoordinaten bei r=0 und bei sin q=0 (also q =0 oder p) 
erkennt. 

Differentation vektorwertiger Funktionen
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Die Jacobi-Matrix erlaubt es, die Umrechnung von Differentialen übersichtlich als 
lineare Abbildung zu schreiben:

beziehungsweise:

Das Volumenelement               lässt sich besonders einfach mit Hilfe der 
Funktionaldeterminante |J| = r2sinq umrechnen:

Beispiel: Zylinderkoordinaten (r, j , h)

Umrechnungsformeln Zylinderkoordinaten in kart. Koordinaten:

x = r cos j
y = r sin j
z = h

Die Funktionaldeterminante lautet also:

Folglich ergibt sich für das Volumenelement dV:

(Anwendung)

Differentation vektorwertiger Funktionen
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Differentation skalarwertiger Funktionen

Auch Potentialfelder lassen sich in krummlinigen Koordinatensystemen erzeugen:

Darstellung in Zylinderkoordinaten:

Darstellung in Kugelkoordinaten:

(Herleitung, Tafel)
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Integration in krummlinigen Koordinaten

Beispiel: Volumeninhalt eines Zylinders. Um das Volumen eines Zylinders herzuleiten lässt sich 
die mehrdimensionale Integrationsrechnung verwenden. Sei ein Zylinder im R3 beschrieben 
durch einen Kreis in der x-y Ebene mit dem Radius r und einer Höhe entlang der z-Achse mit 
der Länge h. Hierzu kann man nun das Volumenintegral Integral verwenden. Es wird die Fläche 
in x-Richtung mit der Fläche in y- Richtung und der Fläche in z- Richtung multipliziert. Dies kann 
auch infinitesimal geschehen, so das eine Menge Würfel Dx Dy Dz aufsummiert wird. Um das 
Problem zu vereinfachen und die Randfunktionen, beschreiben zu können, kann das Problem 
auf den positiven Bereich durch vierteln des Zylinders beschränkt werden. Anschaulich sieht das 
dann so aus: 

x

y
z

Dx Dy
Dz
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Diese Würfel sind jetzt aufzusummieren um dann den Grenzübergang zu unendlich vielen 
unendlich kleinen Würfeln zu tätigen, den Übergang zum Integral. Dabei treten zweierlei 
Schwierigkeiten auf. Einerseits handelt sich um mehrere Integrale, andererseits sind  Ihre 
Grenzen voneinander abhängig. Den Randfunktionen kommt eine entscheidende Bedeutung zu.
So ergibt sich für die erste Reihe von Würfeln (siehe erste Abbildung): 

Integration in krummlinigen Koordinaten
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Soll die nächste Würfelreihe im Y-Richtung addiert werden, ergibt sich das Problem, das Ihre 
Länge durch die Kreisbahn verkürzt ist, die Anzahl der Würfel also von einer Randfunktion 
abhängt:
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Die so aufgestellte Formel erlaubt die Volumenberechnung des Zylinders, wenn Dx, Dy, Dz->0 
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Integration in krummlinigen Koordinaten
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Im Prinzip lässt sich das Problem auch über das Integral lösen. Da das Integral den positiven 
(negativen) Flächeninhalt von Nullstelle zu Nullstelle berechnet, kann bei Randfunktionen, die 
stetig differenzierbar sind, direkt Integriert werden. Hier ist darauf zu achten, in welcher 
Reihenfolge die Integrale über das Infinitesimale Volumenelement dxdydz auszuführen sind. In 
unserem Beispiel:
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Integration in krummlinigen Koordinaten
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Dies erscheint relativ kompliziert, insbesondere durch die komplizierte Integration mit den 
Randfunktionen. In krummlinigen Koordinaten, in diesem Fall Zylinderkoordinaten erscheint die 
einfacher:

Integration in krummlinigen Koordinaten

x = r cos j
y = r sin j
z = h
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Diese Determinante gibt zu einem gegebenen Punkt wichtige Informationen über das Verhalten 
der Funktion f in der Nähe dieses Punktes. Wenn beispielsweise die stetig differenzierbare 
Funktion in der Nähe des Punktes p invertierbar ist, ist die Jacobideterminante in p nicht null. 
Weiterhin gilt, dass bei positiver Determinante in p die Funktion ihre Orientierung beibehält und 
bei negativer Jacobideterminante die Orientierung umkehrt. Der absolute Wert der Determinante 
im Punkt p gibt den Wert an, mit dem die Funktion in der Nähe von f expandiert oder schrumpft.
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Integration in krummlinigen Koordinaten

Krummlinige Koordinatensysteme können auch benutzt werden um Integrale einfacher zu lösen.
Z.B. lassen sich zentralsymmetrische Systeme leicht in Kugel oder Polarkoordinaten lösen:  
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Umrechnung zwischen verschiedenen Koordinatensystemen: 
(Ursprung der Funktionaldeterminante) 
Zur Veranschaulichung der Transformation das Volumenelementes werden zweidimensionale 
Koordinaten (x,y)-> dV = dx*dy in beliebig andere, krummlinige Koordinaten (u,v) umgerechnet. 

v0

v1

v2

v3

u0
u1 u2

u3

u4

x

y

urvD
�

vruD
�

Das zweidimensionale Flächenelement dA lässt sich als 
Flächeninhalt des durch die Tangentevektoren  und  , deren 
Komponenten sich aus den partiellen Ableitungen berechnen 
lassen, aufgespannten Parallelogramms darstellen:
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Dabei ergibt der Betrag des Kreuzproduktes die 
Determinante einer 2x2 Matrix. Allgemein handelt es sich 
um die Funktionaldeterminante D, also dA=|D|dudv
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Beispiel: Umrechnung in Polarkoordinaten
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Integration in krummlinigen Koordinaten

Beispiel: Flächeninhalt einer Ellipse

Eine Ellipse ist definiert als die Menge aller Punkte P der 
Zeichenebene, für die die Summe der Abstände zu zwei 
gegebenen Punkten F1 und F2 gleich 2a ist (in 
nebenstehender Abbildung blau eingezeichnet). Die Punkte 
F1 und F2 heißen Brennpunkte:
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Im elliptischen Koordinatensystem wird ein Punkt durch Angabe der Lage auf konfokalen
Ellipsen und Hyperbeln bestimmt. Bei zweidimensionalen elliptischen Koordinaten lautet die 
Umrechnung in kartesische Koordinaten

Integration in krummlinigen Koordinaten

u und v sind hier die Koordinaten, a ist ein Parameter des Koordinatensystems. v läuft von 0 bis 
2p, u ist nicht beschränkt. Die u-Koordinatenlinien sind Hyperbeln, die v-Koordinatenlinien

Ellipsen; für u=0 ist die v-Koordinatenlinie zu einer Strecke von bis entartet

für v=0 ist die u-Koordinatenlinie zu einer Halbgerade entartet, der positiven x-Achse ohne der 
vorher erwähnten Strecke entspricht, für v = p ist die u-Koordinatenlinie die entsprechende 
Halbgerade auf der negativen x-Achse und für v = p/2 und v=3p/2 ist die u-Koordinatenlinie die 
y-Achse.

Durch die Transformation auf elliptische Koordinaten kann die Schrödinger-Gleichung für das 
H2+ - Molekül analytisch gelöst werden.

;;
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Integration in krummlinigen Koordinaten
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Integration in krummlinigen Koordinaten

http://www.almaden.ibm.com/almaden/media/image_mirage.html

Anwendung von Volumenintegralen:

Schwerpunkt:
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= 	Allgemein homogene Massenverteilung:

Beispiel, Schwerpunkt eines Quaders, Zylinders, einer Halbkugel
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Für einzelne Massenpunkte berechnet sich das Trägheitsmoment mit der Summe:

mit mi für die Masse und ri für den senkrechten Abstand des i-ten Teilchens von der 
Drehachse. Ist die Drehachse die x-Achse, so lautet das zugehörige Trägheitsmoment

und nach dem Übergang zum Integral mit dem Volumen V des aus den
Massenpunkten zusammengesetzten Körpers:

Ist r = konst. spricht man von einer homogenen Masseverteilung. So kann man schnell 
den Steinerschen Satz beweisen. Ist das Trägheitsmoment IS für eine Achse durch den 
Schwerpunkt eines Körpers bekannt, so kann mit Hilfe der Steiner-Regel das 
Trägheitsmoment I für eine beliebige parallel verschobene Drehachse berechnet 
werden. Die Formel lautet:

Integration in krummlinigen Koordinaten

Allgemein:
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Integration in krummlinigen Koordinaten

Wenn der Trägheitstensor für einen Körper bekannt 
ist, so lassen sich mit diesem und der Steiner-
Regel die Trägheitsmomente des Körpers für 
Rotationen um eine beliebige Drehachse im Raum 
berechnen.
Betrachtet man einen unregelmäßig geformten 
Körper, der um eine Achse durch seinen 
Schwerpunkt rotiert, so variiert dessen 
Trägheitsmoment je nach Lage der Drehachse. 
Dabei gibt es zwei Achsen, bezüglich derer das 
Trägheitsmoment des Körpers maximal bzw. 
minimal ist. Diese Achsen stehen immer senkrecht 
zueinander und bilden zusammen mit einer dritten, 
wiederum senkrecht auf beiden stehenden Achse 
die Hauptträgheitsachsen des Körpers.
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Vektoranalysis

Litteratur: http://de.wikibooks.org/wiki/Vektoranalysis:_Teil_I-V
Vektorfunktion: Eine Funktion, bei der die abhängige Variable ein Vektor ist, heißt Vektorfunktion.
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Ableitung einer Vektorfunktion mit einem Parameter:
Analog zur Definition der Ableitung einer skalaren Funktion ist die Ableitung einer 
Vektorfunktion V(u) definiert:

Im einfachsten Fall 
lassen sich alle 
Koordinaten auf 
einen Parameter u 
zurückführen:
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mit:

Die Ableitung des Vektors V(u) nach u ist nicht nur formal wieder ein Vektor; sie erfüllt – wie man 
zeigen kann – auch das entscheidende Kriterium für Vektoren: sie gehorcht den Gesetzen der 
Vektoraddition. Weiterhin gelten die üblichen Differentationsregeln (Addition, Konstante,...)
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Vektoranalysis

Tangente, Tangentenvektor, Tangenteneinheitsvektor einer Raumkurve:
Analog zu den ebenen Kurven wird definiert: Die Tangente an eine Raumkurve mit dem 
Ortsvektor r(u) in einem ihrer Punkte P ist die Gerade durch P mit derselben Richtung wie der 
Vektor (dr/du)P (das bedeutet: die Vektorfunktion dr/du gebildet an der Stelle P).
Dabei ist u irgendeine Variable (Parameter), durch die r beschrieben wird.
Diese Definition wird physikalisch sofort plausibel, wenn man die Variable u durch die Zeit t 
ersetzt. Dann ist:

Der Geschwindigkeitsvektor v gibt aber die momentane Bewegungsrichtung des

Punktes P an, und das ist die Richtung der Kurventangente.

Führen wir nun wieder die beliebige Variable u ein, dann wird:

wobei dt/du lediglich ein skalarer Faktor ist, der an der Richtung des Vektors v nichts ändert. Also 
hat auch der Vektor        die Richtung von v und damit die Richtung der Tangente.

Für das Folgende brauchen wir den auf der Kurventangente gelegenen Einheitsvektor. Er wird mit 
t bezeichnet. Man findet ihn, indem man den Geschwindigkeitsvektor durch seinen Betrag 
dividiert:



Notizen zur Vorlesung Mathematik für Materialwissenschaft ler II 32

Wobei v die Bahngeschwindigkeit des Punktes P ist. Ist r als Funktion der Bogenlänge s der 
Kurve gegeben, wobei s von einem beliebigen Punkt der Kurve aus gemessen wird, dann kann 
man v durch ds/dt ersetzen:

Die Tangenten einer Raumkurve liegen nicht in derselben Ebene und es gibt – im Gegensatz zu 
Flächen – im Punkt P auch keine Tangentenebene. Wir führen als Ersatz für sie die Ebene ein, 
in der der Tangenteneinheitsvektor t und der Vektor dt/ds liegen. Der letztgenannte Vektor gibt 
nämlich die Richtung an, in welcher sich der Vektor t in P dreht. So ist die von t und dt/ds
aufgespannte Ebene der bestmögliche Ersatz - das bestmögliche Analogon – für die 
Tangentenebene im einen oder anderen Sinn. Diese Ebene heißt die Schmiegungsebene der 
Kurve in P. Der in der Schmiegungsebene liegende Einheitsvektor, der auf t senkrecht steht und 
dieselbe Richtung wie der Vektor dt/ds hat, heißt Hauptnormaleneinheitsvektor n der Kurve in P.

Vektoranalysis

1. Ableitung dr/ds liefert den
Tangenteneinheitsvektor

Was liefert die 2. Ableitung
dt/ds ?
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Hat ein Vektor v(u) eine konstante Länge v, so ist wegen v2 = v2 auch v2 = konst. Differenziert 
man die letzte Gleichung nach u und benutzt dabei die Regel für die Differentiation eines 
Skalarprodukts v w mit w = v, so findet man:

Vektoranalysis

Wenn das Skalarprodukt zweier Vektoren v und dv/du null ist und keiner der beiden Vektoren 
selbst null ist (Nullvektor bzw. konstanter Vektor), dann müssen die beiden Vektoren aufeinander 
senkrecht stehen. Dies leuchtet auch unmittelbar ein: Wenn der Vektor dv/du eine Komponente in 
Richtung v hätte, dann würde sich die Länge von v zugleich mit u verändern. Dieses Ergebnis 
wenden wir auf den Tangenteneinheitsvektor t einer Raumkurve an. Da die Länge von t konstant 
ist, muss seine Ableitung dt/ds auf t senkrecht stehen.

In der Abbildung liegen der 
Tangenten- und der Normalenvektor 
in der Zeichenebene, die folglich mit 
der Schmiegungsebene 
zusammenfällt. Die Kurve selbst 
dagegen verläuft im Allgemeinen 
links und rechts von P außerhalb 
dieser Ebene.
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Unter der mittleren Krümmung einer Kurve im Bereich Ds versteht man den auf Ds bezogenen 
Drehwinkel Dt der Tangente. Ihr Grenzwert für D s gegen 0 heißt Krümmung k der Kurve im 
Punkt P.

Ein in der Schmiegungsebene gelegener Kreis durch P mit derselben Steigung und derselben 
Krümmung wie die Raumkurve, heißt Krümmungskreis der Kurve. Sein Radius heißt 
Krümmungsradius r der Kurve in P. Da für den Kreisbogen D s (unabhängig von seiner Größe) 
stets gilt: Ds = rDt gilt für seine Krümmung:  k = Dt / Ds = 1/ r

Zur Berechnung der Krümmung einer Kurve aus ihrem Ortsvektor r(s) gehen wir wie folgt vor:

1. Berechnung von dt/ds:

2. Berechnung von dt/dt :

und

so ist

3. Damit ist: Weiterhin, da dt/ds die Richtung des Normaleneinheitsvektors n hat, ist:

Vektoranalysis
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Vektoranalysis

Integralrechnung mit Vektoren:
In Integralen können Vektoren sowohl als Integrand (= die zu integrierende Funktion) als auch 
als Differential bei dem Integranden auftreten. 
1. Typ: Nur der Integrand ist ein Vektor:
Ein typisches Beispiel ist das Zeitintegral der Kraft, das in der Dynamik auftritt. (Dort ist es ein 
bestimmtes Integral; es genügt hier jedoch, nur unbestimmte Integrale zu untersuchen.)

Das Ergebnis ist also, wie zu erwarten war, ein Vektor.
Anmerkung: Dass oben die Einheitsvektoren i, j, k wie konstante Faktoren vor die Integrale gezogen werden dürfen, lässt sich 
wie folgt “beweisen”: Das Integralzeichen ist das Symbol für den Grenzwert einer Summe. Konstante Faktoren bei den 
Summanden können ausgeklammert werden, auch wenn sie (konstante) Vektoren sind.

2. Typ: Integrand und Differential sind Vektoren:
Ein Beispiel dafür ist das Wegintegral der Kraft, mit dem die Arbeit berechnet wird.

Da F dr ein Skalarprodukt ist, ergibt sich für das Ergebnis des Integrals erwartungsgemäß auch 
ein Skalar. Ein spezielles wichtiges Beispiel hierfür ist:

Die Integrationsregeln bleiben hier 
dieselben wie im 1 dimensionalen.



Notizen zur Vorlesung Mathematik für Materialwissenschaft ler II 36

Vektoranalysis

3. Typ: Nur das Differential ist ein Vektor

Das Ergebnis ist ein Vektor.

Beispiel: 
Die elektrische Feldstärke E im Feld einer punktförmigen elektrischen Ladung vom Betrag Q, die 
sich in O befindet, ist

Das Potential j eines Punktes P in einem beliebigen elektrischen Feld ist definiert als die 
»ladungsbezogene Arbeit« W/q, die aufzuwenden ist, um die Ladung q aus unendlicher 
Entfernung zu dem Punkt P zu bringen (wie im Gravitationsfeld, nur bei Wegunabhängigkeit 
definiert, siehe unten). 

Für das oben beschriebene zentralsymmetrische elektrische Feld, in dem – wie später gezeigt 
wird – jedem Punkt ein Potential zugeordnet werden kann, errechnet man die Arbeit durch eine 
Integration vom Typ II:
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Da in diesem Feld die Arbeit vom gewählten Weg unabhängig ist, denken wir uns die Ladung q 
einfach radial nach innen bewegt, wobei dann Kraft- und Wegvektor gleich- oder 
entgegengesetzt gerichtet sind. Allerdings ist der Vektor ds dem Vektor dr entgegengesetzt 
gerichtet, da die Bewegung in Richtung abnehmendem r erfolgt: ds = - dr.

In einem Punkt mit der Feldstärke E erfährt die Ladung q eine Kraft vom Betrag F = E q, also ist

Damit erhalten wir für das Potential:

Da das Potential (definitionsgemäß) ein Skalar ist, ist das 
Potentialfeld ein Skalarfeld. Für r = konst. ist auch j = 
konst. Die Punkte gleichen Potentials liegen also auf einer 
Kugelfläche um O. Die »Äquipotentialflächen« oder 
»Niveauflächen« dieses Feldes sind also Kugeln (siehe 
Abbildung). Das elektrische Potential wird in Volt (V) 
gemessen.

Vektoranalysis
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Vektoranalysis

Wie schon gezeigt, kann die Steigung einer Feldgröße U in Richtung Ds über die 
Richtungsableitungen, also den Gradient oder Nablaoperator beschrieben werden:

.UÑ=
�

Der Vektor grad U weist in die Richtung, in der die Feldgröße U die größte Steigung hat (am 
stärksten steigt) (vergl. oben -grad U fällt am stärksten).

Beispiel E-Technik: Gesucht ist der Gradient des Potentials j einer elektrischen Punktladung Q.

Die partiellen Ableitungen werden am einfachsten nach der Kettenregel gebildet:
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In einem Vektorfeld,
zu dem ein Potentialfeld gehört <=> dessen Feldvektor der 
negative Gradient eines Skalarfeldes ist,
ist das Arbeitsintegral über einen geschlossenen Weg gleich null.

Vektoranalysis

Wann existiert zu einem Vektorfeld ein Potentialfeld? 

Beipiel: In einem Potentialfeld werde eine Ladung q gegen die Kraft des Feldes von A nach B 
verschoben. Die dazu aufzuwendende Arbeit ist: 

und wegen ,

Der Integrand ist das sogenannte vollständige oder totale Differential dj des nur vom Ort 
abhängigen Potentials j = j (x, y, z), also:

Die Arbeit W hängt also nur vom Potential des Anfangs- und Endpunktes des Weges ab, nicht 
aber vom Verlauf des Weges; das entsprechende Linienintegral ist »wegunabhängig«.
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Wird die Ladung q zunächst auf einem beliebigen Weg von A nach B gebracht und danach auf 
einem anderen Weg von B zurück nach A, so ist:

Vektoranalysis

also

Das heißt: Das Linienintegral wird null hier, wenn man es über einen geschlossenen Weg bildet.

Das bedeutet, dass man durch Herumführen einer Ladung auf einem geschlossenen Weg 
weder Arbeit gewinnen kann noch Arbeit investieren muss. Ein solches Vektorfeld und die in ihm 
auf eine Ladung ausgeübte Kraft heißen konservativ. Diese Eigenschaft eines Vektorfeldes ist 
keineswegs selbstverständlich, offensichtlich gilt dies für das Vektorfeld von Seite 3 nicht!

Integrabilitätsbedingung: 

Wenn gelten soll, muß sein.
Diese Forderung ist keineswegs selbstverständlich oder trivial, denn Vx, Vy und Vz können im 
Allgemeinen drei von einander völlig unabhängige Funktionen sein. Nach dem Satz von 
Schwarz muß:

und
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Das heißt: Bei der Bildung der zweiten partiellen Ableitung nach verschiedenen Variablen ist die 
Reihenfolge beliebig. Wenn der Feldvektor V der negative Gradient eines Skalarfeldes mit der 
Feldfunktion U sein soll, muss die Integrabilitätsbedingung erfüllt sein:

Beispiel: Der Feldvektor

erfüllt – wie man leicht durch Rechnung bestätigen kann - die oben beschriebene 
»Integrabilitätsbedingung«, und es ist:

Vektoranalysis
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Vektoranalysis

Die Divergenz eines Feldvektors
Gegeben sei ein »Strömungsfeld« mit dem Feldvektor v(r), wobei v die Geschwindigkeit einer 
Flüssigkeit ist. Stellen wir uns ein von einem Drahtrahmen umgrenztes ebenes Flächenstück 
vom Größenwert A vor, das so in die Flüssigkeit eintaucht, dass es auf der zunächst als 
homogen angenommenen Strömung senkrecht steht. Dann ist das Produkt aus A und v 
gleich dem Flüssigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit durch das Flächenstück hindurchströmt. 
Dieses zeitbezogene Volumen bezeichnen wir als den »Fluss« F der Strömung durch das 
Flächenstück:

Der Fluss hat demnach die Dimension Volumen / Zeit =Länge3 / Zeit.

Steht das Flächenstück auf der Strömungsrichtung nicht senkrecht, dann ist

Dabei ist a der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvektor v und dem auf der Fläche 
senkrecht stehenden Flächenvektor A.
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Ist das betrachtete Flächenstück nicht eben, oder ist das Strömungsfeld nicht homogen, dann 
denken wir uns die Fläche in hinreichend kleine Teilstücke vom Größenwert DA zerlegt und den 
Flächenvektor DDDDA in der Mitte eines jeden Teilstücks errichtet. Jeder dieser Flächenvektoren wird 
dann skalar mit dem Geschwindigkeitsvektor multipliziert, der dem Fußpunkt des Flächenvektors 
zugeordnet ist. Für den Fluss F durch die gesamte Fläche A gilt dann:

Oder, nach der typischen Grenzübergangsbetrachtung:

Dieser Begriff des Flusses wird in der Physik auch auf andere Vektorfelder übertragen, vor allem 
auf elektrische und magnetische Felder. Dies mag zunächst etwas befremden, aber man kann ja 
– als Hilfe für die Vorstellung - jeden beliebigen Feldvektor als den Geschwindigkeitsvektor einer 
Flüssigkeitsströmung interpretieren. Beispiel: Der »Fluss des Feldvektors«: 

des zentralsymmetrischen Feldes einer Punkt- oder Kugelladung mit dem Mittelpunkt in O durch 
eine konzentrische Kugelfläche mit dem Radius R ist:

Wenn E der Geschwindigkeitsvektor eines Strömungsfeldes wäre, ist der Fluss der Flüssigkeit 
durch jede zur Ladung Q konzentrische Kugelfläche Q/e0. Der Fluss ist der Ladung proportional, 
und für Q = 0 ist auch F = 0. Demnach könnte man die Ladung Q als »Quelle« des Feldes der 
virtuellen Flüssigkeit ansehen. Dies ist die Ausage des Gaußschen Integralsatzes.

Vektoranalysis
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Handelt es sich nicht um eine einzelne Quelle, sondern eine Dichte von z.B. ausgedehnten 
Quellen (Beispiel: eines elektrostatisch aufgeladener Stab), so ist der Begriff der 
Quellstärkendichte entscheidend. Integriert man das Skalarprodukt v dA über eine geschlossene 
Fläche (»Hülle«), so ist der Wert des »Hüllenintegrals« gleich dem Fluss (Volumen/Zeit), der 
durch die Hülle nach außen tritt. Dieser muss gleich der »Schüttung« S (= Ergiebigkeit) aller 
innerhalb der Hülle liegenden Quellen sein, wobei die Senken einen negativen Beitrag zur 
Schüttung liefern:

Vektoranalysis

Betrachten wir nun ein Raumgebiet vom Volumen DV. Die Schüttung aller Quellen in diesem 
Raumgebiet sei DS. Der Quotient DS/DV ist dann die »mittlere Quelldichte« in diesem Gebiet:

Lässt man nun die Hüllfläche auf einen Punkt P zusammenschrumpfen und somit DV gegen null 
gehen, so ist der Grenzwert:

die Quelldichte des Feldvektors (eigentlich: des Strömungsfeldes, dessen 
Geschwindigkeitsvektor v ist) in dem Punkt P, auf den die Hülle geschrumpft ist. Sie wird als die 
Divergenz des Vektors v im Punkt P bezeichnet:
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Die Berechnung der Divergenz aus dem Feldvektor v = (vx vy vz) betrachten wir einen Quader 
mit den Seiten Dx, Dy, Dz, dessen Mittelpunkt der Punkt P (x, y, z) ist.

Vektoranalysis

Die Flächennormalen auf den 
Seitenflächen sind die Einheitsvektoren 
in Achsenrichtung: i, j, k sowie -i, -j, -k. 
(j und der dazu gehörige Feldvektor 
sind nicht eingezeichnet.)

Die Flüsse durch die einzelnen Seitenflächen sind:

Der gesamte Fluss DF durch die Flächen des 
Quaders ist die Summe aus diesen sechs Flüssen. Er 
entspricht dem Wert des Hüllenintegrals in der 
Definition der Divergenz. Von den sechs Summanden 
lassen sich je zwei wie folgt zusammenfassen:

Nach dem Grenzübergang ergibt sich: 
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In Worten lautet der GAUSS-Integralsatz: Die Ergiebigkeit der Quellen in einem Raumgebiet V 
ist gleich dem Fluss durch dessen Hüllfläche.

Vektoranalysis

Der gaußsche Integralsatz folgt als Spezialfall aus dem Satz von Stokes, der wiederum den 
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verallgemeinert.

Beispiel: Möchte man wissen, wie viel Wasser aus einem bestimmten Bereich V insgesamt 
heraufließt, so ist intuitiv klar, dass man folgende zwei Möglichkeiten hat:
• Man untersucht, wie viel Wasser durch die Oberfläche von V aus- und eintritt. Dies entspricht 
dem Oberflächenintegral.
• Man bilanziert, wie viel Wasser insgesamt innerhalb von V verschwindet und hinzukommt, 
addiert also die Effekte von Quellen und Senken. Dies wird gerade durch das Volumenintegral 
über die Divergenz realisiert.
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Vektoranalysis

Rotation, Satz von Stokes: Bei nicht konservativen Feldern ist der Satz von Stokes das
“Gegenstück” zum Satz von Gauß.  Im linken Bild, ist das Linienintegral eines Magnetpoles auf 

dem grünen Weg gleich 0. Bei einem geschlossener
Umlauf, der den Leiter umschlingt (rechtes Bild), hat das
Linienintegral dagegen – unabhängig vom Weg - den Wert I 
(Stromstärke). Dies zeigt, dass das Linienintegral über eine
geschlossene Kurve eine besondere Bedeutung haben
kann.

Definition: Unter der Zirkulation G eines Vektors v längs einer geschlossenen Kurve K versteht
man das Linienintegral des Vektors längs dieser Kurve:

Im Allgemeinen wird die Zirkulation auch von der umlaufenen Fläche A abhängen. Um deren
Einfluss auszuschalten, bezieht man die Zirkulation auf die Fläche und betrachtet die Größe
G/A.
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Betrachtet man die Zirkulation DG des Feldvektors v längs der Umrandung einer kleinen
Fläche DA und denkt sich diese dann auf einen Punkt P schrumpfend, dann wird der Quotient 
DG/dA dabei im Allgemeinen einem Grenzwert zustreben. Diesen Grenzwert nennt man 
Wirbel w des Vektors v in P:

Die Berechnung des Wirbels
durch ein Dreieck (siehe linke
Bilder) führt auf:

Der Vektor wird Rotation 
eines Vektorfeldes genannt. 
Er gibt die Wirbelstromdichte
an. 

Vektoranalysis



Notizen zur Vorlesung Mathematik für Materialwissenschaft ler II 49

Vektoranalysis

Satz von Stokes: 
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Vektoranalysis

Zusammenfassung:

Gradient: (steilster Anstieg): 

Divergenz: (Quellstärkendichte)  
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Rotation: (Wirbelstärkendichte) 
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Exkurs: Maxwellgleichungen


