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Ubungen zu den ,,Grundlagen der Materialwissenschaft‘

Ubung 7: Thermodynamik und Statistik

Aufgabe 16: Gleichverteilungssatz und Wirmekapazitit

Der Gleichverteilungssatz fiir die Energie besagt, dal die mittlere Energie eines klassischen
,leilchens® (Atom, Molekiil) in einem thermodynamischen System (= aus einer groflen An-
zahl solcher ,,Teilchen* bestehend) fiir hinreichend grofle Temperaturen genau %kBT pro ,,ther-
modynamischem Freiheitsgrad* (= Freiheitsgrad der Energiespeicherung) betrigt, so dal} bei
f solcher Freiheitsgrade insgesamt ETejichen = % fkgT gilt. Als Freiheitsgrad zéhlt dabei je-
der einzelne Beitrag zur Gesamtenergie des Teilchens. Das betrifft zum einen sowohl kineti-
sche als auch potentielle Energie, zum anderen bezieht sich das auf voneinander unabhingige
Werte dieser Energiebetrige, die aus der Bewegung in verschiedene Raumrichtungen resultieren.
[Beispiele: Ein an einer Schraubenfeder vertikal schwingender Massenpunkt hat zwei solche Frei-
heitsgrade, weil Eges = Egin + Epoi; €in Massenpunkt, der sich frei im Raum bewegt, hat wegen
Eges = Exin = %mv2 = %m(v)% + v% + vg) = %mv% + %mvg + %mvg = Exinx + Exin,y + Exin,;
drei Freiheitsgrade.] Daraus folgt, da3 sich die Anzahl f dieser Freiheitsgrade von der Anzahl der
Moden der Bewegung unterscheiden kann, je nach den Beitrdgen zur Gesamtenergie, die mit einer
bestimmten Mode (Translations-, Rotations- oder Schwingungsmode) verbunden sind. Zunichst
betrachten wir nur die Moden der Bewegung.

a) Inder folgenden Abbildung sind verschiedene Atome bzw. Molekiile schematisch dargestellt.
Ermitteln Sie die jeweilige Anzahl der unterschiedlichen Moden der Bewegung fiir ein ein-
zelnes Atom (z. B. ein Edelgas), fiir ein zweiatomiges, symmetrisches Molekiil (z. B. N»),
fiir ein dreiatomiges, gestrecktes Molekiil (z. B. CO,) sowie fiir ein dreiatomiges, gewinkel-
tes Molekiil (z. B. H,O). Unterscheiden Sie die Fille, dall die Molekiile (i) starr bzw. (ii)
schwingungsfihig sind, und geben Sie eine Begriindung fiir die Formel zur Berechnung der
Anzahl der Schwingungsmoden an (siehe Anleitung).

o oo

einatomig zweiatomig, symmetrisch
dreiatomig, gestreckt dreiatomig, gewinkelt

Zur Ermittlung der Art und Anzahl von Moden der Bewegung
und der thermodynamischen Freiheitsgrade von Molekiilen

Anleitung: Jedes solitire Atom kann sich in die drei Raumrichtungen mit voneinander
unabhingigen Geschwindigkeiten bewegen, d. h. man benétigt drei unabhédngige Parameter,
um seine Bewegung mathematisch zu beschreiben. Das gilt auch fiir Atome, die in einem
schwingungsfahigen Molekiil gebunden sind, denn auch dort konnen sie sich (trotz der
Riickstellkréfte) unabhingig voneinander bewegen. Die Gesamitzahl der benotigten Parameter
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b)

d)

zur Beschreibung der Bewegung von N Atomen betrigt also ganz allgemein 3N, d. h. N Atome
haben immer 3N Moden der Bewegung. Durch die Bindung der Atome im Molekiil werden
diese Bewegungen zum Teil zu Translationen und Rotationen des gesamten Molekiils, alle
iibrigen fiihren zu Schwingungen der Atome innerhalb des Molekiils.

Uberlegen Sie sich, wieviele der 3N unabhiingigen Parameter jeweils fiir die Beschreibung
von Translationen und Rotationen des gesamten Molekiils dienen; dazu stellen Sie sich die
Molekiile als starr (nicht zu inneren Schwingungen fdhig) vor. Was folgt daraus fiir die
Anzahl der Schwingungsmoden? — Bei Molekiilen mit wenigen Atomen kann man sich die
unterschiedlichen Schwingungsmoden noch anschaulich klarmachen und sie dann direkt ab-
zdhlen (versuchen Sie es mal; palt die Zahl zum Ergebnis Ihrer Formel?), aber mit steigender
Atomanzahl wird das immer schwieriger.

Geben Sie fiir die in Teil a) behandelten Stoffe bei gegebener Temperatur 7 mittels des
Gleichverteilungssatzes die molare Gesamtenergie Up, an (= die innere Energie pro Mol)
und ermitteln Sie daraus die molare Wirmekapazitat bei konstantem Volumen, Cy mol =
(OUmo1/ 0T )y —const. s geben Sie diese als Vielfaches der universellen Gaskonstante R an und
unterscheiden Sie dabei die obigen Fille (i) und (ii) [Aufgabenteil a)].

Hinweise: Zur molaren Wirmekapazitit bei konstantem Volumen! triigt die gesamte innere
Energie (hier die molare innere Energie Up,)) bei, d. h. es miissen alle ,,thermodynamischen
Freiheitsgrade* berticksichtigt werden. Der Gleichverteilungssatz (,,im Mittel %kBT pro Frei-
heitsgrad*‘) bezieht sich auf einzelne Molekiile. Die Avogadro-Konstante N gibt die Zahl
der Teilchen pro Mol an. Die universelle Gaskonstante ist R = N kp.

Geben Sie die molare Warmekapazitit eines Festkorpers mit No Atomen an —ohne Rechnung
(nun ja, fast; eine ganz kleine Kopfrechnung tut’s bereits), aber mit Begriindung.

Die tatsdchliche spezifische Wirmekapazitiat des Wassers bei konstantem Druck betrigt
¢, (H20) = 1 cal g7 'K™!. Vergleichen Sie diesen Wert mit dem in Teil b) erhaltenen Wert fiir
das dreiatomige, gewinkelte Molekiil und versuchen Sie, eine Erkldrung fiir den Unterschied
zu geben. (1 cal = 4,185517 ist die Energie, die man bendtigt, um 1 g luftfreies Wasser von
14,5 °C bei Normaldruck um 1 K zu erwirmen.)

Wievielen thermodynamischen Freiheitsgraden entspricht die tatsdchliche spezifische Wir-
mekapazitit des Wassers (ndherungsweise)? Vergleichen Sie diesen Wert mit den zuvor
ermittelten [in Teil b) und c)]: Gibt es eine Moglichkeit, dieses Ergebnis sinnvoll einzuord-
nen? Was folgt damit fiir die ,,Fliissigkeit* Wasser?

Aufgabe 17: Zustandsbetrachtungen beim idealen Gas — Entropie und Gleichgewicht

Betrachten Sie als Ausgangszustand eines Systems ein Gas aus 400 gleichartigen, bis auf Stof3e
wechselwirkungsfreien klassischen Teilchen mit vernachlédssigbarem Eigenvolumen (d. h. ein idea-
les einatomiges Gas), das die Hilfte eines Behilters mit dem Gesamtvolumen V, = 2V; austiillt,

1

~Wirmekapazitit bei konstantem Volumen* bedeutet, da keine makroskopischen Effekte auftreten, die aus der
thermischen Ausdehnung resultieren konnten. Genau dies ist bei bei der davon zu unterscheidenden Warmekapazitit
bei konstantem Druck, C),, relevant: Der Druck eines Gases bleibt bei Temperaturerhohung nur konstant, wenn es
sich ausdehnt, und dabei arbeitet es gegen den Umgebungsdruck an. Weil ein Teil der zugefiihrten Energie fiir die
,»Ausdehnungsarbeit* draufgeht, steigt T' bei gleicher Wirmezufuhr weniger an; daher ist allgemein C,, > Cy.
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wobei die Ausdehnung des Gases zunichst durch eine eingeschobene Wand verhindert wird. Zu
einem bestimmten Zeitpunkt wird die Wand, die das zugingliche Volumen auf V| beschrinkt,
»extremst schnell* entfernt, und ein neuer Zustand des Systems stellt sich ein, in dem das Gas das
gesamte zur Verfiigung stehende Volumen (V>) fiillt.

a)

b)

c)

d)

e)

Warum édndert sich die innere Energie des Gases dabei nicht? (Hinweis: Wodurch ist die
innere Energie bei dem betrachteten System mikroskopisch gegeben?)

Warum éndert sich die Temperatur des Gases dabei nicht? (Hinweis: Wie héingt die Tempe-
ratur ,,mikroskopisch* mit der inneren Energie zusammen?)

Wie édndert sich dabei der Druck im System? (Hinweis: Verwenden Sie die Zustandsgleichung
des idealen Gases in der Form pV = NkgT, wobei N die Teilchenanzahl ist.)

Wie dndert sich dabei die freie Energie, wenn man als Temperatur 418 K annimmt? Geben
Sie das Ergebnis auch in Elektronenvolt an. Was bedeutet diese Anderung?

Anleitung: Im Unterschied zu dem in der Vorlesung behandelten Problem der Leerstellen
im Kristall (oder von im Zimmer verstreuten Socken) gibt es hier wegen der fehlenden
Ausdehnung der Gasteilchen keine Begrenzung der Anzahl von Pldtzen im Raum, die sie
einnehmen konnen. Daher ist die Anzahl der ,,mikroskopischen Anordnungsmoglichkeiten*
der 400 Gasteilchen unbestimmt, was bedeutet, dal die Entropie dariiber nicht berechnet
werden kann. Eine Aussage iiber die Anderung der Entropie kann hier dadurch getroffen
werden, daf} ein MaB fiir die ,,Zahl mikroskopischer Anordnungsméglichkeiten des Systems*
betrachtet wird, das aus der Wahrscheinlichkeit resultiert, mit der sich ein Gasteilchen in
einem bestimmten 7eil des Systems aufhilt: Im Ausgangszustand befinden sich alle Gasteil-
chen im selben Teil des Behilters (mit dem Volumen V), im Endzustand konnen sie sich mit
gleicher Wahrscheinlichkeit dort oder im zuvor unzugénglichen Teil befinden, d. h. es gibt
dann fiir ein Gasteilchen zwei gleich wahrscheinliche Aufenthaltsmoglichkeiten.

Quantitativ wird das so gefaf3t: Als Information liber das gesamte System der Gasteilchen vor

dem Herausziehen der Wand bedeutet wegen ,,alle Teilchen auf einer Seite der Wand*, dal} es

fiir diesen Makrozustand nur eine mikroskopische Anordnungsmoglichkeit gibt (pyorher = 1).

Es bleibt damit, die dazu passende ,,Anzahl® ppachher (,Anordnungsmoglichkeiten* nach

dem Herausziehen der Wand) anzugeben, um auf dieser Grundlage der mikroskopischen

Information iiber das System die Anderung der Entropie aus der folgenden Gleichung zu
pnachher)

ermitteln: AS = Shachher — Svorher = kB ln(pnachher) — kg 1n(pvorher) = kg ln(m .

Mit welchem Energieaufwand wire das Volumen isotherm wieder auf V; zu bringen? (Hin-
weise: Nur bei konstanter Kraft lautet die Arbeit W = F As, und bei konstantem Druck
und konstanter Fliche kann das als W = %A As = p AV geschrieben werden. Weil hier
aber beim Komprimieren des Gases der Druck steigt, ist iiber p(V) dV zu integrieren. Beim
Komprimieren wird das Volumen kleiner, und die Arbeit geht ins System hinein; verwenden
Sie daher das richtige Vorzeichen!)

Aufgabe 18: Fermi-Verteilung

a)

Geben Sie die Fermi-Verteilung f(E; Eg, T) formelméaBig an, und erklédren Sie ihre physika-
lische Bedeutung.
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b) Zeigen Sie, daB fiir alle T > 0 K gilt: f(Ef; Er,T) = %

c) Zeigen Sie: Der Energiebereich, in dem die Fermi-Verteilung von 90 % auf 10 % abfillt, ist
AE = 0,11 eV bei T = 300 K. Geben Sie AE auch in Einheiten von kg7 an.

d) * Begriinden Sie anhand einer fundamentalen Eigenschaft der Fermi-Verteilung, warum die-
ser Wert [ Aufgabenteil ¢)] nicht von der Fermi-Energie Er abhiingt. (Hinweis: Fiir Fermionen
gilt der Gleichverteilungssatz nicht. Was bedeutet dann ,,Temperatur* bei Fermionen?)

e) Bestimmen Sie den Wendepunkt der Fermi-Verteilung und die Steigung an der Stelle des
Wendepunktes.

Hinweis: Fiir die zweite Ableitung nach der Energie (die Sie nicht nachzurechnen brauchen!)
erhélt man:

s ey oP(GF) [+ ew(5E)| - [eo ) - 1]
OE* (kgT)* - [1 + exp(Ek;];F)r

f) Zeigen Sie, daB3 die Wendetangente durch die Punkte (Ep — 2kgT, 1) und (Ef + 2kgT,0)
verlauft. (Das Intervall [Eg — 2kgT, Er + 2kgT| nennt man daher Aufweichungsintervall.)

g) * Zeigen Sie, daf die Fermi-Verteilung punktsymmetrisch beziiglich des Wendepunktes ist.

h) Zeichnen Sie die Fermi-Verteilungen fiir Kupfer bei den Temperaturen 77 = 0 K, 7, = 300 K,
T5 = 8000 K und 74 = 40000 K unter Beriicksichtigung der bislang ermittelten Eigenschaften
von f. Die Fermi-Energie von Kupfer betrigt etwa 7 eV.

Die Fermi-Temperatur T eines Teilchengases ist definiert via kgTr = Ep. Gilt T < Tp, so ist das
Teilchengas ein Fermi-Gas, andernfalls ein klassisches Gas. Bei einem Fermi-Gas ist die Besetzung
der Elektronen-Zustinde mafBigeblich durch das Pauli-Prinzip betimmt.

1) Begriinden Sie, dal das Elektronengas in Kupfer bei 77 = 300 K ein Fermi-Gas ist. (Zur
Erinnerung [Aufgabenteil h)]: Die Fermi-Energie von Kupfer betrigt etwa 7 eV.)

J) Fiir welche Energien E kann die Fermi-Verteilung in sehr guter Naherung durch die Boltz-
mann-Verteilung ersetzt werden? Fiihren Sie zur Beantwortung dieser Frage die Ndherung
explizit durch.

k) * Was bedeutet diese Ersetzbarkeit [Aufgabenteil j)] physikalisch?



