2. Bindungen und einige Eigenschaften der Festkorper

2.1 Bindungspotentiale und erste Eigenschaften
2.1.1 Das Bindungspotential

Bindungspotentiale verstehen

’ Wir steigen eine Hohe h die Treppe hoch und haben die potentielle Energie U=m - g - h gewonnen (g =
Erdbeschleuningung, m = Masse).

Genauer gesagt war es mechanische potentielle Energie; aul3ererdem haben wir ohne nachzudenken den
Nullpunkt der Hohenskala auf die Ausgangshéhe gelegt. Wir befinden uns jetzt auf dem Potentialniveau oder kurz
auf dem Potential U(h); man sagt auch, wir "haben" dieses Potential.

Der Zuwachs an Potential oder potentieller Energie kommt von einer Arbeitsleistung = Kraft (F) mal Weg (r), oder
genauer gesagt Integral Fdr (wobei hier die Kraft gemeint ist, die wir auf den Probekérper ausiiben, um ihn zu
bewegen). Nur wenn der Wert des Integrals vom Anfang zum Endpunkt vom Weg unabhangig ist, kbnnen wir von
einem Potential reden. Fir U=m - g - h gilt das — die potentielle Energie, die wir nach Bewaltigung des
Hohenunterschieds h gewonnen haben, hangt nicht davon ab, ob die Treppe steil oder flach ist, Kurven hat oder
gerade ist.

Unterliegt der Probekdrper einem gegebenen Kraftfeld F(r), ergibt sich die potentielle Energie als Integral tber —Fdr.
Warum das Minuszeichen? Weil die potentielle Energie zunimmt, wenn der betrachtete Probekérper entgegen der
auf ihn vom Kraftfeld ausgetbten Kraft verschoben wird! Damit ergibt sich fur eine Verschiebung in einem
radialsymmetrischen Zentralkraftfeld (wo also der Betrag der Kraft nur vom Abstand zum Koordinatenursprung
abhangt und die Kraft zum/vom Koordinatenursprung radial hin/weg gerichtet ist), die bei rg beginnt und bei rn endet
(wobei rp = rg + h), die zugehdrige potentielle Energie aus dem Integral

h
uch) = — J F(r) - dr.

Dieser Link erklart das préazise und mathematisch (und dreidimensional). Man kann sich das anschauen, muf3 aber
nicht.

Jeder und jedem ist hoffentlich klar, dal? die Formel U = m - g - h sich nicht direkt aus obigem Integral ergibt (die
Gravitationskraft ist ja proportional zu (m 1-m2)/r2), sondern nur eine N&herung fiir kleine h darstellt. Wem das nicht
klar ist, der sollte unbedingt die erste Aufgabe der einfachen Fragen machen.

’ Wenn wir ein bi3chen verallgemeinern, haben wir gegen die von der Gravitation stammenden Bindungskrafte zwischen
der Erde und einem Menschen, uns ein biBchen weiter vom Bindungspartner "Erde" entfernt. Der "Bindungsabstand" hat
sich vergrofert.

Die von der Gravitation herriihrende Bindungskraft mdchte uns eigentlich zum Erdmittelpunkt ziehen. Wir kdmen
erst zur Ruhe wenn die Schwerpunkte der beiden Kérper den Abstand Null haben. Das klappt aber nicht, denn
sobald wir auf dem "Boden" stehen verhindert eine sehr starke abstoRende Kraft, die bei einem bestimmten
Abstand rg zwischen Erdmittelpunkt und Massenschwerpunkt exakt gleich groR3 ist wie die anziehende
Gravitationskraft, dafd wir weiter Richtung Erdmittelpunkt fallen

Zwischen den beiden Korpern Erde—Studierender stellt sich der Gleichgewichtsabstand rg = rgrde + r'studi = rErde
ein; die Summe aus den "Radien" der beiden Partner.

Wollen wir den Abstand um ein — Ar verringern, missen wir, wie unten gezeigt, erheblich mehr Arbeit investieren im
Vergleich zu einem + A r = h im obigen Beispiel.
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’ Wir betrachten jetzt ein NaCl-Molekul; die Bindungspartner sind jetzt die Atome oder besser lonen. Das Na-Atom hat
sein Uberschissiges Elektron dem Cl-Atom libergeben, das gerne eins mehr hatte; beide liegen jetzt als Na*- und CI--
lonen vor.

Zwischen den lonen wirkt jetzt nicht nur die (vollstéandig vernachlassigbare) Gravitation, sondern die anziehende
Coulombkraft als die Bindungskraft, die das Molekil zusammenhalt.

Aber auch hier fallen die Zentren oder Ladungsschwerpunkte der lonen nicht aufeinander, sondern arrangieren
sich ebenfalls in einem Gleichgewichtsabstand rg = r1 + rp; die rj sind die jeweiligen lonenradien, die jetzt aber
ungefahr gleich grof3 sind.

st

EY=1E

Elektrostat

Anziehung
Na* Ton CI Ton

o

NaCl Molel:il

Wollen wir die beiden lonen auseinanderbringen, d.h. den Abstand r = « einstellen, missen wir dazu die Arbeit Uy
leisten; es gilt (mit gj = Ladung des lons i, e = Elementarladung = 1,602 - 10-1° C, €q = dielektrische
Suszeptibilitat des Vakuums = 8,854 - 1012 As/Vm):

* lg1-q2 e?
Up= | ———— -dr =

b AT €0-r? 41T €010

Wir haben damit die gesamte Arbeit ausgerechnet, die man braucht, um die beiden lonen gegen die Coulombkraft
vollstandig zu trennen.

’ Wer auch nur das geringste Problem mit dieser Gleichung hat, tut gut daran, die Fragen und Ubungen zu diesem Modul
sehr sorgféltig durchzuarbeiten. Wir konzentrieren uns in dieser Vorlesung auf das grundsatzliche Verstandnis und nicht
aufs "Rechnen".

Zur potentiellen Energie bzw. zum Bindungspotential kommen wir, wenn wir das Integral fur einen beliebigen
Abstand r > rg ausrechnen (das ist dann die zu leistende Arbeit, um den Abstand von rg auf r zu erhdhen).
Allerdings ist die Wahl des Nullpunktes der Energieskala frei, und gewonlich wird bei den anziehenden
Coulombkréaften die Null ins Unendliche gelegt. Im Gleichgewichtsabstand rg betragt damit die potentielle Energie
—Uw . Zeichnen wir einen schematischen Graphen, sieht das so aus wie im Bild unten links gezeigt.
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’ Jetzt betrachten wir mal das inverse Problem: Der Potentialverlauf zwischen zwei wechselwirkenden Kérpern sei von
Gott oder seinem Stellvertreter auf Erden (fir Studis ist das der Professor oder die Professorin) gegeben, wie in der
Kurve im obigen Bild links. Wir interessieren uns jetzt fir die zugehérige Kraft F zwischen den Kérpern.

Wie das geht, sollte klar sein; wir haben

eindimensional: dreidimensional
' (Unterstrich = Vektorsymbol):
du(r)
F=— FE =— gradlUu®n] = - VYuQ@
dr
in Komponenten also
ou ou ou
FX:—_, Fy:—_, FZ:__
0 x oy 0z

Im rechten und unteren Teil der Gleichung sind wir dreidimensional geworden, dazu haben wir F und r als Vektoren
geschrieben (das geht in simplem HTML nur mit Unterstrich).

Die geschweift geschriebenen Buchstaben "0" bezeichnen partielle Ableitungen, sind aber ganz analog zu den
gewohnten Ableitungen zu verstehen, die mit "d" notiert werden. Partielle Ableitungen werden bei Funktionen
mehrerer Variabler benétigt, weil man solche Funktionen nach jeder Variable einzeln ableiten kann. Bei der
Berechnung einer partiellen Ableitung sind alle Gbrigen Variablen (alle auRer der, nach der abgeleitet werden soll)
als Parameter mit festen Werten zu behandeln. Alles, was man tber gewohnliche Ableitungen gelernt hat, gilt somit
auch fur partielle Ableitungen — blof3 gibt es "die Ableitung" einer Funktion mehrerer Variabler nicht (logisch!).

Weil die partiellen Ableitungen bei Ortskoordinaten haufig im "Dreierpack” auftreten (wie z. B. oben fir die drei
Komponenten der Kraft E als partielle Ableitungen des Potentials hingeschrieben), wird so ein Dreierpack in

Vektorform haufig mit dem Symbol V (genannt "Nabla-Operator") abgekirzt.

Sehr salopp und sehr pragmatisch formuliert, ist der Nabla-Operator einfach der (Spalten-)Vektor der partiellen
Ableitungsoperatoren nach den drei Ortskoordinaten. Mathematisch gesehen, ist diese Aussage Unfug, denn als
Operator kann er kein normaler Vektor sein (logisch; vielmehr ist er ein Element des sog. Tangentialraumes — aber
halt, das ist Differentialgeometrie und damit hier nicht dran). Sie trifft aber den Kern, wenn es um den
rechentechnischen Alltag geht: Wenn man Nabla auf eine skalare Funktion der drei Variablen x, y und z
losgelassen hat, kommt ein normaler Vektor dabei heraus. Dieser Vektor ist dann der Gradient der betreffenden
skalaren Funktion.

Ausblick: Man kann den Nabla-Operator auch auf eine vektorielle Funktion der drei Variablen x, y und z loslassen (=
Vektorfeld), und zwar im Skalarprodukt (dann erhalt man die Divergenz des Vektorfeldes) oder im Kreuzprodukt
(dann erhalt man die Rotation des Vektorfeldes); aber das bendétigen wir erst spater. AuBerdem kann man das
Skalarprodukt zwischen zwei Nabla-Operatoren bilden, auf diese Weise erhalt man den (skalaren) Operator der
Summe der zweiten partiellen Ableitungen nach den drei Ortskoordinaten, auch als Laplace-Operator bekannt;
das wird uns in Kirze begegnen. (Der Laplace-Operator liefert sozusagen die Divergenz des Gradienten einer
Funktion.)

’ Wenn man also eine Potentialkurve hat wie im Bild oben links gegeben, kann man durch (graphisches) Differenzieren
sofort eine Kraftkurve (schematisch) einzeichnen; das ist im mittleren Bild gezeigt.
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’ Wir betrachten jetzt den Fall, daR die beiden lonen sich wieder liebhaben und méglichst dicht aufeinander hangen
wollen.

Das geht aber nicht so einfach. Kommen sie sich zu nahe, beginnt eine sehr stark abstol3ende Kraft zu wirken, die
mit betragsméanig gréRer werdendem Ar zu kleineren Abstanden hin erfahrungsgemaf sehr schnell (= mit hoher
Potenz von Ar) goRer wird. Man kann zwei Koérper = 2 Atome nicht ineinanderschieben!

Diese abstoRende Kraft ist Ubrigens dieselbe, die die Gravitation daran hindert, uns zum Erdmittelpunkt zu ziehen.

’ Wie lautet die Formel fur die abstoRende Kraft, mit der wir dann das Abstol3ungspotential berechnen kénnen? Die
Antwort auf diese Frage ist symptomatisch fiir die Materialwissenschatft:

Es gibt oft keine einfachen Formeln fir einfache Tatbestande.
Aber:
Es gibt manchmal sehr einfache Formeln oder Graphiken fir sehr
komplexe Situationen.

Zur Berechnung der abstoRenden Kraft zwischen Atomen bzw. lonen braucht man die Quantentheorie. Es gibt
dann i.d.R. keine einfachen Formeln mehr, oft gibt es Uberhaupt keine "hinschreibbaren” (= analytischen) Formeln
mehr. Das heif3t aber nicht, daf’ die zugrundeliegenden Phanomene an sich schwierig sind!

’ Wir behelfen uns hier schlicht damit, daf3 wir das abstoRende Potential so hinzeichnen, wie es ungefahr aussehen
muf3. Das ist im rechten Teil des obigen Bildes getan.

Die Kraftkurve dazu denken wir uns (bzw. machen das in der Ubung); damit werden auch die Vorzeichen klar.
’ Jetzt kommt der entscheidende Schritt: Potentiale darf man einfach (vorzeichenrichtig) addieren, da sie vom Weg

unabhangig sind. Wir tun das mal (und zwar graphisch) und bekommen fiir das gesamte Bindungspotential von Na*-Cl—
(und qualitativ auch fur jedes andere lonenpaar) die unten gezeigte Kurve.

U

AbstoBendes
Potential

u
1o Abstand »

=ty +— Gesamtpotential

Bindungspotentialkurve fur lonen

’ Wir haben eine Potentialkurve mit einem Minimum der betragsmafigen Tiefe Ug bei rp. In einem solchen Fall reden wir
immer von einem Potentialtopf!

Im Gleichgewichtsabstand rg ist das Potential negativ: U(rg) = —Up. Wie bereits oben besprochen, ist folglich die
Arbeit Ug aufzubringen, um die lonen voneinander zu trennen (Abstand auf "unendlich" erhéhen).

Wir kdnnen daher U g, den betragsméafRigen Wert des Bindungspotentials im Minimum, mit Fug und Recht auch die
Bindungsenergie der lonen nennen. (Nochmal: U(rg) ist negativ; Bindungsenergien gibt man aber als positive Zahl
an.)

Up ist allerdings noch nicht die Bindungsenergie des NaCl-Molekuls. Warum? Darilber sollte man erst mal selbst
nachdenken.

Bindungspotentiale verallgemeinert
’ Wir machen jetzt eine leicht zu verstehende Verallgemeinerung mit weitreichenden Folgen.

’ 1. Wir nehmen viele lonen in einer Flache und nicht nur zwei wie oben. Falls NaCl eine atomare Schicht bilden wiirde,
sahe das z.B. (halbwegs mafistabsgetreu) wie folgt aus:
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Mafstabsrichtige NaCl-Schicht

Wenn wir jetzt fir das zentrale Na*-lon die Arbeit ausrechnen, um es (nach "oben") zu entfernen, addieren wir
"einfach" alle Coulombkrafte auf, und zwar als Funktion des jeweiligen Abstandes (durch die Kreise markiert).

Wir haben eine Folge von anziehenden und abstoRenden Kréften. Falls wir den zweidimensionalen Kristall gleich
ins Unendliche ausdehnen (schwierig zu zeichnen), bekommen wir eine unendliche Reihe, die aufzusummieren
ware. Das ist mathematisch sehr anspruchsvoll, aber es geht.

’ Wir erhalten ein Potential, das graphisch genauso aussieht wie das im entsprechenden Bild fiir zwei lonen gezeigte. Nur
die Zahlen an den Achsen wiirden sich etwas andern. Da wir schlauerweise keine eingezeichnet haben, andert sich erst
mal gar nichts.

’ 2. Wir gehen einen Schritt weiter: Wir nehmen viele lonen, aber jetzt sogar dreidimensional angeordnet — halt den realen
NaCl-Kristall.

Es ist jetzt nicht so klar, wie wir ein lon entfernen. Darliber brauchen wir uns aber keine Sorgen zu machen, denn
das zugehdrige Potential ist vom Weg unabhangig.

Die Berechnung ware &hnlich wie oben, nur wird die unendliche Folge von abstoRenden und anziehenden Kréaften,
Uber die zu integrieren ist, noch komplizierter; mehr dazu im Link .

Wir brauchen das aber gar nicht selber zu tun — Herr Madelung (und viele nach ihm) haben es schon fiir uns getan.
Das Ergebnis ist trotz sehr trickreicher Mathematik verbliffend einfach:

Coulombpotential fur ein () = o
lon des Na*-Cl—-Molekiils -

Coulombpotential fur ein

lon des Na*-Cl--Kristalls Vo= - am—

Ir|

’ Die Konstante A' ist uns von der Ubung her bekannt (??), der Faktor & \ heiRt Madelungkonstante.

Der exakte Wert der Madelungkonstanten hangt natirlich von den lonensorten und den damit verknlpften
Bindungslangen sowie der dreidimensionalen Anordnung ab. Fur Na* -Cl~ haben wir zum Beispiel oy = 1,748. Im
allgemeinen Fall liegt die Madelungkonstante zwischen ca. 1,5 und 4,5; genaue Werte gibt's im Link.

Das bedeutet erst mal, dal3 ein lon im Kristall o\p-mal fester gebunden ist als im Molekdl.

’ 3. Wir gehen noch einen Schritt weiter: Was uns fur das anziehende Potential recht war, gilt auch fir das abstoRende
Potential. Versuchen wir, ein lon in einem NaCl-Kristall dichter auf einen Nachbarn zu driicken, wird die abstof3ene Kraft
mit abnehmendem Abstand sehr schnell anwachsen; das zugehdrige "abstoRende" Potential Uap sieht schematisch
aber nicht anders aus als oben gezeigt.

Um eine halbwegs passende Formel zu haben, beschreiben wir es als Ugp = B/r™. Wir haben damit zwei weitere
Konstanten B und m eingefiihrt, Gber die wir noch nichts wissen, auler daf3 m >> 1 sein sollte.

Damit haben wir fur das Bindungspotential von Na* -Cl~ und damit auch fur alle anderen lonenbindungen die
(ungeféhre) Formel

B A’
Uoon(t) = — — am—
rm r

In dieser Allgemeinheit gilt das auRerdem nicht nur fiir Na*Cl—, sondern fur alle lonen in allen lonenkristallen.

’ Bevor wir weiter verallgemeinern, bleibt noch schnell die Frage zu klaren, warum wir betont haben, daf3 wir iber das
Bindungspotential von Na*-ClI~ reden und nicht tiber das von Kochsalz, NaCl.
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Einfach: Bevor wir Na* und CI— haben, miissen wir erst mal Na und Cl ionisieren . Das geht nicht ganz ohne
Energieaufwand. Zwar hat das Na-Atom ein Elektron "zuviel", und ein Cl-Atom hat ein Elektron "zu wenig", aber
einfach so wird weder das Na-Atom sein Uberschissiges Elektron hergeben noch das Cl-Atom eines anlagern. Die
enge Bindung zwischen Atomen X und Y beginnt sozusagen mit einem Flirt, in dem erst mal eine kleine
Aufmerksamkeit (ein Elektron) tGberreicht wird. Nur wenn der prospektive Partner das Geschenk annimmt (= bindet),
geht's weiter.

Wir beschreiben die lonisierung deshalb durch die einfachen Beziehungen:

Na + 514eV & Nat + e

Cl - 36lev o ClIl- - e

Besser formuliert:

Cl— + 36lev & Cl + e

Gesamtbilanz

Na + Cl+ 1,43eV © Nat + ClI-—

’ Damit haben wir auch schon zwei Kennzahlen von Atomen kennengelernt:

’ 1. Die lonisierungsenergie | = Energie, die es braucht, um bei einem Atom X ein Elektron abzutrennen:
Xatom + | = X¥jon + €~
Nebenbei haben wir noch unsere Hauptmalfeinheit fir Energien definiert: das Elektronenvolt (Symbol: eV). Dazu
machen wir eine extrem einfache schnelle Ubung:

Ubungsaufgabe
Aufgabe 2.1-4

’ 2. Die Elektronenaffinitat A, definiert nach X—jon + A = Xatom + €. Man kann das als Energie sehen, die frei wird,
wenn ein neutrales Atom ein Elektron bindet, oder als die "lonisierungsenergie" (die Abtrennenergie) fir das negativ
geladene lon.

Hier treffen wir auch zum ersten Mal auf den @ 1. Hauptsatz der Materialwissenschaft @:

Mit Gewalt kann man alles
kaputtmachen

Man kann mit Gewalt — d.h. mit hinreichend viel Energie, die zur lonisierung eingesetzt wird — jedem Atom ein
Elektron wegnehmen. Man kann aber Atome, die kein zusatzliches Elektron haben méchten, nicht zwingen, eines
zu binden.

In anderen Worten: Die lonisierungsenergie ist immer eine positive Zahl; die Elektronenaffinitat kann in Prinzip aber
auch negativ werden. Das wirde bedeuten, dal’ man Energie gewinnt (und nicht hineinstecken muf3), um einem
negativ geladenen lon sein Elektron wegzunehmen, oder schlicht, da3 das Elektron sofort "von allein abfallt". Da es
dann keine negativ geladenen lonen geben kann, ist die Angabe einer Elektronenaffinitat in diesen Fallen (z. B. flr
alle Alkali- und Erdalkali-Elemente [warum???]) sinnlos. Mehr dazu in diesem Link.

’ Von dem Bindungspotential Ug der lonen, wie oben angegeben, missen wir also noch die Bilanz der Energien
abziehen, die man zunéchst braucht, um aus den Atomen lonen zu machen.
Das verschiebt aber nur den Nullpunkt der entsprechenden Potentialkurven — den wir schlauerweise nirgendwo
eingezeichnet haben. Auch die Formel kdnnen wir beibehalten, solange wir keine Zahlenwerte angeben.
Damit haben wir "eigentlich” die Bindung reiner lonenkristalle schon abgehandelt. Wir werden uns das aber noch ein
biRchen néher ansehen. Vorher machen wir allerdings erst noch den nachsten Schritt in Richtung
Verallgemeinerung:
’ 4. Was fir die Anziehung, also die Bindungskrafte, zwischen zwei lonen gilt, a3t sich jetzt auf jeden Typ von Bindung
verallgemeinern.
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Was immer die Anziehung bewirkt und zur Bindung fiihrt — z. B. fir die Cl-Atome im Cl>-Gas —, hat ein Potential
Uan, das mit kleiner werdendem Abstand "runter"geht, also schematisch immer noch wie im Bild oben links
aussieht. Solche Kurven kann man in Naherung immer durch einen Ausdruck in der Form Ugn = —A/r" beschreiben,
mit n = 1 fiir lonen und n irgendeine Zahl > 1 fir andere Bindungen. Die Madelungkonstante steckt im Zweifel in der
Konstanten A (jetzt ohne Strich).

Damit haben wir ein ganz allgemeines Bindungspotential Ugindg definiert:

A B
+
UBindg = -
rn rm
. abstoRRend
anziehend
U [eV]
1EC)
i " r [4]
0 1 1 1 1 1 1 1 1
T i

’ Cui bono — wem nitzt's? Nun, wie wir sehen werden, haben wir mit dem allgemeinen Bindungspotential eine Menge
erreicht:

1.

2.

Wir haben einige wesentliche Eigenschaften der Kristalle (wenn nicht gar aller fester Stoffe), die wir im weiteren
Verlauf kennenlernen werden, damit im Grunde schon "erschlagen".

Wir haben einen guten Grund, uns jetzt schon nach der Rolle der Temperatur T zu fragen (die bisher gar nicht
vorkam), und dabei einige erste Antworten zu finden.

Wir haben den Schlussel zur Struktur der Festkdrper (Kristall, welcher Kristalltyp?, ...).

Wir haben einen generellen Ansatz zur Behandlung materialwissenschaftlicher Fragen gefunden, der ausbauféahig
sein wird.

Wir haben gleich zu Beginn verstanden, daf} es um's Prinzip geht, und daf3 trotz komplizierter Mathematik
einfache Ergebnisse herauskommen kénnen.

’ Diese Punkte werden wir im folgenden aufgreifen und vertiefen.

Fragebogen
Einfache Fragen zu 2.1

Fragebogen
"Multiple Choice"-Fragen zu 2.1
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